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E. PLESZCZYNSKA (Warszawa)

WSPOLCZYNNIK ZALEZNOSCI MONOTONICZNE]J Z PROBKI (II)

1. Wstep. W czesci (I) tej pracy [3] zdefiniowano klas¢ par mono-
tonicznie zaleZnych cigglych zmiennych losowych. W praktyce, przy
badanin wspdizaleznosci zmiennych losowych mozemy czesto przyjaé
zatozenie, ze para zmiennych losowych jest monotonicznie zalezna. W szcze-
go6lnosci zdarza sie to w problemach dotyczacych cech zastepczych, kiedy
to kandydature pewnej cechy Z jako cechy zastepczej dla innej cechy W
mozna postawié¢ na ogét wtedy, gdy W i Z sa monotonicznie zalezne.
Niejednokrotnie pomiar badanej cechy w problemach technicznych lub
przyrodniczych mozna réwniez traktowaé jako ceche zastepcza zwig-
zang monotonicznie z owa cecha badang, gdyZz réine metody pomia-
rowe polegajg zwykle na wyznaczeniu warto$ci jakiej$ monotonicznej
funkecji mierzonej cechy, przy czym czesto nie udaje sie wykluezyé loso-
wych szumow.

W problemach praktycznych stawia sie pytanie, jak silnie sg zalezne
obie cechy i jak to badaé statystycznie. W niniejszej pracy chcemy sko-
mentowaé i uzupeini¢ dotgd stosowane metody statystycznego formulo-
wania 1 rozwigzywania tego problemu przy zalozeniu monotonicznej
zaleznoSei cech.

Proponowane metody powinny si¢ okazaé szczegoélnie przydatne
wtedy, gdy dokladny pomiar wartoSci jednej z badanych cech jest bardzo
trudny i kosztowny lub nawet zupelnie niemozliwy, tak ze mozemy
mierzyé¢ tylko warto§ci jakiej§ nieznanej &ciSle monotonicznej funkeji
tej cechy. Istnieja wprawdzie metody, ktére pozwalaja badaé sta-
tystycznie zalezno$é miedzy dwiema cechami, gdy dokladne pomiary
obu cech sa trudne lub niemozliwe, ale nie s3 one dostatecznie
efektywne w przypadku, gdy trudno$ci dotyczg pomiaru tylko jednej
Z cech.

Praca stanowi kontynuacje pracy [3], a wiec definicje i wyniki uzyska-
ne tam sg tu uzywane bez podawania zrodla; w szczegolnosei stosujemy
nastepujace oznaczenia: M, M*, M~, Oy, O, O3, F, F©, F~, N, H®**D,
4y, D(a, b), Py (a), Py(b), ¢(a, b), ¢)-(a), 77(b).



282 E. Pleszczynska

2. Modele statystyczme z parametrem charakteryzujacym zaleznosé.
Wspélzalezno§é pary zmiennych losowych (W, Z) przyjeto najczescie]
wyraza¢ za pomoca wspoélczynnika korelacji

E_[_(VLEW)(Z—WEZ_)l

0w,z = ,
Op 0z
(jezeli momenty drugiego rzedu istnieja) i zazwyczaj sformutowanie pro-
blemu badania wspétzaleznosci w jezyku statystycznym polega na wery-
fikacji hipotez o g ; lub estymacji tego parametru. Jak wiadomo, w dwu-
wymiarowym rozkladzie normalnym gy , = 0. Jednakze gy ; nie jest
parametrem okreslajacym rodzaj zaleznosci monotonicznej, gdyz |ow z|
jest rowne 1 wtedy i tylko wtedy, gdy W jest liniowa funkecjg Z. Stad np.
w klasie N, jak dobrze wiadomo, nawet dla |p| dowolnie bliskich 1 wspol-
czynnik korelacji moze byé dowolnie bliski zera: dla kazdego ¢ > 0 i dla
zmiennej X o rozkladzie normalnym mozna znalezé takg funkcje y z kla-
sy F, zeby |ox,yx| < ¢ (op. przyjmujace y(X) = X*+! dla dostatecznie
duzych k); jesli zas§ (W, Z) ma rozklad normalny z parametrem g, to
tatwo obliczy¢é, ze ow, vz =0 02)Vz), @ zatem |gy, ¥z < e Wobec tego
wspotezynnik korelacji nie jest odpowiednim parametrem w przypadku
dowolnej zalezno$ci monotonicznej.
Sposréd innych wspélezynnikéw zaleznosci, najbardziej znany jest
stosunek korelacyjny

[(B(W1Z = b)— EW)2ad,(b)

B
w,z = E(W—EW)?

oraz wspoétezynnik informacyjny
?:W, V A V1~— GTI(EZ_)_,-
gdzie dla rozkladéw ciaglych

I(1:2) = ff¢(a, b)ln—"v('g’—b*)—ﬁdadb;

o ¢z () pr(a)
oba te wspolczynniki sg nieujemne (w dwuwymiarowym rozkladzie nor-
malnym sg one réwne |p|), wige réwniez nie sg odpowiednimi parametrami
do badania zalezno$ci monotoniczne;j.

Wobec tego proponujemy wprowadzié pewien nowy wspotczynnik uy z
charakteryzujgcy zalezno§¢ monotoniczng, ktéry jest parametrem okre-
§lajacym rodzaj zalezno$ci monotonicznej i ktory jest réwny o w pewne]
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rodzinie rozkladow z klasy N z parametrem o zawierajacej dwuwymiaro-
we rozklady normalne.

Zdefiniujmy parametr X, rozkladu zmiennej losowej X jako §ro-
dek przedziatu zlozonego z punktéow u spelniajgcych nastepujace warunki:
P(X>u)>1 1 P(X<wu)>1$ Niech

B(Z; W > W) = J] bad(a,b),
i S(Wg, 5)
gdzie
S(Wo,s) = {(,a, b):aeA,beB,a> Wo,s}§

bedziemy sie postugiwaé analogicznym zapisem takie w przypadku,
gdy warunek W > W, . zastapimy przez W< W,,, Z>Z,,, Z < Z,;.
Natomiast przez E(Z|W = W,;) bedziemy oznaczaé¢ warunkowg war-
to§¢ oczekiwang Z, gdy W = W, ;.

Mozemy teraz zdefiniowaé:

W ,Z =
_E@Z; W > Wos5)—E(Z; W < Wos5)+EZIW = Wos)[P(W < Wy s5)—P(W > Wy,s)]
B EZ;Z > Zy5)—E(Z;Z <Zys5)+Zos[P(Z < Zy5)—P(L>Zy5)] |

Gdy P(W = W,;) =0, ostatni wyraz licznika jest réwny zero;
w szczegdlno$ci jest tak, gdy rozklad brzegowy W jest ciagly. Analo-
gicznie jest dla mianownika przy P(Z = Z,;) = 0.

Podamy teraz wlasnoSci uy- ,, przy czym dla skrocenia zapisu roz-
kilad zmiennej losowej (W, Z) bedziemy oznacza¢ przez R(W, Z).

WELASNOSC 1. |uw 7|l < 1, gdzie
1 dla R(W,Z)<0%,
Frz=\_1  dla R(W,Z2)<05

oraz |uy z| < 1 dla rozktadow ciqgtych.
Dowdd. Wezmy pod uwage takie funkcje w(a, b) dla aed i beB,
ze 0 < w(a, b) <1, [[w(a, b)dd(a,b) = }iistnieje I= [[bw(a,b)dd(a,b).
AxB AxB

Oczywiscie kres gorny I jest rowny B(Z; Z > Z, )+ Zo5(3—P(Z > Z,5)).
Zatem w szczegllnosci dla

1 dla a > W, ,
—P(W>W, R
w(a, b) = b (V> W) dla a = W, jesli P(W = W,,) >0,
P(W = Wo,s)
0 dla pozostatych
mamy

E(Z; W > Wos)+E(ZIW = W’o's){%—P(W > VVo,s)) <
<EZ;Z> Z0,5)+Zo.5(’12_P(Z > Zo,s))-

Zastosowania Matematyki XI, 3. 4
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Podobnie rozpatrujac kres dolny I stwierdzamy, ze
E(Z; W > Wo,s)Jl‘E(ZlW = Wo,s)(%—P(W > Wo,s)) =
>B(Z;Z2<Zy5)+2,5(}—P(Z < Z,5)).
W ten sam sposéb mozna tez ograniczyé z obu stron
E(Z; W< Wy )+EZIW = Wo,s)(%_P(W< Wo,s)),
a wiec z definicji up z; mamy |uy 5| < 1.
ZaY6zmy teraz, ze rozpatrujemy takie R(W, Z), iz P(W = W, ;) =
=0 = P(Z = Z,;), a wiec w szczegllnosci rozklady ciggle oraz R(W, Z)e

€037 lub 03,. Wtedy, jesli uy , = 1, to z definicji uy , po redukeji otrzy-
mujemy
[ [ bid(a,b) = [ [ bdd(a,b),
a>Wy 5 b-:Zo’s a<:PV0,5b>Zo’5
a stad wynika, Ze
(2.1) PW>W,,Z<Zys) =P(W< Wy5,Z>2,,) =0.

Z kolei, jesli (2.1) jest spelmione, to uy-; = 1, a wiee jest to warunek
konieczny i dostateczny. Podobnie, warunkiem koniecznym i dosta-
tecznym na to, aby up , = —1, jest

PW>Wy.,Z>2,,) =P(W< Wy;,Z<Z,,) =0.

Warunki te nie sg spelnione dla rozkladéw ciaglych, sa natomiast
spelnione odpowiednio dla rozkladéw z klasy O3 i Oy, a stad wynika
juz druga cze$§é tezy.

WrASNOSC 2. Jesli W @ Z sq niezaleine, to uy 5, = 0.

Dowéd. Gdy W 1 Z sg niezalezne, licznik u; , jest rowny
EZ-[P(W > W) —P(W<Wy5)+P(W< Wy)—P(W > Wy5)] =0.

WEASNOSC 3. 0 < pypr <1, gdy R(W,Z)eM™ oraz —1 < py <0,
gdy R(W,Z)eM .

Dowod. Wiadomo, ze w rozkladzie cigglym

[P(W > W,y 51b)d®,(b) = P(W > W, ;) =}
B

oraz ze
[bad, (b) = EZ.
B

Jesli BR(W,Z)eM™, to P(W > W |b) jest §ci§le rosngca funkeja b
a wiec

E(Z; W>W,.) = be(W > W,510)d®,(b) > 3 EZ.
B
Podobnie stwierdzamy, ze E(Z; W < W,;) < $EZ, a wiee, na pod-

stawie wlasnoseci 1, 0 < py z < 1.
Druga cze$é dowodu przebiega analogicznie.
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Z wlasnofei 1,2 i 3 wynika, ze up , jest parametrem okreflajacym
rodzaj zaleznof§ci monotonicznej miedzy zmiennymi losowymi W i Z.

WeASNOSG 4. Jesli (W, Z) ma rozklad ciagly, to

(sgna)py ., gdy y jest typu F+,
—sgna)uw,z, gdy y jest typu F-.

Dowo6d. Poniewaz w rozkladzie ciagtym mediana y (W) jest réwna
7(Wy5), wige

F(Z;7(W) > mediana y(W)) = [bP(y(W) > mediana y (W) |Z = b)dd(b) =
B

Ky(¥),aZ+b = ‘ (

E(Z; W>W,;) da y typu Ft,
B E(Z;W<W,;) day typu F~.
Podobnie, E(Z;y(W)< mediana y(W)) i stad
pwz dla y typu FT,
—uw,z dla y typu F~.

Z kolei, podstawiajac aZ-+ b zamiast Z, otrzymujemy natychmiast,
Ze Py azp = (SENA) py 7, €O W polaczeniu z (2.2) konezy dowdd.

WELASNOSC 5. Jesli (W, Z) ma rozklad normalny z parametrem o, to

(2.2) Myw),z = I

(sgna)e dla y typu F*,
Hywyaz+v = (—sgna)p dla y typu F~.
Dowéd. Niech W' = W—EW]/oy, Z' = Z— EZ|s,. Na podstawie
wlasno$ei 4
(sgna)uyr 5  dla y typu F+,

‘uy(W)’aZ_HJ - |(— Sgna) ll,u//,zr d.l& Y typu F— .

Pozostaje pokazaé, ze uy z = o. Niech

1 @
glw) == o—e™ ", Gla) = [g(wdu.
Zatem T -

—2 }ouG( — 9«14/]/—1———75)9 (fu) du

— ou had
Pwrgr o 2 - =V2n [g(u)G(— ﬁ)] —
[ ug(u)du— fug(u)du 1—0*/ ) o

0

. 0 222012
s f I
= )9 e V1— ot

— . u2/2(1 A qu — 0.
fl/ l—g
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Z wlasnosci 5 wynika wiee, ze uy , jest réwny o dla kazdego roz-
kladu z klasy N, w ktéorym brzegowy rozklad Z jest normalny.

WEASNOSC 6. w5 jest parametrem zaleinosci monotonicznej w kla-
ste N.

Dowd6d. Wystarczy pokazaé, ze w rodzinie rozkladéw z klasy N
0 odpowiednio jednakowych rozkladach brzegowych, u;, , jest Scisle
rosngeg funkeja o, przy czym pup z(0) = — pw,z(— 0).

Mianownik uy, , jest zawsze dodatni 1 jest taki sam dla wszystkich
rozktadow o jednakowym rozkladzie brzegowym zmiennej Z. Licznik up ,
mozna przedstawi¢ w postaci

2y(e)—BZ, gdzie ¥(o) = [bP(WYW,;|Z = b)dDy(h).
B

Wobec tego wystarczy pokazaé, ze ¥(p) jest S$cisle rosngca i ze
2¥(—o0)—EZ = EZ—2¥(p), czyli ¥(—o)+ ¥ (o) = EZ.

Niech (X, Y) bedzie taka zmienng losowa o rozkladzie normalnym
z parametrem o, ze EX = EY =0,0x = oy = 1,Z = y,(X), W = y,(Y),
przy czym y, i y, 83 obie typu F*. Zatem

ou
(2.3) (o) = fh(’“ (1 G( Vl_gz))g(u)du
Poniewaz G(—u) = 1—G(u), wiec
— @1 — 02U
2.4)  W(o,)— ¥ . —a(= du =
@4 Pl fy a2 ) —e (] |swan

= f (r1(w)—y2(—w)) [G( V_lf;—) —G(ﬁ{%)]g(um@e.

Dla u > 0 funkcja G(—Q’LL/l/l—-Qz) jest Scifle malejagea funcja o,
gdyz
dQ(—ou/V1— o?) ug(— ou/V1— o?)

do - T A

Zatem dla o, < p, wyrazenie w nawiasie kwadratowym we wzorze
(2.4) jest dodatnie, a ze y, jest z zatozenia $cisle rosnaca, wiec ¥ (p,)—
— ¥(0,) > 0. Z kolei z (2.3) i z wlasnodci G (v) wynika od razu, ze ¥ (o)-+
+¥(—o) = EZ.

Gdy y, 1 y, sa obie typu F~, dowod przebiega analogicznie.

3. Wspélezynnik 4{?),. W [3] wprowadzono wspélezynnik H® ,;
obecnie zdefininjemy wspétezynnik ,u(") — statystyke o podobnej struk-
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turze, bedacy ,,probkowym odpowiednikiem” parametru uy ;. W dalszej
czeSci pracy przedstawione sg rozwazania i wyniki badan nad uzytecz-
noscig obu statystyk w praktyce.

Niech W i Zgng oznaczaja mediane z prébki 4, odpowiednio dla
zmiennych losowyeh Wi Z (a wige jesh Z, <...<Z, , to

z,, .. jesli m = 2k+1,
) =12, + Z,
" L 5t jedli n = 28).

Niech dla dowolnego zdania a

1, gdy a jest prawdziwe,

0(a) = { :
0, gdy a jest falszywe.

Definiujemy:

n o n R 2 Sgn(‘VJ_W(()?g)
N Zisgn(W,— W) — NZ,6(W; = W) =
i=1 i=1

S(W, = W)

(n) ‘ i=1

!’l'u’ zZ — n N n N
ZZ sgn (Z;— Z§) — {1 3 sgn(Z;— Z{7)
i= i=1

Gdy tylko jeden element prébki ma wartosé «cechy W réwna W,
a wiec w szczegolnoici wtedy, gdy rozkiad W jest ciggly, drugi skladnik
w liczniku ,u(”) jest réwny zero; w analogicznym przypadku dla zmiennej Z
znika drugi wyraz w mianowniku.

Dowéd, ze |u{p,| <1 wynika z wilasnoSci 1 wspélezynnika uy 7,
gdyz ,u*"’ jest parametrem uy ;, W probce A, traktowanej jako cala
populacja. Réwniez natychmiastowe sa dowody, ze

1° pyz =1 (lub—1) dla R(W,Z)e03 (lub Oy);

2° dla niezaleznych W i Z rozklad ufy, jest symetryczny, a wige
w szczegélnosei Eufy , = 0;

3° jesli (W, Z) ma rozklad ciaggly, to

(sgna)uly ,, gdy y jest typu F*,

A(n) . \ —
Hy(iv),aZ+b {(—sgna),uw,z, gdy y jest typu F~.

Asymptotyczne wlasno$ei u opisuje nastepujace twierdzenie:
TwierDzENIE 1. Jesli (W, Z) ma rozklad ciagly, przy czym EZ*<< oo
) ist’nieje ‘uW,Z, to plim ‘ZG'([”;)’Z = ‘unf,z.

n—>00
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Dowod. Niech (W, Z) ma rozklad ciagly i niech Z’' oznacza zmienng
losowa o gestosei
1
P(W > W,;)

; f o(a, b)da.

a>Wy s

Stad EZ' =2E(Z; W > W, ;). Niech
8, = Z@(W’i > W0,5)5
i=

jest to zatem zmienna losowa o rozkladzie dwumianowym ze $rednig n/2
1 wariancjg n/4.
Pokazemy, ze ciag {L,}, gdzie
n -~

7, 8(W; > W)
=1

8,

0 dla s, = 0,

dla s, > 0,

jest stochastycznie zbiezny do EZ'.
Jezeli §,, >0, to L, mozna zapisaé w postaci Y Z;/8,, gdzie {Z,, ..., Zg }
j=1

jest ciggiem tych zmiennych losowych Z,, ..., Z,,, dla ktérych W; > W, ;.
Jest to cigg niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie,
takim jak rozklad Z'.

Oznaczmy przez 4, (¢) zdarzenie polegajace na tym, ze |L,— EZ'| >
> e. Dla 1 < &k, < n mozemy napisaé

(3.1)  P(d,(e)) = P(A,(e); 8, < ko) + D P(A,(e), 8, = k) <

K=k,

<P(8, < k)+ Y P(d,(e)|8, =k)-P(S, = k).
k=k0
Poniewaz dla k> 1
k

2 (Z;—EZ)
)

wigc dla dowolnych % > 01i ¢ > 0 istnieje takie k,, ze dla k i n spetiajacych
nier6wno$§é k, < k <n mamy P(4,(¢)|8, = k) < 5/2. Z drugiej strony,
dla kazdego % >0 i k, istnieje takie m, > k,, ze P(S, < k) < /2 dla
dowolnego n > n,. Zatem, na podstawie (3.1), do n i ¢ mozna dobraé
takie k, i ny, ze dla » > n, mamy plimL, = EZ'".

Nn-—>00

P(4,()]8, = k) = P(
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Niech
l n ‘
T, (a) = 2 Z,6(W; > a).
n
j=1

Zatem T,(W,s) = L,(S,/n), a poniewaz plimS,/n =4, wiec na

n—oo

podstawie twierdzenia o stochastycznej zbieznosci iloczynu dwéch ciggéw
otrzymujemy plimT,(W,) = $EZ' = E(Z; W > W ;). Pokazemy teraz,

n—oo

ze réwniez plimT, (W) = E(Z; W > W, ), czyli ze U, = T, (W) —
n—00
—T,(W,;) dazy stochastycznie do zera.

Mamy
1 \ . :
EU: = FE{ZZ,-[&(W,- > W) —o(W; < Wo,s)]}
j=1
1 n R
<— ZE{iszkl-w(W,- > W) —8(W; > W5} =
" F.k=1
1 % .
=— Z BA{1Z,Z,) sT(W < W; < Wo)v(Wo s < W; < WD} =
" 7, k=1
1 % . -
- D B{12,2,) 6(1W;— Wo sl < [Wo,i— WU}
7, k=1

Niech M = EZ', D; = |W,—W, | i F, = |W{—W,,. Na pod-
stawie nieréwnofci Schwarza mamy

VM o
EU2 < - } VP(D; < F,).
i=1

n

Gdy (W, Z) ma rozklad ciagly, ciapg{VAVg'f; jest stochastycznie zbiezny
do W, 5, a zatem dla kazdego n > 0 i ¢ > 0 istnieje takie n,, ze P(F, > &) <
< n%2M dla n > n,. Z ciggloSci (W, Z) wynika rowniez, ze dla kazdego
n > 0 istnieje takie &> 0, ze P(D; < &) < 9?/2M dla kazdego j. Zatem
dla kazdego n > 0 istniejg takie ¢ > 0 i n,, ze dla n > n, i dla kazdego j

P(D]< ‘F'n) ZP(D]< 1’1717D;i< £)+P(D7< F117Dj > 87F'n< 8)+
n-

+P(Dj<Fn7Dj>87F7L>E)<P(Dy’<5)+P(F'n>£) _ﬂ,
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czyli

VM

EU: < dla n > n,.

M

Stad wynika, ze plimU, =

Poniewaz dla rozkladéw ciggtych

1 1
-~ ZZ S(W, > W) — ZZ S(W, < W)
n j=

n n
(3.2) HBw,z = = { » )
~2Z6 ——ZZ(SA<Z(()"3)

N = n o

wiec z dotychczasowyeh rozwazan wynika, ze pilerwszy skladnik licz-
nika x dazy stochastycznie do E(Z; W > W, ), czyli do pierwszego
skladnika py ;. Podobne dowody mozna przeprowadzié¢ dla drugiego
wyrazu licznika i obu wyrazéw mianownika w (3.2). Stosujac nastepnie
twierdzenia o stochastycznej zbieznosci ciggu sum i ilorazéw otrzymujemy
teze twierdzenia.

4. Zakres zastosowan u™ i H™. Sposréd statystyk stosowanych
w badaniach zaleznoSeci dwu zmiennych najczeSciej uzywanym jest
wspélezynnik korelacji liniowej z probki oy ,. Poniewaz ciag {o%,}
jest stochastycznie zbiezny do ¢, ;, wige dla duzych probek stosujg sie
do ¢{) , uwagi krytyczne podane w punkcie 2 w zwigzku z gy 4.

Przy stosowaniu QW » warunkiem koniecznym jest to, zeby obie
badane cechy byly mierzone na skali co najmniej przedzialowej. Wobec
tego o), ma wezszy zakres zastosowan od ufp, i H{p,, ktére wyma-
gaja pomiaru jednej tylko cechy na skali co najmniej przedziatowej,
a drugiej cechy na skali co najmniej porzadkowej; stad w niektorych
badaniach g i H s dopuszczalne, podczas gdy z gory trzeba wykluezyé
moznos¢ stosowania o. Z drugiej strony, statystyk tych nie mozna uzywaé
jesli obie cechy sg mlerzone na skali co najwyzej porzadkowej, a wiec u
1 H majg z kolei wezszy zakres zastosowan niz rézne wspélezynniki kore-
lacji rangowej.

W praktyce bywa réwniez tak, Ze pewna cecha moze wprawdzie
by¢é mierzona na skali przedzialowej, ale koszt pomiaru (okres§lany nakla-
dem pieniedzy, czasu lub trudu eksperymentatora) jest bardzo wysoki.
Ceche takg nazywa sie czesto ,,trudng” w odréznieniu od cech ,latwych”,
ktorych pomiary sg tanie. Wystepuje czesto potrzeba znalezienia zastep-
czych cech latwych dla interesujacych nas cech trudnych. Badanie zalez-
nosci miedzy taksg para cech jest badaniem wstepnym np. wtedy, gdy
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opieramy kontrole jakoseci lub badanie niezawodnosci na cesze zastepezej Z
zamiast na ,,waznej” cesze W ([1], [2]). Statystyki u# i H s przystoso-
wane do takich wlasnie sytuacji, w ktorych dokladny pomiar jednej
z badanych cech jest bardzo kosztowny (np. badania niszczace, trudne
oznaczenia chemiczne itd.), natomiast bez trudu mozna ustalié, ktéra
z dwu wartosci tej cechy jest ,Wlekbza W takich przypadkach ocze-
kiwany koszt wyznaczenia wartosci g%, (lub innej statystyki wymaga-
jacej dokladnych pomiaréow obu cech) moze byé znaczny w poréwnaniu
z kosztem wyznaczenia wartosci ,uI lub H nawet wtedy, gdy n, < n,.
Oczywi$cie, dokladne oceny wymagaja bhzszego sprecyzowania zatozen.

Jako przyklad rozwazymy sytuacje, gdy cecha W jest trwalo§cé.
Jest to cecha trudna do badanla ze wzgledu na czas trwania do$wiad-
czen. Przy stosowaniu g ) w kazdym doSwiadezeniu musi uptynaé
czas max(Wy,..., W, ), a zatem oczekiwany czas trwania doSwiadcze—
nia dla n, > 11i przy danym rozkladz1e (W, Z) jest E(max (W, .. Wa)) >
> E'W. Natomiast przy stosowaniu H! W, )z badanie mozna przerwac z chwilg,
gdy zakonezy zycie element medialny w prébce, to jest ten element, ktéry
ma warto$é cechy Z ré6wng medianie Zg, , wartoSel Z,, ..., Zy.,, gdzie
n, = 2k+1; aby bowiem obliczy¢ wartosé¢ H, trzeba wiedzie¢ tylko,
ktére elementy w probce maja trwalo§é wieksza, a ktére mniejszg od
medialnego. Jesli przez WSH , 0znaczymy trwato$é elementu medialnego,
to przy poshugiwaniu sie H®™ oczekiwany czas trwania do$wiadczenia
jest rowny EW, . Podamy obecnie warunek dostateczny na to, zeby
EW, < EW dla k> 0.

Oznaczmy przez (X, Y) zmienng losowa o rozkladzie normalnym,
w ktorym EX = EY =0, oy = oy = 1. Dla danego rozkladu (W, Z)
z klasy N niech y, i y, beda takimi funkcjami, ze Z = y,(X), W = y,(Y).
Bedziemy mowié, ze rozklad (W, Z) speinia warunek A, jesli nalezy do
klasy N i je§li E(W|y,(x))+ E(W|y,(—w)) jest funkcja rosngca dla
x>0, a wiec jesli E(W|z) jest dostatecznie szybko rosnaca lub dosta-
tecznie szybko malejaca funkeja z. Zauwazmy, ze warunek ten spelnia
kazdy rozklad z klasy N o |o| > 0, w ktérym zmienna losowa W ma
rozklad logarytmo-normalny, a wiec rozklad, ktéorym czesto daje sie
opisaé rozklad trwalo$ci. Wtedy bowiem latwo policzyé, ze

C? 1 ‘7?1' \
E(lel(m)) (EW)e*(p(QCJ:— o T)’ gdzieC =}/ In (I “) 1),

a wiee

2

C
E(W [y, (x))+E(W|y (=) = (EW)exp (—927

) (89(7£+ e QC.E);
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funkcja ta dla [o| > 0 ma dodatnig pochodng dla x > 0, gdyz EW > 0.
Przypuszezamy, ze warunek ten zachodzi takzie dla innych roz-
kladow z klasy N o rozkladzie brzegowym cechy W prawostronnie skosnym.

TWIERDZENIE 2. Je§li R(W, Z) spelnia warunek A, to EW, < EW
dla k > 0.

Dowdéd. Oznaczmy przez ¢§™) gestosé rozkladu mediany Z{%+D.

2k+ 1)
o5V (b) = (~(k,) ~{[P4(b)][1— D, (b)Y @, (b)
Mamy
EW, = f E(W|b)g% ) (b)db

podstawiajac b = y,(x) i wprowadzajac poprzednio zdefiniowane funkcje ¢
1 G, mamy

o0

2k+1)!
Bw,,, =" (szr)z)“ _f E(W |y,(2))[¢(=){1— 6 (@) g(2) do
(2f+1) f[E(lel(w)JrE(WiVl( D)|¢@)(1—EG@)[g(«
Podobnie

EW = [ [E(W|y,(2)+ E(W|y,(—2))|g(e)da

Wiadomo, ze

2k 1 1
¢ + )! f[G(m )(1—G(2))[*g(x) dt——fg(m v =

oraz ze dla kazdego a >01i k>0

2k+1
(—(k—TJ—j [G(x)(1—G ()] g(x) do > f g(x)dz.

Jesli zatem E(W |y () )+E(le1( x)) jest rosngcg funkejg «
dla # >0, to EW, < EW, a wigc twierdzenie jest udowodnione.

Zatem w tym przykladzw oczekiwany czas trwania do$wiadczenia
jest zawsze mniejszy przy stosowaniu H™ niz o™, bez wzgledu na =,
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1 n,. Jesli przyjmiemy, ze koszt badania jest wprost proporcjonalny do
czasu trwania doswiadczenia, to oczekiwane koszty badania przy H sg
zawsze nizsze od oczekiwanych kosztow przy o

Zeby jednak zalecié stosowanie H zamiast o, nalezatoby sformulo-
wa¢ wymagania dotyczace oczekiwanych konsekwencji statystyeznych
postugiwania sie obiema statystykamii stwierdzié, czy przy danym R(W, Z)
istnieja, i jakie sg, najmniejsze licznosci probek =, i n,, przy ktérvch
te wymagania sg spelnione. Na przyklad, jesli naszym celem jest testo-
wanie dwu prostych alternatywnych hipotez p = o, ({ = 1, 2), to wyma-
gania maja zazwyczaj posta¢ warunkow ustalajacych maksymalne prawdo-
podobienstwa btedu I i II rodzaju, a i f. Wiadomo, ze mozna zawsze
znalez¢ taka dostatecznie duza hcznoqc probki n,, ze przy QW z warunki
te bedg spelione. W przypadku 7o W 4 tak nie jest, gdyz mozna udowodnic,
ze HWL ma asymptotyczny rozklad o dodatniej wariancji, a zatem
istnienie liczno§ci probki n, gwarantujacej speinienie warunkéw zalezy
od rozkl&du (W, Z) przy o = o, 1 ¢, oraz od a1 f. Jesli n, istnieje, statys-
tyke HWZ uwazamy Zza lepsza od g; 7.

Wybér jednej z dwu rozpatrywanych statystyk byt wiec w tym
przykladzie uzalezniony od poréwnania oczekiwanych kosztow badania
kazda z rozpatrywanych statystyk z licznoSciami probki =», i n,, przy
ktorych spelmione sg warunki nalozone na moc testu. Sytuacja byla
tu szczegélnie prosta, gdyz wynik poréwnania owych oczekiwanych
kosztéw nie zalezat nie tylko od %, i n,, ale roéwniez od g, i ¢, 1 W ogdle
od rozkladu (W, Z). Gdyby konstruowaé kryterium wyboru najlepszej
z kilku rozpatrywanych statystyk, nogdlniajgc kryterium podane w tym
przykladzie, trzeba by uwzglednié¢ fakt, ze na ogél oczekiwane koszty
badania dla danej statystyki i dane]j licznosci probki nie sg jednoznacznie
ustalone, zalezg bowiem od sposobu i warunkéw przeprowadzenia badan.

Jednakze rozwazanie kryterium wyboru statystyki nie jest celem
tej pracy, a omoéwiony wyzej przyklad miat tylko zilustrowaé réznice
wystepujace w oczekiwanych kosztach badania zwigzanych z ¢ i H w prob-
lemie z jedng cechg trudng.

Mozna by skonstruowaé¢ wiele podobnych przykladow dotyczacych H
Iub p. Warto tu dodaé, ze dla ﬂn)z na mocy twierdzenia 1 mozna by
zawsze dobraé takg hcznoéé probki, przy ktorej byltyby spelnione warunki
nalozone na moc testu przy weryfikacji hipotez o = o; (¢ =1,2) dla
R(W,Z)eN.

Przy dokonywaniu wyboru statystyki moze rowniez okazaé sie
istotna szczegélnie prosta w obliczeniach postaé zaréwno u, jak i H.

5. Ilustrac_]a numeryczna. VWnioskowanie statystyczne na podstawie

/-‘g/l')z lub H z jest mozliwe tylko wtedy, gdy znane sg rozklady tych

Statystyk przy danym R(W,Z) i danej licznosci prébki. Teoretyczne
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wyznaczenie tych rozkladow, gdy (W, Z) ma rozklad normalny, byloby
wprawdzie mozliwe, jednakze metodami Monte Carlo przy uzyciu maszyny
cyfrowej mozna bez trudu oszacowaé rozklad kazdej ze statystyk dla
dowolnego n i przy odpowiednich zalozeniach o R(W, Z).

Poniewaz u{) , i H{} , pozostaja niezmienione przy $ci§le rosnacych
transformacjach zmiennej losowej W, wiec jesli zalozymy, ze R(W, Z)eN,
to do wyznaczenia rozkladu kazdej ze statystyk potrzebna jest jedynie

a) b)

a+=040

7__
Rys. 1. Empiryczne rozklady @%?/)4, gdy (VW,Z) ma rozklad normalny z parametra-
mi {0, mz, 1, dz, o}.
a) Empiryezne rozklady p(15). b) Empiryezne rozklady o(2%).

a) b)
a+3=028 at3 =023
' . 0=09
»=09 p=05 .
-05 0 05 1,0 -05 0 05 10
c) d)
a+3=020 a+3=0,12
n=0Y
=09
p=05_* X,l
. l . e l >
-05 0 05 1,0 -05 0 0.15 10

Rys. 2. Empiryezne rozklady H;’;',ZZ i ;2,‘,")/, gdy (W, Z) ma rozklad z klasy N z pa-
rametrem g, a brzegowy razklad Z jest normalny.
a) Empiryezne rozklady H(15). b) Empiryezne rozklady H?). ¢) Empiryczne rozkla-
dy ). d) Empiryezne rozklady a(2%.

znajomos¢ rozkladu brzegowego zmiennej Z oraz parametru o. Ma to
znaczenie zwlaszeza w badaniach z ,,trudna’ cechg W i ,latwg’ cechy Z,
gdyz wtedy jest niekiedy mozliwe zebranie dodatkowych obserwacji

zmiennej Z 1 oszacowanie jej rozkladu.
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Na rys. 2 podane s3 empiryczne rozkltady Hip, i pff, dla n =15
125, gdy (W, Z) ma rozklad z klasy N z parametrem o = 0,51 0,9, a brze-
gowy rozklad 7 jest normalny. Na rys. 1 umieszczone sg analogiczne

7T_
rozklady dla o} ,, gdy (V' W, Z) ma rozklad normalny N (0, m,, 1, Oz, 0)-
Na to bowiem, aby wyznaczy¢ rozklad o dla rozkladow z N, gdy W nie
jest zmienng normalng, rozklad brzegowy W musi byé catkowicie wyspe-
cyfikowany. Zalozenia o R(W, Z) przy o sa oczywiscie szczegdlnym przy-
padkiem tych zalozer przyjetych przy u i H.

Moéwige niescisle, przy wnioskowaniu statystycznym jest pozadane,
aby rozklady rozpatrywanej statystyki dla o = 0,51 ¢ = 0,9 byly mozliwie
rézne. Jako wskaznik owych rdznic obliczono dla kazdej ze statystyk
kres dolny sumy oszacowan prawdopodobienstw bledu I 1 IT rodzaju,
a+f, w tescie weryfikujacym hipoteze o = 0,9 wobec hipotezy o = 0,5.
Otrzymane wyniki przedstawia tablica 1.

TABLICA 1. Wartosei a+ 8.

" I ”(v?)z l H(Vypl)vz ‘ 9(1?’),2
15 0,20 0,28 0,40
25 0,12 0,23 0,38

A wiee, gdyby naszym zadaniem bylo testowanie hipotezy o = 0,9

7
wobec o = 0,5 i gdyby rozkilad (VW, Z) byt normalny N (0, myz, 1, 04, 0),
to dla » = 25 mozna by zaproponowaé test, w ktérym « i § byltyby w przy-
1(25)

blizeniu réwne 0,06 przy statystyce ui’,, 0,13 przy H$), i az 0,17 przy
03),. Gdyby natomiast rozklad brzegowy W byl normalny, to testy
oparte na u i H nie uleglyby zmianie, podczas gdy stosujac ¢ mozna by
zbudowaé test z a i g réwnymi okoto 0,05 dla » = 15 i okolo 0,015 dla
n = 25 (przy obliczeniach korzystano z Fisherowskiego przeksztalcenia
U =log(1+p)/(1—p). Z tego widaé, jak wielkg role we wnioskowaniu
statystycznym na podstawie p odgrywa postaé brzegowego rozkladu W.

Przypusémy, ze R(W,Z) jest normalny i ze testujemy hipoteze
o = 0,9 wobec o = 0,5, przy czym zadamy, zZeby a = g = 0,10. Wyma-
gania te sa spelnione np. w tecie opartym na ul}?), oraz w tescie opartym
na o\i"),. Obie te statystyki traktujemy wigc jako réwnowazne i dalszy
wybdér miedzy nimi uzalezniamy od oczekiwanych kosztéw badania.
Zakladamy, ze koszt badania zalezy tylko od oceny warto§ci cechy W.
Zatem w teécie zwigzanym z o) jest on réwny 1la, gdzie a >0 jest
kosztem dokladnego wyznaczenia jednej wartosci cechy W; natomiast
przy stosowaniu u™) koszt jednego poréwnania pary wartoSci (W;, W))
wynosi b (0 < b < a). Oczekiwane koszty badania przy u'® sg z zalozenia
proporcjonalne do oczekiwanej liczby poréwnaii i zalezg od przyjetego algo-
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rytmu podzialu probki na elementy z wartosSciami cechy W wiekszymi
i mniejszymi od mediany, przy czym mozna zaproponowaé algorytmy
zalezne od o (jesli np. najpierw uporzagdkowaé probke ze wzgledu na
warto$ci skorelowanej cechy Z); w kazdym razie jednak koszty te nie
przekraczaja oczywicie 3n(n—1)b = 105b, a na ogoél sa znacznie mniej-
sze. A zatem nawet w korzystnym dla o przypadku, gdy (W, Z) jest
normalna, jeste§my w podanym przykladzie sklonni wybraé¢ u®) zamiast
o™, jesli 11a > 105b. W praktyce nieraz bywa tak, ze a> b, np. wtedy,
gdy dokladne badanie w przeciwienstwie do porownywania jest niszezace.

Jednakze wyniki tabelki 1 wskazuja na to, ze celowe jest stosowanie
statystyk u i H szczegdlnie wtedy, gdy rozklad ,,trudnej’’ cechy W wyraz-
nie odbiega od normalnego.

6. Uwaga. Podjeto préoby wprowadzenia statystyk analogicznych
g i H do wnioskowania statystycznego o monotonicznej zaleznosci dwu
procesdéw stochastycznych z dyskretnym czasem; problem badania ,,serii
zastepezych” wydaje sie niemniej wazny w praktyce od problemu ,,cech
zastepczych”.
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9. IVMIELIMHBCKA (Bapmaga)

BbIBOPOYHbLINI KO®PULIMEHT MOHOTOHHOM 3ABUCUMOCTM (II)

PE3IOME

B § 4 padoTsl o0cy:i;ieHbl pe/ielIbl MpUMEHeHHIl JIByX CFATUCTHK yHOTpPeb6asaeMBIX
B MCC.IeIOBAHUM MOHOTOHHONM 3aBMCHUMOCTH MeM1y ABYMA IPU3HAKAMM: CTATHCTHUKH
H™), gBenennoit B [3], u cratucruru 2(®), onpe;ienenHoit B atolt paGore. IlomuepKHyTa
NPUFOJHOCTh JTHX CTATMCTHK B TOM CJIydae, KOrJla TOYHOE K3MepeHue OJHOro M3
NpU3HAKOB JOPOro ¥ OYeHb 3ATPYAHUTEIbHO HIM Booblle HEBO3MOMKHO, M KOTAA
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MOKHO H3MepHTh TOJIbKO JHAYEHMA HEeKOTOpOil HeH3BEeCTHOM, CTPOro MOHOTOHHOIX
PYHKLIHMHM 3TOTO MPH3HAKA; 3TO CJAYy4YaeTCA Ha MPAKTHKe IpeHie BCEro B UCCIEKOBAHUYK
TAK HA3HBAEMEIX 3aMEeHUMEAbHbIX Nnpusnaros. B § 5 IpuBefAeHB! YMCICHHHE NPUMEPH
WITIOCTPUPYIOINUE CTATHCTHYECKNE BEIBOJHI, OCHOBAHHHE Ha 3THX CTATHCTHKAX.
Teopema 1 u3 § 3 KacaeTca CTOXAcCTMYECKO! CXOXMMOCTH MOCIHeL0BAaTEIbHOCTH

{u™)} K HewkoTOpOMY mapaMmeTpy g, KOTOPHI, KaK IOKa3aHO B § 2, XOpOLIO Xapak-
Tepu3yer — B CMEICJe onpefmejeHuit n3 [3] — MOHOTOHHYIO 3aBHCHMOCTh CJIyYailHHX
TepeMeHHEBIX.

E. PLESZCZYKNSKA (Warszawa)
A SAMPLE COEFFICIENT OF MONOTONIC DEPENDENCE (II)

SUMMARY

§ 4 of the paper discusses the domain of application of two statistics used in
the investigation of the monotonic dependence between two characteristics, the

statistics H(®), introduced in [3], and the statistics u(*), defined in this paper. Under-

lined is the usefulness of H and ‘L: in the case where the measurement of one of the
characteristics is costly and difficult, or even impossible, so that one can measure the
values of some unknown, striectly monotonic function of that characteristics only;
first of all, this takes place in practice in an investigation of the so called substitutional
characteristics. In § 5 numerical examples illustrating statistical inference based on
both these statistics are given.

Theorem 1, proved in § 3, asserts the stochastical convergence of the sequence
{p™} to some parameter u which, as has been shown in § 2, well characterizes — in
the sense of the definitions introduced in [3] — the monotonic dependence of random
variables.



