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TrmorEm 6. Let Bxp{(log k) (loglogh) ) < u
arbitrarily smaoll but fized constant and

10b log 3
100 ho

w < Bxp (log k), 20

f (log B)Joglog k)42
= g 1] -— P AL U P
b= Hxp 1(Iog1f) ( G ( T )
with o cerlain positive constant G,

Then there exists wn @ satisfying v <L @ <

in [, m4-h] we have

% 21 sueh that for every integer n

Pin, k) = (2—ey) klogh

where e, is an arbitrarily smoll positive conslant (the constant & dn b may
depend om &, but certainly doss not depend on &),

Remark. We ean make slight improvements on this theorem and
we do not wish to state them here. We ray also remark that in Thoeorem A
of the introduction we can improve the R.ELS, to 2 if we can prove some-
thing like (fox % = 100)

jalog ay —log a,| + [alog ay—log o, + |alog o,

where a;, ¢y, ..., ¢; are nlultlpllmblvalv independent positive rational
numbers with ]161 ght at moyt KIFEOY 4 ig 8 positive integer not excooding
(logk)® and ¢ is & poxitive absolute (r.OrN.aJut;,

Added in proof.

A COROLLARY TO YHEOREM 2. Let & > Ky and ty ng,
tural numbera whose largest prime faclors emoeed k. Then

. 10g (l(,| = (e '(li}glxﬂ)a(ltlﬂltiﬁlrl"1

oo the sequence of all aoee

’ k Tk .
Mp1— N < s o e (]

Togk | (logk)? L
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Quotientbasen und (R)-dichte Mengen

von |

Trrok SALAT (Bratislava)

In der Arbeit [31, an welche die vorliegende Arbeit anknilipft, sind

die Quotientmengen JR(A) i die Mengen 4,
Ad<={1,2,3,..} =N

so definiert: R () bedoutet die Menge aller rationalen Zahlen der Form
ejd, wo ¢, ded. Diefe Definition kann man in folgender natiirlicher Weise

verallgemeinern,

DEFINITION 1, Wenn 4, B < N, dann bedeutet R(4, B) die Menge
aller rationalen Zahlen der Form a/b, aed, beB. R{A, B) nennt man die

Quotientimenge der Mengen A, B.

Ts gilt im allgemeinen. R(A B) ;é R(B, A). Weiter offensichtlich

R4, A) = R(A).
Ts sei fiir die weiteren Bedilvinisse bemerkt,

A( n) A(m)
Symbol 8,(A4) (8;(4)) die Zaht liminf —— (lmpup —— -
00 N-+00
| , A
wo A(n) = 3 1igt. Wenn der Grenzwert lim
T ) Br00

A{n)

wir §(d) = lim ——-, Die Zahlen rSi(.AT), 3,(4) bzw. 6{4) nennt man
)

e

die unbere, obere asymptotisehe Dichte von A bzw. die asymptotische

Dichte von 4.

Bs bedeute im weiteren R* die Menge aller positiven rationalen
Zahlen, Bx ergibt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen iiher

die Mengen 4, B die (Hleichheit R{4, B) = B gilt.

Sarz 1. Die Mengen 4, B = N sollen wenigsiens eine der folgenden

Bedingungen erfiillen.:
) M) =1,
(b _ 8,(A) =1,

0o (B) = L3
§(B) = 1.

Dann ewistiert 2u jedem reRT eine unendliche Anzahl von FPaaren

(@, b)eA X B, s0 daf r = afb.

daf fir 4 <« N dag

-) bezeichnet,

* exigtiert, dann setzen
ki3
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TorgrruNe. Wenn A, B eine der Bedingungen (), (b) enfiillen, dann
ist R{d, B) = R".

Beweis des Satzes. By ertillen A, B die Bedingung (a). Ty existiere
eine Zahl 1 = plgeltt, p, ¢ = 0, (P, ¢) = 1, so duld nap fix eine endliche
Anzahl von Paaren (@, b)ed x B die Gleichheit » == a/h gilt.

Wenpn, kein Paar (a, b)ed % B mit v = a/b existiert, dann selzen
wir i, weiteren § = 1. Wenn solche Paave existieven und {a, b)) (§ = 1, 2,
..., m) wind alle solche Taare, dann selzen wir s = nax (e, @y, ..., b,
by, bay «oey b ) Selzen wir noch @ = max(p, g) d' == min{p, g).

Wahlen wir ein », > ¢ g0 dald tir alle » > a,

_ Ay 1
W T
6 1
@ | T
1rs1 1. . . . -
gil, wo ¢ = - [d;}—k 0 ist, Win solches », existiort anl Grund der Bedin-

gung (a).
Zur endlichen Folge

(3) s-k1, s4-2, ..., &
gehdren alle solehe Vielfachen Ip der Zahl p, fiiy welche sfp <<l ufp
und alle solehe Vielfachen kg der Zobl ¢, fir welehe sfy < k= afy gilt,
Wenn also eine natiirliche Zahl ¢ die Bedingung

(4) sld" <i<nfd

(> i)

erfiillt, dann gehdren die Zahlen 4p, 4g glsichzeltig zur olge (3). Da
iplig = pjg = v iaf, infolge der Definition von & entweder 4p¢d oder
ige B, ‘

Begeichnen wir mit M, (M,) die Menge aller die Bedingung (1)
erfiillenden, Zahlen 4, fiiv welche ipdd (fg¢B). Aul Grund des vorigen
halen wiv

] &

P(MYAP(M) [?ﬁ] [ d)’J :

wo P(M;) (j =1, 2) die Anzahl der BElemente von M; bezeichuel.
Darans folgt, daB wenigstens eine der Zahlen (M) (j - 1, 2) nicht

1T 3
Lleiner alg-- |-}~ ikt
einer Lfs 5 ([(3] [d’]) ikt

Wir zeigen, dal die Beziehung

nicht gelten kanmn.

wallen, daB §,(4) = 6,(B) =1 und A.mB =@ Ist (2.B
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s gelte (5). Dann haben wir

w3 (5H)

und darans bekommen wir durch leichie Berechnung

A{n) 1 é - 1Ts 1

i SIS B gy ) Il

n od ' m aid] 2’
Auf Grund dor W m, (siche (& p Al 1
uf Grund der Wahl von u, (siehe (2)) haben wir /L <1 — _—.
' ) . 34

und dies ist ein Widerspruch mit (1).
Ba mubB also

s "—EE-{——« (0 > ny)
nnd w0
' - - .B is
33 (B) = lim sup *UQ < 1— ~1—- < 1
FimrD n 2d

Das ist aber ein Widerspruch mit der Bedingung (a).

Wenn also 4, B die Bedingung (a) erfiillen, dann gilt die Behauptung
des Satzes. ‘

Wepn A, B die Bedingung (b} erfilllen und reR*, dann existiert auf
G_ruml des vorbergehenden Teiles des Beweises eine upendliche Anzahl
von, Pmren (b, a)e B A, 80 daB bfa = 1/r. Alyo es existiert in diesem
Fjaa].'ie.’ eine unendliche Anzahl von Paaven (a, b)ed x B, 50 daB » = a/b
gilt. Dumit ist der Beweis des Satzes heendet.

B‘em orkung. Mib Hilfe einiger einfacher Beispiele kann man Zeigen,
dafl die ]rledu_lgu.ng {a) {oder (b)) im Sabz 1 dureh die sehwichere Bedingung
0p(d) = 6,(B) = 1 nicht ersetut werden kann. Bs geniigt 4., B 50 71

]
. .A. == UA‘k7

k=1

B = ]lek )

A = {@E)*, (2R 1, ..., (2R 1P 1},
By = {(2k— 1), (9h—~ 111, L, (2R 1),
(k=1,2,..).

Acta Arithmetica XI,1 ' ) B
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Offensichtlich 1¢R(4, B), weil 4 NB == 0. .Alslo If (A, B) # ]’fl
Auch die Voraussetzung d,(B) = 1 kann nicht in der Bedingung (a) des
Satzes 1 a.bgfeschwﬂcht werden. Dag zeigt der folgende |

SAarz 3. Zujedem & >0 aistiort ein Paar von Mengen A, B < N, so daf

S{A) =1, d(B)>1l—2s R{A, B) # R".

Boweis. Eg sei & > 0. Wilhlen wir eine Primzmahl p = Lie. H(a’l;zep, wigp

A = N und B bedeute die Menge aller durch p nicht teilburen natiirlichen

Zahlen, Dann. izt | 1
S(d) =1, BB == 1o~ jD P

wnd

nnd offensichtlich 1/pé¢R(4, B). - -

Tm weiteren werden wir die folgende Frage sﬁu.d.ten"n‘n: Uuil.e_r Welch‘en
Vorzm.ssetzungen fiher die Mengen A, B ist die Menge R4, B‘) (:Llcht 1‘m
Tntervail ¢ 0, 4 o0). Wir beweisen hier Brgebnisse, wolche omigen li-
geb_ﬁissen ang [3] dhnlich sind. o 5 )

Satz 3. A, B seien unendliche Mengen von natirlichen Zohlen. Hs
bedeute M eine der Meongen A, B. Hs sei

limint M (bn)
iming - e
pres M (a0}
fiir alle veellen @, b, 0 <a <b. Dann st R(A, B) in <0, -- o) dieht.

Boweis. Bs sei M =4 wd I = (a,b> (0 <a<b).
daB _ _
(6) : InRA,B) #0.

Auns der Voraussetzung des Satzes folgt die Hxistenz ein.ei.' Hnll_(',]mn
Zahl ng, daf fir jedes n > n, die Ungleichheit A (bn) > A {am) gilt. Da B
‘eine unendliche Menge ist, existiert ein deB, d = . .Nzych d(fm. vorher-
gehenden haben wir dann A(bd) > 4 (ad). Tolglieh existiert ein agl, .'S(.)
daB ad < ¢ < bd, daraus e/d <l und gleichzeitig ofde R (4, B). .Alﬂp g}]t‘.‘(h).

Wenn M = B ist, dann folgt ans dem. vorigen Teil cley .I_’»GW(?IH(hﬁ,
dabB R(B, A)in {0, 4 co) dieht ist, Ty st aber ersichtlich, dal die Menge
R (4, B) genau dann in {0, 4- oo} dicht int, wenn R(B, A) in {0, 4 o0)
dicht igh. | [

Sare 4. A, B seiesi umendliche Mengen won nuiiirlichen Za.h.ﬂafn- wnd A
bezeichne eine dieser Mongen. Bs sei vorausgesetal, daf reelle Konstanlen
e >0, a0 so existieren, daf’

M () ~

ist, Dann st R(A, B) in 0, 4, c0) dichi.

1) f(#) ~ () bedeutot lim (f(2)/g (@) = 1.

Lol
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Wir zeigen, .
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Beweis. Durch leichte Berechnung kann man feststellen, daf fiir
0 <& < b die Beziehung :

M (bn)
M (an)

- lim >1
N0

gilt. Jetzt geniigh es den vorigen Satz zu benutzen.

Sarz 5. A, B seien wunendliche Mengen von natiivlichen Zaklen unmd
wenigsiens eine dieser Mengen habe eine positive asymptotische Dichie.
Donn st BR(A, B) in {0, + oco) dichi.

Beweis. Wenn 4(4) = 6 >0 ist, dann ist A () ~ dr und es gentigt
den vorigen Satz zu benutzen (¢ = §, ¢ = 0). Ahnlich kann man auch
im Falle 8{B) >0 den Satz beweisen.

Bemerkung. Im Satz 5 kann die Bedingung der Existenz der posi-
tiven asymptotischen TDichte einer der Mengen 4, B durch die schwiichere
Bedingung  der Positivitit der unteren asymplotischen Dichte einer der
Mengen A4, B nicht ersefzt werden. Setzen wir z.B. '

A=B=D=JD,

k=1
Dy = {281, ok g gkt gkTy

Dann kann man leicht feststellen, dal

(k=1,2,...).

8,(D) =4, (D) =%, R(D)=R(4,BnEYH =0,

In der additiven Zahlentheorie sind die Begriffe der additiven Basig,
Differenzbasis und der multiplikativen Basig fiir die Menge N sehr gt
bekannt (siehe [7], [2], 8.24,177-182). Im Zusammenhang mit diesen
Begriffen fithren wir jetzt einen dhnlichen Begritf, den Begriff der Quo-
tienthasis fiir die Menge R ein,

DerrntrroN 2. Die Menge A o N heilit eine Quotientbasis fir R*,
wenn R{A) = R' ist. Die Menge A < N heilt eine starke Quotientbasis.
fitr B*, wenn zu jedem. 7 « B" eine unendliche Anzahl von Paaren (¢, d)ed x A
50 cxistiert, daf r = e/d isf,

DEFINITION 3. Die Menge A = N heifit (R)-dicht, wenn die Menge
R(4) in 0, -+ o) dicht ist. . '

Bemerkung. Wenn 4 eine Quotientbasis fiir R* oder wenn sie
(F)-dicht ist, dann ist sie unendlich.

Man kann leicht einsehen, dafl jede starke Quotientbasis A4 fiir R*
eine solehe Quotientbasis B fir B' enthilt, daB B keine starke Quotient-
basis fir B ist. Das ergibt sich aus dem folgenden

BATZ 6. A sei eine storke Quolientbasis fiir RY. Dann existiert eine
Menge € < 4, so dap O eine Quotienthasis fiir RY ist und fiir jedes » <R,
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r o1 nur eine endliche Anzahl von Paaren (o, d)e > (0 mit v = ¢/d
extstiert.

Bewein. A sel eine starke Quotienthasin fiir RY, », 7y, 7y, ... sei
die Folge aller von 1 verschiedenen positiven rationalen Zablen, » s s,
fir ¢ #J. | ‘ -

Wenn » = p{q; p,¢>>0,{p, g} =~ 1 1t wul ;:':](B.I(‘-ilr&(fél‘l)lp; ’ o a/b
(a, b sind natiivliche Zahlen), dann st 6 = fl.’IL b Ay, A ist o 1o nadielicle
Zahl. Infolge dieser Tatsache lasgen sicl alle Darstellungan, der Zall ¥

einer Folge .
af? agz“ “g:})
BT pg T @

.

j"": o

schreiben, wo
| a) = dpy WD = dags b <l
Also
| lial® = limb® = 4 oo.
FH—>00 [ o]
Jelzt werden wir dwrch mathematische Induktion ocine [Folge von
Ilemnenten der Menge 4 definieren,
Zundichst sotzen wir e, = alV, ¢y = bV, Weiter withlen wir § so
groB, daB '

S (e, Ay) o (D= 1, 8),

< min{ry, 1/r) (& =1,2)

&
b?'

gilt. Das ist wegen a2 - oo, b¥ > oo méglich. Dann setzen wir ¢ == a,
€3 = b, Nach der vorigen Wahlvon ¢, (k = 1,2, 3, ) haben wir 01/(:2‘-:-- R
- eyfo, =7, nnd unter den Quotienten zweier heliohiger Glieder dor Folge
Gy, Ca, Oy, €4 gD mur der Quotient ¢ /e, die Zuhl »,. .
Es gel vorausgesetzt, daB wir schon eine solehe Folge

(7 C By Cay ey Oy, Oy

von Tlementen dey Menge A konstruiert haben, duf

b gy (= 1,8, k)

und wenn v, (I<<k—1) als ein Quotient zweier Glieder der Wolge (7) dar-

stellbay ist, dann gehiren diese (Hieder schon zuv Tolge

Buy Oy vovy Oypgy Gy

Quotientbasen und (R}-dichle Hongen 39

Wihlen wir jetzt m so grof, daf

¢,

_ T(fc-lHJ <min{ry, oo Uy oo, 1) (6=1,2,..., k),
. HL

(8)

C; . . .
bgf:'” < MIN(rg, o0, 7y, i, ey Lfrg) (it =1,2,..., %

gilt. Das ist wegen af* » oo, HEM 1 oo (0 > o) moglich. Setzen
WL Gy == @™, ey = BEFY. Dann hat die Folge

Cas Ozy veny Oop 15 Copy Copns Oagpn

von, Elementen der Menge 4 die Bigenschaft, daB

B (= 1,2, ., b 1)

und wenn »; (¢ < &) als ein Quotient zweier Glieder dieser Folge darstellbar

Ist, dann befinden sich diese Glieder zufolge (8) schon in der Folge (7).
Wihlen wir fiir ¢ die Menge von Gliedern der so durch Induktion

kongtruierten Folge

O1y Coy vvny Gopoqy Oggy ven

C igt eine Quotientbasis fir RB*, weil Copp 1 [Onz = 7 (B = 1, 2,..9
nach der Konstruktion und ¢fe, =1 (I =1, 2, ... Wenn »eRY,y £1,
int, dann ist v = ¢, fiir ein geeignetes k. Sei r = ¢,/o,. Nach der Kon-
struktion der Folge {¢,}52, (siehe (7)) ist dann Py 82k und da es nur
eine endliche Anzahl der Quotienten der Zahlen oy, ¢,, ..., ¢y, gibt, exis-
tiert zum 7 nur eine:endliche Anzahl von Paaren (s, d)efI x 0, 50 daf
r = ¢/d. Damit ist der Beweis des Satzes beendet. : .

Der folgende Satz ist einer Bemerkung von A. Stohr iher die Diffe-
renzhasen Ghnlich (siehe [7]). Nach der Stohrschen Bemerkung existieren
solche Differcnzbasen 4 < N fir die Menge N, dafl 4 (n) beliebig langsam
fiir » — oo wiichst. Bs sel noch bemerkt, dab die Menge 4 « ¥ u {0}
eine Differenzbasis fior N heifit, wenn jede Zahl neN als eine Differenz
zweier Zahlen aus A darstellbar ist (siche 7).

BATZ 7. Hs sei B = (b, < b, < ...} cine beliehige unendliche Menge
von natirlichen Zahlen. Damn existiert eine solche stavke Quotientbasis
A =N fir RY, daf fir jedes n = 1,2, ... dic Ungleichheit 4 (n) < 2B (%)
$ilE. .

Beweis. B sel vy, ry, 7y, ... die Folge aller Zahlen aus R, seir, s Ty
filr ¢ 5 j. Bezeichnen wir mit N , lie Menge, welche aus der Zahl 1 und
aus allen Primzahlen besteht, N, (k>1) sei die Menge aller golchen
natirlichen m > 1, m = ghgl ... ¢% {g; sind Primzahlen, g, s g; fiw
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i % J, o sind nmtuxlmhe Zahlen), fiir welche g+ 0 oy = & ist: Ersicht-

lich izt jede der Mengen N]c (k = 1,2, ...) nnendlich, N == U N, und
NN N, =@ fiir + #]. feemd

Tis sei m eine heliehige natiitliche Zahl. Wenn me Ny, davn wihlen
wir zwel natiirliche Zahlen a,,, a,, so daB a,, a, > b, und gleichzeitig
@/t = ¥, ist. Bezeichnen wir mit A die Menge aller 8o gewihlten Zahlen
By Gy (= 1,2, ...). Dann ist 4 offensichtlich eine starke Quotient-
bagis fiir' BT und fir jedes % gilh A (n) <2B(n).

Der folgende Ratz zeigh einen Zusanumenhang zwischen den Diffe-
rengbasen und Quotientbaser.

Barz 8. A sei eine Quotientbasis fur R,  soi eine Primenhl. Bezeichnen

wir mit B, die Menge aller solchen ganzen Zahlen a 2= 0, welche die folgende '

Higenschaft haben: es existier! eine natlirliche Zahl p’,
p'. p*eA. Dann ist B, eine Differenzbasis fir N.

Beweis. A sel eine Quotientbasis fir B, es sei &
ist pPeR(A) und =o

(9) | P* = a/b;

Die Zahlen a, b kann man. in der Form ¢ = ¢p“1p’, b = plip”’ (1&1‘H‘b®1]011,
dabel isb o; (¢ =1,2) gang, a; 0 (¢ =1,2) und (p,p’) = (p, ") =

Aug (9) bekommen wir pMp’ = p@ttp’’, Daraus folgt 111111111,1@11)%1'
o = ay-+k, also k = a,—a,. D al,agelﬁp und da % beliebig war, ist #, eine
Dlﬁelen?ba.sm fir N,

Aug den Hrgebnissen der Arbeit [3] folgt, daf 4 < N eine m.aake
Quotientbasis fiir BT ist, wenn §,{4) = 1 und 4 eine (R)-dichte Menge
ist, wenn §{4) = 0 ixt. Dabel zeigh dag Beispiel, welches nach deny Satz 5
konstraiert wurde, da8 die Positivitdt der Zahl o6, (A) keine hinreichende
Bedingung zur (R)-dichtigkeit ist.

Aus dem Satz 7 folgh die Fxistenz (161 starken. Quotientbasen, fir B*
mit §(4) = 0. Bin konkretes Beispiel einer solchen Quotienthagis int die
Menge aller Funkmonenwerm der Tulerschen Funktion (siehe [67, 8
233, 235),

Es sel hier bemerkt, dal aus der sogenannten Iypothese TI von
Schinzel die Aussage folgt: Jede der Mengen: {p-1}, {p—1} (p liudt
alle Primzahlen durch), {o(n)} (die Menge aller Werte der Funktion o,

o{n} bedeutet die Sumlne aller natiirlichen Teiler vorn, #) ist eine wtarke
Quotientbasiy fir B* (siche [5]). :

Bezeichnen wir im weiteren mit Ty, Lp, baw. Ty das System aller
Quotientbagen, aller starken Quotientbasen :Eu_r BT bzw. aller (R)-dichten
Mengen 4 = N. Ausg den erwihnten Brgebnissen der Arbeit [3] folgt,
dall T -ein unabzihlbares System von Mengen ist, AuBerdem ist offen-
gichtlich %Ba = IZR' '

(pyp') = 1 80, dap

2 1, k ganz. Dann

i, bed.

icm
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Wenn, A eine unendliche Menge von natiivlichen Zahlen ist, dann
setzen wir :

o0

old) = > 27,

i=l

wo g = 1fir ied und g; = 0 filv i¢ 4 ist. p(A) heiBlt der Dualwert von 4
(siehe [2], 8. 17-18, [8]). I sei das Systern aller unendlichen Untermengen:
von. ¥, Wenn. fiir jede Menge 4 <1l die Zahl ¢ (4) nach dem vorhergehenden
definjeven, dann ist g eine eineindeutige Abhildung von i auf das Intervall
(0,1y. Wenn 2 < U ixt, dann bezeichnet o(IB) die Menge aller Zahlen
o{A), 4 <M. Wenn wir die Bigenscbaften von ¢(I8) studieren, bekommen.
wir ein gewisses Bild iiber die Struktur und die Rigenschaften des Sys-
tems 0.

Im weiteren beschreiben wir einige grundlegende Kigenschaften der
Mengen o(Tp); ¢(Tp) und ¢(Tg).

Bemerken wir noch, daf eine Menge M < (0, 1> homogen helﬁt
weny, ihre Dichte in ]ed.en1 Intervall I < (0,1) dieselbe ist, d.h. wemn
ein d, 0 << d<1, so existiert, dah fiir jedes Imtervall I < (0,1) das
duBere MaB von I m M der Zahl diI| gleich ist, wo |I| die Linge von I
bezeichnet. Man kann zeigen, daf d =0 oder d =1 sein muB (siche
1), | |

8atz 9. Jede der Mengen o(Tp), 0(Tp), ¢ (Ty) it eine Borelsche
F - Menge, vesidual in (0, 1>. Jede der Mengen o(Ty ), 0(Tp) ist homogen.

Beweis. Wir fithren den Beweis des Satzes in mehreren Schritten
durch:

1) Wir zeigen zunichst, das ¢(Tp) eine F,-Menge ist.

Bei fegtem n ish das Intervall (0,1 gleich der Vereinigungsmenge
der Grundintervalle ,n-ter Ordnung”

s s+1 '
b,{f) = (21;7 ":;):r> (8 =0,1,..., 2"—1).

Wir stellen die Zahlen .re((') 1y dareh ihpe unendlichen dya:disché.n

== )"'(,(<17)2 ke (@) =0 oder L (kb =1,2,...)
feesll .
und fiir unendlich viele % st g{2) = 1. Zu jedem Grunchn.te,rvall il
der n-ten Qrdnung gehirt eine solche endliche Folge &7, s3, ..._, & von
Zahlen 0 und, 1, dafB im jodes weil? die Gleiehheiten e, (») = (k =1,
2

s e n) gelten. Wir sagen kurz, cuﬁ das Intervall 4 zur Folge s‘}, M
geho]t _ 7
Bs sei ¥ = pfgeR*;p, >0, (p, g} = 1. Setzen wir v = max(p, g)-
Bezeichnen wir bel natiirlichem mlt M, die Vereinigungsmenge aller
cleuemgen Grundintervalle der mo-ten Ordnung, welche zu solchen Folgen

IEntwicklungen dar, also «
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£), &0y ...y ey gehirven, dal die Zahlen ey, s, (=1, 2,..., m) gleich-
zeitig nicht gleich 1 sind. Dann ixt offensichilich

ol

m J‘]I:‘Hi’ '

=1

(10) | 0(T,,,) =
wo B, , das System aller derjenigen Mengen 4 « AN ist, fiir welcle r¢12(4)

ist. Setzen wir weiter

W U

2 G5 (my ) =1

ﬂB}h 7

(rechts summniiert man iiber alle Paare (p, ¢) von natiirlichen Zahlen mif
(P, q) =1).
Fir 3 < U sefzen wir 3% = —3. Dunn kann an leieht cinsehen,
dal W =I5
Da die Menge M,,, bei fesfem m und » eine G4-Menge ist, ist auch
0(51)3;,, o €ine &-Menge (siehe (10)) und so ist
ol) = o(TF) = U

PIN/H VR o

2 (28, 4)

eine G;,-Menge.
Da ¢ eine eineindeutige Abbildung ist, haben wir
¢(Tp) = (0,15 —0(TF)
und 5o ist o(Tz) eine F,,-Menge.
2) Man kann aut eine dhnliche Weise einsehen, daf auch (g,
eine F_,Menge ist.
3) Wir zeigen, dal ¢(I,) eine I ,-Menge ist. :
Rine Menge 4 gehtrt zu Ty genau dann, wenn die folgende Augssage
1

<%

VYV H =y

el feeN o,bed
gilt. Daraus folgt, daB ¢{I) in der Form

(1) o) = O N U GG,k

reRd Jisml {,fus]
dargestellt werden kann, wo

)
s e 7“

J

o I
Tk

~ Dis Menge H(i (4, 4,7, &) "als Veremlgungbmenge einiger Intervalle der
v-ten Ordnung, v == max(i,j), ist eine W ~Menge. Aus (L) folgh dann
lelcht dafl o(Tp) eine Foy-Menge ist.

4) Da IBo < Xp © Ty ist, haben wir

0(Te,) < 0(Tp) & p(Tn).

ist.
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Um zu-bewelsen, dal jede der vorigen Mengen residual in (0, i) int,
geniigh es ziw heweisen, dall ¢ (Tys,) residual in (0, 1) i,

By sel 73 00, (P, ¢) =1, v = max(p, g), ¢ sei natizlich. Bezeichnen
wir mit M}, dio Vm (-mlgnnnhnmug,e aller Intervalle der so-ten Oldnung,
welche zu golchen Folgen 4, &, ..., &, gehiren, in welchen g5, nd &
gleichueitiy der Zabl L nicht gleich sind, Setzen wiv

Qﬁ,p,r/ i ﬂ ﬂ]nm i g
Man kann sich leicht davon tberzeugen, dad H - ¢(Tf,) ist. Da

e(T) = (0, 1> — (¥ = (0,
ist, gentigl v zu beweisen, daB jede der Mengen g Birgendsdicht in
(0,1 ist.

Is selen d, p, ¢ natinliche Zahlen, (p, g) == 1. Wir zeigen, daB Q1,4
nirgendsdicht in (0, 1 > fst. By sei I ein, behebw% Intervall, 7T < (0, 1.
Wihlen, wiv e %o 0101 daB T schon ein Gr un(lmterva.]l i) der m-ten Opd-
nung enthilt. Iis geﬂhﬁre il zur Folge o, ¢!, ..., &% . Wilklen wir eine so
grofe natirtiche Zahl F, daB k31, Emin(p, q) >m ist. Setzen wir
v = max(p, ¢). 311(].UL er das Grundintervall f.-,g‘f,) der fw-ten Ordnung,
welches zur Tolge &), &, ..., &, gehort, wo & = (i =1,2,...,m),
By = g == 1 0l &) = 0 Em Je(].es j S, § £ L, 2, ..., m, kp, k. Offen-
sichtlich ist dann. 4 < Y < I und i) 0 @, , == 0. Also @, , ist nirgends-
dicht in (0,1 >.

5} Die Homogenitit der Mengen, ¢(Tg,); 0(Tp) kann man leicht mit
Hilfe des io]gend(,n Kriterimms bewelben Eme Menge M < (0,1 ist

8y

L.J ()I R H == U 1,

Wttt
0y () ==1

1 —H

homogen m (0, 1>, fally sie mit jeder Zahla = ZEk #)27F auch jede solche

k=1
Zahl y = )“"’ e ly)2” % enthiilt, daf die Ungleichheit s, (#) 7 & (y) nur fir

eine endllche An/a.hl von. Zahlen & eintritt (siche [8]). By sei jetzt © = p(d),

Aexﬁ ; B o= 2" ck('()2 k Sﬁi
K]

) 1 .
Yo ) g ()2
e

Pe(0, 1y und A" e {hy e (y) = 1)

Algo == 0(A"). Wenn jotzt die Ungleichiheit e,(w) # &,(y) nur i
eing endliche Anzahl von & gilf, dann st die Menge (A'—A) U (d—A")
endlieh und darun gilt offensichilich A'eXp AlO yeo(Tp). Ahulicher-
weise kann man, auch die Fomogenitit von o(Ty) bewelben

Damit ist der Boweis des Satzes beendet.

Die Mengen o(ZTn ) 0(Tp), 0(Ty) sind alto nach dem Sabu & vomn

topologischen Stzbndpunkt atg reich. Wir zeigen jetzh, dalb daszelbe auch

-vom metrischen Standpunkt gilt.
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T folgenden bezeichnet das Symbol |M| das Liebesguesche Mags
von M. .

Barz 10. le(Tp ) = le(Tp)l = lo(Tp)l = 1.

Beweis. Es geniigh |o(Tp)l =1 zn bewelse.

Bel der Bezeichnang, Welohe wir im vierten Teil des Bewelses des
Satzes 9 benutzten, haben wir

ol

3 1
\ Z |(1)l [T q

ﬁrz,ﬂ,) sl fes]

l0(Tp,)l =1—[Hl, |H|<

Toe genilgh also zu beweisen, daf filr jedes ! =1 und {p, ¢) = L die Gileich-
heit 19,1 =0 gilt.

Es seien also I, p, ¢ natiitliche Zahlen, (p, g) = L. Aus der Definition
(BT

von M: (siehe den Bewels des Satzes 9) folgf, daB die Menge (M) MY in

Hu=]

der Vereinigungsmenge aller derjenigen Grundlntbrvsﬂle der (f-- m)u-ten,
Ordnung enthalten ist, welche zu solehen Folgen &, el .. v"(i o 2eliren,
daB & beliebig (also gleich 0 oder 1) Hir j§ s=dp, ig (& =1, 141,

., IR ist und die Zahlen ey, &, (¢ =1, I41, ..., I+m) nicht gleich-
zemg gleich 1 sind. Die Anzahl aller sol(hen F()]gen 1ht AU K L
i jedes Paar s, 8,; +<i<I+m, haben wir ni ndich drei Moglmh-
keiten (0, 0; 0,15 1,0). Daher ist

1-+9m . 2(l+m)v-—2(m-l-1)3m~|-1 g\l .
Pl v
@m0l < [ M| = B T (—:{) -> 0,  wenum m -+ oco.
§=1 rA]

Daraus folgt i@, | = 0. Damit ist der Beweis des Satzes beendet.

Betrachten wir jetzt die Struktur derjenigen A < ¥, welche (R)-dicht,
aber keine Quotientbagen sind. Tm weiteren bezeichnet dim M die Hang-
_dorffsche Dimension der Menge M (siehe z.B. [4]).

Barz 11, Das System Tp—T, ist wnabzihlbar der Mdchtigheld des
Kontinuums. Die Menge o(Tp—Ty) hat die folgenden Digensehafien:

(1) o(Tp—Iy) ist eine Borelsche F,-MWenge,

(i) 6(Tp—Xp) st eine Menge von ersier Bairescher Kategorie in (0,17

(1i1) | (Tp—Tp)|l =05

Beweis. Wenn P die Menge aller Primzahlen bedeutet, dann ist
PeXy (siche [6], 8.1558), aber offenbar P¢Iy, also Pelp— Ty, Darans
folgt leicht, daBl jede Menge der Form
(12) Pu B,

wo B. « {2, 2% ...,2% ...} ist, zum System T,— T,; gehért. Da die Mich-
tigkeit des Systems aller Mengen der Form (13) gleich der Michtigkeit

icm

Quatiantdasen wnd (R)-dichte Mengen 5

des Konbtinuums ist, folgt daraus schon unmittelbar, daf T,—
Michtigkeit des Kontinuums hat.

Da g eine eineindeutige Abbildung von W auf (0, 1) ist und Tp <« Ty
igt, haben wir ¢{Tp— %) = o(Tp)— 0 (FTp). Daraus folgh avf Grund von
Satz 9 die Behauptung (i).

Ferner hahen wir

Ty dis

(Tp—Tp) o U (Tp—Tpp) = TR U Ty,
daraus
{13) ol(Te —Tp)%) = (TR U o(Tn)-

Da die Menge o(Tp) auf Grund von Satz 9 residual in (0, 1 ) ist, folgt
aus (13) die Behauptung (ii). _

Die Behauptung (iii) ixt eine leichte Folgerung des Satzes 10.

Wir beweisen. (iv). HEs sel &3>0, wihlen wir eine Primzahl p mit
p > 1]je. Begeichnen wir mit ¢ die Menge aller natiirlichen Zahlen, welche
durch p nieht feilbar sind. P’ sei die Menge aller von g verschiedenen
Primzablen, setzen wir noch (7 = (—P’. Mit I bezeichnen wir das
System aller Mengen D der Form D =P’ U B, wo H < ( ist.

Jede der Mongen 1)<l ist eine Obermenge von P’ und da P'eTy
(siehe [67, 8. 155) ist, ist auch De Ty, Weiter ist jede der Mengen D eI
eine Untermenge von, (! und da ¢ offenbar keine Quotientbasis fiir Rt
ist, ist auch D keine Quotientbasis fiir RY. Also

(14) We Tp—
Die Menge o(28) ist mit der Menge aller derjenigen & = 3 g, (m) 27"
k=1

identisch, fiir welche g (r) =1 falls kel und ez} =0 falls % durch p
teilbar ist. :

Zmr Bestinunung der Hansdorfischen Dimension dieser Menge benu-
tzen wiv ein Frgebnix aus [4]. Aus dem Satz 2,7 dieser Arbelt folgt als
ein speziellor Fall das folgende Resultab:

Ha el A < N und ed rei jeden ked mne feste Zahl e (g,leleh 0 oder 1)

zugeordnet, Bomwlmem wiv il Z e i {eg)y ked) die Menge aller

derjenigen @ = 2 £, ()27 (0, 1y, Fiir welche e {@) = & (ked) ist. Dann

e |

ist

_ log [ I 2
T L i

(%) dinZ == il_l"imf nlog2

Setzen wir A = P’ U R, wo I die Menge aller durch p teilbaren
natirlichen Zahlen ist. Weiter sei & = 1 fiir peP’ und &, =0 fir keF.
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Dann ixt 4(A) = Lfp und (siche ()
dinig (W) = dmZ{4; {g], ked)
(N—4)(n)

= liminf -~ ———"%
H—r0a e

et A,
PRV P

Also dimp(B) > L—e und so ist auch dimg(Ty—~Ty) = L6 (vehe

(14}). Daraus bekommen wip dimp (T, —T ) = L, weil ¢ = 0 helichig war.

Infolge des Satzes 10 hat jede der Mengen o (Th,h o(TH), o (T5)
das Mall 0, Daher ergibt sich die Frage iiher dio Grofie dor Hausdorischen,
Dimension jeder dieser Mengen. Der folgende Satz pibii die gonauen
Werte der Hauwsdorffschen Dimensionen der ersten zwei Mengen und
eine popitive untere Abschitzung fir die Hausdorffsehe Dimension der
dritten dieser Mengen. Aus dem folgenden Satz ergibt sich speziell die
Unabzéihlbarkeit jedes der Systeme TF , TE, Ty 4

Barz12. (i) dimg(IF) = dime(TF) == 1;

(i) dimg(TY) = 4.

Beweis. (i) Da Ty < Tp ivh, haben wir TH = T und wo geniigh
es zu heweisen, dal dinig(TF) =1 ish Day ixt aber eine leichte Fol-
gerung des Satzes 11 (iv).

{ii) By seien a, 9 zwei reelle Zahlen, | < & <9, 1 < u= V. Setnen
wir B = (] B, wo

fe=1
By = {11, 97142, . [e0%]) (= 1,2, ..
ist.

Zunjichst zeigen wir, daB BeTf. By seien a, beB, a > b, Wir zeigen,
dall a/b¢(a, #/a) = I, so daB _
(15) LA BB) =0
ist. :
Wenn a, beB, ¢ > b ist, dann tritt einer der folgenden Féallo ein:
1} es existiert ein %, o daB a, beB,;

2) es gilb aeBy, beB, uni & £ s,
Im Falle 1) haben wir '
‘ a  [ad¥]
| SR
Im Falle 2) ist offensichtlich s < k—1 und so
a  [6*1+1 G 19
37 a7

an)‘lc w1 a

Bs gilt also (15).

icm

Quotientbasen und (R)-diehie Mengen

-7}
=1

Weiter zeigen wir fitr die weiteren Bediirtnisse, daf

a—1

(16) B = (=1

ish. Wenn m eine natiirliche Zahl ist, dann bestimmen wir ein n — n{m),
so daB [9"] < o< [97] dst. Dann ist offenbay ‘

e
1 9%k r.ab
Bow By gy D
m L“E}“ ]:'-‘j—' E [»;9;1__}'1]‘ [ -

Durch eine einfache Abschitzung hekormmt man,

. A=l g

P10 gr

n—1
- ,ﬂn-}-l ’

Darans ist die Giiltigkeit von (16) ersichtlich.

Wenn ¢ < B, dann ixt K(0) « B(B) und I, n R(() =@ wegen, (15). -
Bezeichnen wir mit 2% das Hysten aller unendlichen, Untermengen von B.
Dann ist W < TH und, so
(17) Aimp(T5) = dim. g (W),

Zur Bestinunung von dinig(W) benutzen wir wieder das schon er-
wihnte HErgebnis der Avbeit [4]. Bei der in der Arbeit [4] benutzten
Bezeichnung (siche Satz 2,7 aus [4]) setzen wir A = ¥— B und g =0
fiir ked. Dann ist o{B) = Z(A; {&.), ked) und so haben wir wegen, ()

. . Bn a—1
(11]T"I<Q(ﬂ]$)‘=m ﬂigl.nfw%-l = §,;(B) = 5@_1)

Infolge von (17) bokotmnt man darans

],

- oy ., T
dimg Ty} = S50

tir jedes a, | < a < V&, Walls o~ Vo bekommen, wir
H ’
1

o(/G +1)°

dim o (TH) = -

Da die letzte Ungleichheit fiiv jedes & > 1 gilt, folgt daraus bei § -» 14

- die Ungleichheit dimg(ITF) > 4.
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ACTA ARITHMETICA
XIX {1971)

On the Diophantine equation f(y)~2 = 0
by

Mromary Frren (Stony Brook, N.Y.)

The aunthor has made several investigations inte problems related
to the genus zero curve f{y)—ax = 0 for f(y)e K [y] where K is a field.
The progression of events can be best seen by a guick perusal of the se-
quence of papers [4], [6], [6], [7], [8], whereby the very particular

-problems of [4], [B], [6] have launched the general problems about

the fields of definition of arbiteary models of Riemann surfaces in [7)]
and [8]. This latter work ix just barely started, but it has already shown
the need for the development of arithmetic tools that far tramscend the
simple techniques the author has so far mustered to attack the problems
of [6] and [7]. Ottentimes it turng out, the most powerful tools are those
of group theory. Especially when a precise formulation of the problem

-can be made in termg of the branching of certain Riemann surfaces. See

Lemma 2 for example. However, the context of the problem is often much
too difficult {or comiplicated) for the present state of group theory. See
[5], Bection 3, for a discussion of the general type of group theory gue-
gtion that needs o be answered. Also, even with complete knowledge of
the group theory aspect of the problem, the arithmetic question may
still Tetnain unanswered for the very reason that we are often reduced
0 asking yuestions about the field of definition of ¢urves which are apriori
defined only over €. See [7], Section 1, for the precise formulation of
general problems in this svea.

Tn thix paper, we will veturn to some of the particular problems
related to the curve f(y)~—a = 0, and in so doing we will concentrate
almost entirely on guestions that can be answered by arithmetic; albeit
simple arithmetic. A glight historieal digression seems in orvder. We give

- & chronology of the anthor’s work related to the problems to be discnssed

in this paper. Our comments on the other mathematicians who have

‘made contributions to related problems isx not meant to be complete.

See [6] and [7] for references to these works.
We need some notation which will be nsed throughouti this paper.
Let K* be a fixed algebraic closure of o field K. A polynomial f(y)eK [y]



