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ACTA ARITHMETICA
XIX (1971)

Sur des formules de Atle Selberg
par

Hupzrr DErANGE (Paris)

1. Introduction. Soient w(n) le nombre des diviseurs premiers de
Pentier positif n, et £2{n) le nombre total des factenrs dans la décompo-
gition de n en facteurs premiers.

Désignons, d’autre part, par @ I'ensemble des entiers positify Hgua-
dratirei”,

Atle Selberg (*) a établi les résultats suivants: _

. # étant un nombre complexe quelcongue, on a powr » infini

Coeh

@) Y =B 0ga) 7+ O atloga)e
T
{2) D' = 06 (z) (logay '+ 0 {m(logm)Re=—2},

F et ¢ étant les fonections entié_reé définies par
: -1 2 . 1
Pz = 1 )1
o= L g ()
1 z 132
@ =5zl ] (1+m) (l—n) :

ol, dansg les produits, p parcourt la suite des nombles premiers (%).
Quel que soit g >0, ces dewx formmles ont lien uniformément pour

.

et

el <

b z étant un mombre complexe de module < 2, on 2 pour o infini

(3) 2 220 — mH(z) (Ioga: ““1-j~ O{af: (logw Rez‘2},

nEL

(1) Note on @ paper by L. G. Satke, Journ Indian Math. Soc. 18 (1954}, p. 83-87.
(*} Dans tout cet article, la lettre 1 désigne tou]oum un nombre premier. La
lettre u, ainsi que la lettre %, désigne toujours un ontier > 1.



106 H. Dolange

ot H est la fonetion méromorphe définie par

w2 [T 62

et, quel que soit o0 >0 &t < 2, le O est uniforme pour |z| =% ¢.

Nous nous proposons essentiellement iel d’établir un théordimne général
dont des cax partiouliers fournivont des expressions plug précises des
gommes considérées ci-dessus, comportynt, an liew dun terme pringipal
et un reste, le produit de @(loga)®™* pap un développement asyuiptotigne

) 1
suivant les puissances de —-— ().
logs

Nous donnerons quelques applications de noipre théordéme.

D’autre part, nous en indiguerons bridvement des généralizations,
avee également des applications.

Tout aun long de cet article, lorsque » est un nombre réel > 0, nouy
désignons par loga la valenr réelle dn logarithme de w. Pour = réel ou
complexe non réel < 0, nous désignons par Loge Ia valeur du logarithme
de 2 dans laquelle le voefficient de 4 est de valeur absolue < w. Aingi Log
est une fonction holomerphe dans le plan complexe privé de Pengemble
des nombres réels << 0, eb, pour # réel > 0, Loge = logx.

Toutes les foix qu’il apparalt une expression de la forme o, oh a
et b gont deux mombres complexes, a n'étant pas réel < 0, il est entendu
qu'elle est prise égale & exp{bLoga}.

2. Enoncé du théortme principal. Soit f wne fonction arithmétique
additive & valeurs enlicres 520, wlle gue f(p) =1 pouwr lout p premier.

Soit, d’avire part, x une fonction arithmétigue multiplicative ne prenant
que les valeurs O of 1 (%) ot telle que yx(p) = 1 pour toul p premier.

: : (n)
(*) Un résultat scmblable pour la somme 3. dy(n), ol, pour Nes > 1, N N —
e
= {(8)%, a &40 dtabli par R, 1 Dixon (On o generalized divisor problem, Jomrn. Indian
Math. Soc. 28 (1064), p. 187-196), .
La métliode (ue nouns suivone fci est différente de eelle de Digen. II utilise le
fait quo l'on a uniformément pour |of < N, avee N onbier > 0, et o % y» 2

E dz( n) = ((93 J)( Omm)N 1) -} ()(ml 1/(N|1))
VLR
ce qui s démontre élémentairement.
Nous ne faisons intervenir auemme considération de ee genve.
(%) Cette, hypothdse n'est pas cssenticlle. On powmrrait supposer seulement x

bornée, quitte & remplacer dans (4) plus bar x (p*) par |x (p¥)|. Cela nous a paru gans
intérét.
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Pour chague ¢ > 0 définissons o,(g) comme &ant la borne inférieure
de Vonsemble des o véels > 1 pour lesquels on o

: kv f(pr)
y
(4] 2 x(® )@ < oo
’ ik }?
=2

81 cot ensemble n'est pas vide, et oo dans le cas contraire.

11 est clair que ,(g) est tne fonction non déeroissante de g et que,
8l oa(0) < + oo, on 2 (4) pour tout & = 5y(p).

Il est clair également que, pour p <1, o,(g) = §.

Soit B Vensemble des o = 0 tels que a,(p) <. 1, et soit B la borne su-
périeure (finie ov dgale & +o0) de Pensemble B.

I est clair que R = 1, puisque 1<E, et que ¥ contient tous les nom-
bres de Vintervalle [0, R[.

Ceci dit, on a le résultat suivant.

Il ewiste une suite de fonctions Ay, A, ..., 4 , ... définies powr [2|cHE,
holomorphes dans le disque ouvert |z| < R, et en outre continues sur le disgue
Jermé |zl <L B dans ls cas ol Rel, lelles que: :

quel que soit Dentier q = 0, pour tout z tel que [z <E on a quand ¢ tend
vers oo _

(5) Z x (M) F™ = p{logw)* {V Ai(z).. +O(( 1 )}’

£ (logay log )t

R

el, quel que s0it p >0 apparienant & B, le O est uniforme pour 2| < p
Les fonctions A4; sont déterminées comme suit.
Pour tout ¢ tel que |z|cH, 1a formule

[T 2 ) 5

définit #(s, 2z) au moins pour Res > o,(jz]), et ¥ (s, 2) est une fonction
de ¢ holomorphe dang ¢e demi-plan.

1 étant une fonction holomorphe dans un veisinage ouvert V du
point 1 ne contenant pas de zéro de la fonction f, égale & O pour s = 1.
et telle que, pour seV et s 5= 1, exp(l(s)) = (s—1) £(s), la fonction de

1 .
§ égale & — F (s, z) exp (zl(s)) dans la partie commune & V et an demi-plan
8§

Res > o¢{z]) est évidemment holomorphe dans cette partie commune.
Si son développement de Taylor an voisinage du point 1 est

+oa .
D) Bi(aMs—1Y,

f=0
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on a
_ Bﬂ‘(z) 8
A4(z) = Tie—3) (%)

On voit que l'on a en particulier

wir = [T 57573

‘ La formule (5) donne comme cag paviiculiers des formules préeisant
les formoules (1), (2) et (3) de Atle Selberg, en prenant respectivement
' fin) = w(n) et y(n) =1,
fr) = on) et x(n) = u*(n},
fln) = Q(n) ob
3. Préliminaijres.

3.1. Donnons tout d’aboid uwn lemme qui nous sera mule dans la
suite.

Levmme. Sotent g, thy, ooy Uy, .o 6 Uy, Dy, .
complexes définies sur un méme ensemble A.

B dont un ensemble contenu dans A, on suppose que, pmw tout w = 1
et tout meB,

oy Upy oe. des fonctions

() < U, el |y (8)— 0, ()] < Vs

oty tes U, et les V,, sonl des constantes positives telles g@ie

U2 < 4oo et

~M§

EV”< - oo,
1

Alors le produit infing

+oo

” (L4 2y, () ex&p (— v, ()

1

est uniformément convergent powr weB el sa volewr est hornée pouwr wel,

Démonstration. Il existe U >0 tel que U, < U et V,

7 pour
fiout » = 1. Comme

(L+u)e ”‘—-"L

e et

42 %

-1

sont des fometions entidres de u, il existe M >0 tel que, pour |u| < U,
(L w)e™— 1] < MI'NL” et |€—1| << M jul.

(*) Il est évident que ceci ne clépend pas du choix dw veisinage V.
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Cecl dit, posons (L+u,(w)) exp(—mu,(#)) = 1410, (2).
On a pour tout # > 1 et tout xR
W (m) = (14, (@) exp(— v, (2)) ~
= ((1+ w, () exp({—u, (ﬁ))f 1) oxp (w4, (%) —, (m))l—}—
~+exp (1, () — 1, () —
%) — v, ()] < '

M |, (@)1 e |t (@) — 0, ()} ~+ B o, (37) — v, ()| < W,

et, comme |u, (5)| < Un_.g_ U et fu,( V.< U,

o, ()] <

colt W, = M TR+ MV,

oo

Comme 2 W, << -+ oo, cecl montre que le produit infini n (1410, (2)),
¢’est-a-dire H (1+w, () exp(—w, ()}, est uniformément convergent pour
xeB, '

Sa valeur est d'ailleurs de module aun plus égal A

o0

J]a+w,.

1

3.1.1. En fait, nous congidérerons m produit de la forme

n (14w, () exp(— v, (),
ol p parcourt la suite des nombres premiers. _
On swupposera que, pour tout p premier et toub weB,
[ (@) =< U, et
ol YU, < +oo et 3 V,< +oo.

On peut appliquer le lemme en numérotant les nombres premiers
pl!pE}‘ Jpﬂd"'

On conclut que le produit infini est 1m1f0rmément convergent pour
a2eB et sa valenr est hornde pour zeB.

I""’:’y(m)“vp(m)l p,

3.2, Dans tout ce qui suit, jusqu’a la fin du chapitre 4, A est un
domaine déterminé une fois pour toutes de la facon sulva.nte

Solent f,ze¢ et a >0 et < tlogl, tels que I(o+4t) %0 & lon a

ou bien |{i =1, et ¢ >1—

log )’
&

ou bien |i| < 1, Pyt
) . 01y
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A est Pensemble des points & == o-}- it pour lesquels une on Vautre
des conditions ci-dessus est satisfaite.

A est done un domaine simplement connexe confenant le demi-plan,
fermé Res > 1 et contenu dans le demi-plan ouvert Res > {, et la fonction
égale & (s—1) ¢(s) est holomorphe dans 4 et différente de zéro en tout
point de A. Elle est dailleurs égale & 1 pour § == 1.

Nous degignerons par 4" le domaine obtenu en enlevant de 4 le

gegment :Il—-mlwg—t; 1].

A% est encore nn domaine simplement connexe et la fonction & est
holomorphe dans 4% et différente de zéro en toub point de A%,

Nous désignerons par ! la fonetion holomorphe dans A définie comme
étant la branche de log{(s—1){ ()} qui prend la valewr zéro pour s == 1.

La fonction définie dans A% comme prenant la valeur

1(s)+ Log —-

(s) -t

est évidemment une branche holomiorphe de logs. Cest d’ailleurs celle
qui est réelle pour s réel > 1, ¢’est-d-dire celle qui est égale pour Res > 1 &

Ay 1
2T
bk

car L(s) est réel pour tout s réel appartenant & 4.

Bn effet, Imi(s) est une fonction de s continue sur Pensemble connexe
A~ R et ne prend sur cet engemble que deg valeurs réelles appartenant &
2xZ. Elle est donc constante sur An B eb, comme elle prend la valeny
zéro pour § == 1, elle est tonjours nulle.

Dapres des résultats bien connug, étant donné le nombre réel o’ satis-

faisant & 0 < a' < @, il existe une congtante K, dépendant de &, telle
a’f
e, pour § = g4t avec [f =1, et o 1—
que; p + It =t Toglil’

L .
L(8) - Tog T = loglog [{ 4+ K.

3.3. Nous allons maintenant ébabliv les faits swivants:

1. On peut définir‘ G (s,
Res > oy{l2]) par la formmule

R (B

Je=al

2) pour toub couple (s,2) tel gue |2l et

icm
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2. Pour chaque z tel que |z| <, #{s, 2) est une fonction de s holo-
morphe dans le demi-plan Res > o,{[2|); _

3. Quels gue solent gec® et oy > 0(a), #(s, 2) est horné pouwr 2] < ¢
et Res = o,

Pour cela, il suffit de montrer que, si pe®, on a les faits suivants:

,}«016 y(p ( k ) Zf(p
4. Pour chaque p, 1a série 2 S est abzolument convergente
k=1 o'

pour jz| < ¢ et Res > oy(e);
5. Quel que zoit o, > g,{p), le produit infini

[1( 225 b

eyt uniformément conve1gent pour Jz[ =
ces valeurs de s et 2

En effet,.supposons ceci établi. .

Dabord, si |z|eB et Res > o4(]2]), en prenant p = |2, on voit que
la forroule (6) définit bien (s, 2).

Si maintenant on suppose z fixé, avec [#] = QeE, pour chague p
Ja somme de la série de Drichlet

¢ et Res = o; et est borné pour

af(vk)

2 x(p") =

est une fonction de s holomorphe pour Res >.oo(g}, de sorte gu'il en

est de méme de
X(P zf(;n )) ( 1 )z
1 - -—1.
( Z ,

Comme, guel gue soit o, > oy{g), le produit infini

-ea o z
Tl 325 )

est uniformément convergent pour Res > oy, sa valeur #(s, 2) est une
fonotion de ¢ holomorphe pour Res > oy{g) = o,(|2]).

Enfin 3 résulte immédiatement de 5.

3.3.1. Boit done pe ¥,

Remarquons d’abord que, 8l ¢ > ao(g), comme on a
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on a pour chagune p

x(p
Z Tr‘nl + oo,

Tl en résulte que, pour |z < p eb Res = 0y, la série

o3 x(p")2 20
ﬁks
k=1
egt abgolument convergente.
Comme o, est anssi voisin que Pon veut de o,(e), coci établit le point
4 ci-dessus.

3.3.2. Alnsi, pour |2 <5

intini .
ISP

=),

<o et Res > oy (p), tous les fiermes du produit

~f(?1 ) 1 \®
T
p

sont définis.
Le terme général H’éG}f’iﬁ

(L4 uy(s, 2) exp (— v, (s, 2)),
ol
2 B 0% : doo
x(p")e i 3 1
u, (s, 2) = 2: T et: W;H(.‘?:r ) = 3]21 T

Fixons un o, > ay(p).

Si 2| <o et Res» oy, onn & pour chaque »

NEA e

-J-0a b
_ S_T Zc(pfr) Qf(sn %)

B R
Jo=12 'p jf:z;{ .p I_
o1 e
et, comme i(g? )s = ey
. 7 s
| : 0 N ()
lugls, )| < U,, ob U, = roaps -+ \ e
b ﬁ' Ml
Mais, puisque
. . .
ISRl

W
e (/....J pha +oo
n lesm2
on a

o

Z (Z e f)&ﬁi{(f”)) < + oo

el Jeom®

icm
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Comme, par ailleurs, 3 (g/p”)? < + oo puisque oy > §, on a
. »

2 U < oo,
© Par ailleurs, pour |z] ¢ et Reszo,, o &
4o
sy 2 (s, 1) = S 285 S N1
p w8y &)= T ° %o !
| f;:;‘ P N
de gorte que
I'Mp(s’ z)_ 'Up(‘g, z)l = VjJ!
ot
= k f(p) =
Vy = 2 i IZal e E Ty pkay *
k=2 'p fi=2 ?

On voit que NV, < +oo.
Aingi le lemme, ot la variable » est le couple (s, #), montre que le

produit infini
Feo b
7 (e 32092 2y
s s ' pks ps

k=1

est uniformément convergent pour [¢| < o et Res 2 oy, et borné pour
ces valeurs de s et 2.

3.4. Ceci dit, définissons (s, #) pour tous les couples (s, 2) telg que

lzleB, sed et Res>oi(l2])

par
H(s,2) = F(s,7) exp{A(s)).

Aingi, pour chaque z tel que |z|<E, #(s, 2) est une fonetion de s
holomorphe dans le domaine intersection de A avec le demi-plan
Res > 4(|2}), domaine qui contient le point 1.

1 " s
-—# (8, 2) exb done représentable an voisinage dn point 1 par une
8

série entiére en ¢—1, soit
oo
PRACICESYS
i=0

Conformément &% ce gqui est dit dans 1énoneé duv théoréme, nous
définirons les fonctions A; pour |z[<¥F par
Bj (=)

A (2) = Te—9)
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On a en particulier

gD 1 I
Ay () e T H(1,2) = Ty 7(1,2)
ki Tt ,,/:!t . 1 \#
Tl S
2 /*l 7)

On. pourrait établir divectement iei les proprietés des fonctions 4,
indiquées dang Pénoned du théoreme. Mais ¢'est inutile car elles résulteront
de la relation (5).

En effet, daprés cette ]lelnrl, si peld, lo produit

© 3 e

e d

a loga)

converge uniformément pour |¢f < p vers Ay(z), ef, pour chaque ¢ = 1,

Pexpression
’ -1
loga) {27 e Ny N A(#)
' e For (logmy’

)i i

converge uniformément pour [z < ¢ vers A,(z).
Cecl montre de proche en, proche ¢ue les fonctions Aq, Ay, day ...,

4;, ... sont holomorphes pour |2 <R ef, si ReH, quelles sont con-

tinnes pour |2 < B.

3.5. Remarquons, bien que nous n'en ayons pas besgoin fci, que la
fonction # est holomorphe en s ef z en tout Point intérienr & son engembla
de définition.

Pour le montrer, il suffit évidemunent d'établic que #(s, 2) esi une
fonetion holomorphe de s et # en tout point intérieur 3 Iensemble des
points (s, 2) tels que '

[#gle B et Tes > ou(l2]).

Boit done (s, 2;) un 130i11tinlérinm‘ i cot ensenible, Posong s, = o ~-d7y,
avec g, et 7, réels, eb 2, = g6, avee g, véel 1= 0 ot 0, rvéel.

S ¢ est un ‘1101]11)1‘& =0 asser pebit, lo ])mnt [, (o) ) 6™
appartient encore & Pensemble; autvement dit, p,--eedf o on a o,—e
> oq (g1t &)

Le produit infini

-6 a T
. 7 x(z_y’h)zf(?’) _ 1\2
[1 (_1 4 N AR
ormcd ¥y P

est done uniformément convergent sur Lengemble des points (s, 2) tels
que Res > o,—e eb |2 < g+ ¢, ensemble anquel (s,,2,) esé intérieur.

icm
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Mais chaque terme du produit infini est une fonction holemerphe
de s et z sur cet ensemble car chaque série

T 2

yd ica
Py
]C=_1 p

et uniformément convergente wur cet ensemble puisque, si Res > oy,— ¢
eb o] < oy e, . .
| 2927 | _ (@) (axt )"

| pks"' . pk(al—s)

A

3.6. La remarque suivante nous sera utile dans la suite: o étant
un nombre quelconque de E, ¢ un nombre réel satisfaizant 4 0 <o’ < a

’

@
et #, un nombre réet = {, et tel que 1— T > oylo), il existe M =0

ogty
tel que, 8i § = o4-if, avec ¢ eb I réels, on a

(M [# (s, 2) (s — )77 < M (log 1))
Jorsque Hj=zt,021—
Res > aq(i=]))¢

En effet, on a pour sed™ et Res > ay(|2])

t 2| < o (ce qui implique que sed™ et

=

t(s) +L00 11‘}.

3.2, i1 existe une constante K >0

@ &
log|i|

H(s,2)(s—1)7 = %(s, 2) exp{z (Z{s)+Log

et par suite

[ (s, 2) (s —1)7F < | (s, 2)] e‘ﬁp{

Comme on I'a dit 4 la fin du §

telle que
| 1(s)+ Log —— | < loglog[t|+ I 113 1 eb o3 1— ol
y —— slog |t © pour >
8 0g— | oglog | () o o Toa ] R
m!
Par aillenys, si |t =, et 6= L~~«—~m~, on a
08
\ (‘f”
1“""1'07{;‘ > oy{0).

Dapres le 3 du § 3.3, on sait qu'il existe K’ >0 tel que

’

)
- et 2 <o

ogi,

|%(s,2) < K pour o¢3l-—-



icm

116 H. Delange

I3

o, om a (7) avee M = X',

hyozl———— et j2[ <

Afngi, 81 |8 = Toall

4. Démeonstration de la relation (5). Tout au long de ce chapitre,
¢ #era tn nombre >0 appartepant & J, fixé wne fois pour toutes.

Nous allons montrer. que, quel que soit lentier ¢ =0, la relation (5)
a lien uniformément pour [z| < o.

Wous poserons, pour « véel 2= 0 et z

complexe queleongue,
Polz) = ) y(m)e™.
] :

4.1. Remarguons d'abord que, si |2l < ¢, on g pour tout ¢ > 1
q oy ]

N7 lz(ehe )
/_..f___@ﬁ—m +- 00
, i ., oo
En effet, d’une part, on & | 2 (BP0 < (") P et, comme ool0)<cl,
on sait que, pour tout o >1, '
oyl
Y (")
L TR T -

D’autre part, puisque z{(p) = f(p)
1 ,J p 3
\ Tx{p)a® \ Fl

(I

o eyt

=1, on a pour o > 1

Comme x(n)a™ est mne fonction multiplicative de Pentier s, il
résulte de 1 que; s |2| < o, 1a série de Dirichlet

\, 7 (m) e
e
n,ml

est absolument convergente pour Res =1, avee pour somme ln valeor
du produit infini absolument convergent

- S0,

imv'l

-

4.1.1. Remarquons que, comme on a

' 1y 1 1
”(l_})—s—) ﬁexp( ;;};23 ------ ) == BX] {z'(l(usLog sﬁ—:-":_l'.‘)}’
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on

. 5 k)

e
H(l'l”z.: p*e

o=

) = %(s,2) exp{z (”-S)meg sil)}
= (s, 2)(s—1)".

Nous pouvons dong dire que, si 2| < o, la série de Dirichlet

ZI

est absolument convergente pour Res =>1, avec pour somme

i)

(s, 2) (s—1)7%.

Alors, d’aprés une formule bien connue, si ¢ est un nombre réel quel-
gonque > 1, on a pour x >0
1 eIt ’ e

fP, Jd#t = Im — f # (s, z) (s —1)F ———ds,
Psroa 270 o s(s+1) :

ol I'intégrale est prise sur le segment de droite joignant les points ¢—iT
et o7 :

Pour simplifier Péeriture, nous définirons F(s, 2, «) pour tous les

systemes (s, z, o) tels que
|2|eB, sed*, Res>ogllz]) et 20

par
g1

s(s+1)°

g, on a pour z >0

F s, 2, @) = H#(s,2)(s—1)""

Aingi, nous pouvons dire que, sl [2] <

c44
J F (8,2, n)ds,
[

It ,;"u’.',

f:.Pt (2)dt = lim
0

ol ¢ est un nombre réel queleconque >1 et lintégrale est prise sur le
segment de droite joignant les points e—iT et ¢4-iT.

4.1.2. Pour = eb 2 fixés, # (s, #, x) est une fonetion de s holomorphe
dans le domaine simplement connexe constitué par Pintersection de A*
avec le demi-plan onvert Res > o,(p). On peut done, an lien d’intégrer
sur le segment [c— 4T, c-+40], intégrer sur tout autre chemin contenu
dans ce domaine et allant du point ¢—4T au point ¢+i7T.
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Soit o' un nombre véel satisfaisant b 0 << ¢’ <« ob s0ib ¢, un nombre
[
réel 2= 4, tel que 1— > op{p). .

log ¢,

&' ;
Posony ———— =1, de sorte que 0 <y < 3.
logi;
Les nombres o el b1, et par suite aussi v, resteront fixes dang toute
la suite de ce chapitre.
Soient, d’anfre part, » et & denx mombres réels sativfoisant 2

12
0<r<y et 0<as< Aretg-——,
4
et que nous powrrons faire varicr & nolre guise.
Bn supposant 7' >, nous remplacerons Pintégrale de & (s, , &) sur
le segment [6— 4T, e+47'7 par la sonune des intégrales sty les ares orientds

I, ey ..., Iy définis conune suit,
19 2 ? 0
r
o i ]
7
logdl

f

142 ; . .
B “ +it quandl ¢ croit de

I est le segment {c_ ir, 1—

Iy ext are décrit par le point

—T b~
5 est 1o se;ament L—y—1Ty, 1—n—intge];

F4 est le segment [L—n—intge, 1—re™];

I’y est I'are de eiveconférence déerit par le point 1-+ et fquand 0 crolt
de —m+e b w—eg;

Iy est le segment [L—pe™ %, 1—odytage];

I est le segment [1—u-tdntge, L—g-+it];

s : o' . e s s
I'y est I'are déerit par le point 1— -_i@_ +-it quand ¢ croit de ¥, & 1';

I

Iy est le segment [] — -1—);-%-;;, ATy e w’l’]

Iy, I'y, I'y et I'y e dépendent quo de T, mais pad de ¢ ab e

Quand & tend vers zéro, 7' el » restant fixes, les inbégrales gur 1%
ot [, tendent respectivement vers les intdgrales sur les sogimends [L-— 44,
1T—q[ et JL—uw, L—y-41it,], que nous désignerons par (g et ¢, tandis
que la sorame des intégrales sur [, Iy et [ tend vers

1—r o
J (. o) 2 o I-’;[IS,N,.IMH—
1~ ,no'—l-l
+ f His, 2)(1—o)Fe" _(, —H)d )

1wy

icm
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c’egt-a-dire

&

-
. (L —w, 2)4~
2zﬁmﬁzf—~£————’———)——-~— ¥ du - ff/f“(s,z, 2)ds,
r ¥

(1—u)(2—wu)

oll y, esb Vare constitué par la eirconférence |s—1f = r privée du poind
1—#, parcomrn dans le sens direct.
Cette expression est évidemment indépendante du choix de 7.
Siomaintenant T tend vers + oo, 7 restant fixe, les intégrales suyr
Iy et I'y tendent vers zére et les intégrales sur Iy ef Iy tendent vers les
intégrales absolument convergentes

,_]:1

Flim %y ¢ N\
I ('_iB'thiJ” )(+Hlog|ti)')

0o

&t

a’ a’
Fl] — it i+ ————| df.
( ogi ’“) (”T t(logtv)‘

BEn elfet, d’aprés ce que Pon a dit an § 3.6, il existe M > 0 tel que,

r

4t

by, oz l—=— et [2] < 0,

log |t]
|27 (s, 2)(s—1)% < M (log #])®

sl 8 = o+ 4, on a, quand ¢ >

et par suite, pour @ >0,

. © Mt .
[F (s, 2, )] < ——— (log [t[)*.
[

Ceci entraine d'abord que les intégrales sur I et [T, sont de module
au plos égal & ‘

r

o1+ i-“-T) (log T

“II T (
Dlautre part, les intégrales sur 'y et [y sont dgales vespectivement &

_,){1 t !
. ) ] “ i
[ e R [

ot

o a’
E3 R 7 o 3 [
f‘f(l logi +”’z’m) (Hﬁ t(logt)z){

=3
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On voit que, pour |t =1y,

"g""(l io ’||+” )(+"1EZWW)

IL1

, Ko
OB (10 1y Yo o (log [t1)%,

ol

= T £2( 10h ’

et cect montre que les inbégralex de — oo i -ty ot de 1, &
solument convergenfes.

Finalement, on arrive au régultat suivant:

On apour [z|<eoebt o >0

-+ oo gont ab-

) [Pt = @)+ (e, 2),

®,(z) =

2

sin, m‘f H (1 —u, z)u""
(L—u)(2~u)

T

1 ‘
o " du -+ e fﬁ‘(s, 2, ¥)ds,
Yy

r étant un nombre réel satisfaisant & 0 <r <4, ot

wiw, 8) = 2::” d{ﬁ"(s 2 m)ds+*wwf$’a 2, o)ds+
1 )
+ﬁi—__£ gr(l“iag—m-H o5 m)( loglt\ )dﬂ“
- a’
+ E—T ‘1{ &F (1—" -1—6_— + it, )(? -+ 100-?: )dt

4.1.3, Nous allons voir quil oxiste H, of ¢ >
9) e, ) <

On a déja vu que, pour lz| <

0 tels gue llon alt

Hyatexp(—2aV logw) pour a1 et |2l < @

Fl1— @ _L
i ( log it ity g )( * (loglt)) <"

Fixong un s >0 et < 1.

IL]

T log 1),
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L’inégalité précédente montre que, pour |2/ < g, w21 et jif =4,

ﬁ(l—ﬁf—-ﬁ» )(i+—L)
’ o T o |

-Kl (]-Qgiy”)g . R 10g3)
I, (log it] ) —eloglf] —a' —=—
<= z2exp| — eloglif —a log [f
log [t])®
\E%%;f#l a?exp(—Za¥ log ),

olt @ =Va's, car on a

logz \?
elog|t]+ &' WZV a alogw .slog [t]— a =0,

log |4
d’olx
, loga

> 2V o' cloga.

Par guite, pour |2| < g et o2 1, la gomme

1

_gl r
1 . &% & '
E—Ti (1 g+ m)( i)

+oo ;
o o )
al1— % L i
T i if 7 (1 Togt T # w) (er t(logt)z)
1

est de module an plus égal & K,x?exp{—2«Vloge), ol

400
K log J£])¢
£, =2 [ Hogl) g
I
. I .
On voit, d’autre part, qu’il existe une constante K, telle que, &i
le) € o et 31, on a pour tout s appartenant 4 0y ou G,

(F (s, 2, 0)| < Hya® ™"

#1(s,2)
g(s+1)
segment [L—#—dt,, 15+ it], qui contient la réonion de C, et 0., car
#(s,z) est borné pour ces valeurs de s et z, puisque 1—y > o, (o), ot la
fonction I, continue sur le segment [1-—n—ity, 1-—g+d, ], est bornée.
___811_13' ce gegment.

En effet, est borné pour lzj< g et s appartenant aun

2 — Acta Arithmetica XIX, 2
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D’autre part, on & pour & appartenant & C, ou C,

|Log(s—1)| < TE—]—I\I&X(]IOgaﬂ ) log]/?%_g_.,yz)
et par suite ;

(s—1)7"] < exp fo =+ Max (flognl, logVE+ 7)) st el < g

I résulte de 1l que, pour g/ << o et 221,

1 ' 1
| P jgf-‘(s, 2, m)ds—{——zw-—, fﬁ‘(s, 2, o) ds
i ZTC oA T o,

< Bty K™ = 2t WaaPexp (— ploga)

2 ——
< o, Ky (exp (—a—)) atexp(—2u }/logm)
i -
puisqne

A% ’ - 2
—nloge = = ——uai/lou r a4 (]/],ocrw._ f_) .
) 7
Finalement, on voit gue Yon a bien (9), avee
= Iy 28, Ky 0xp (—~-) .
n

4.1.4. Rcmaa:quonb que, powr chague z tel que |z| < p, la fonction
&, est indéfiniment dérivable pour 2 > 0 et on a

(19)
7
1 (1~ 1 b
() = — sin-n:zj Hld—u, ?-)»fu“” 1 g e f«-«-(f—’fl (3 1)"%u"ds
e T2t i 8
r ] Yoo
et

7
rr 1 “ :1‘ "
D, (1) = *—-—S‘lnﬂzf H(L—uy ) u 0" A o f&é”(s, R) (g 1) s,
1 LT .
»

r étant tounjours un nombre véel quelconque satisfaisant d 0 <7 < 9.

% (s, 2) est horné pour |s—1| <y eb |2| < o puisque, gi |s—1] <,
Resz 1—n > oy(p). Comme Ia fonotion 7 est continue sur le digque
|¢— 1} < 9, elle est bornée sur ce disque. On voit done qu'il existe IQ =0
tel que

| (s, )| S K, powr  s—Ll <y eb & < 0.

icm

Alors on a, pour
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w>1 et |2 < o,

] n . )
1_{.%”(1—%, z)u‘zm’”duig K, fﬂ“’m’”du < K4( f @_"Qe*"’dﬂ;) (log w)e?
r r

rlogx

puisque le changement de variable # = vflogs donne

Comme, d’autre part, pour ls—1| =7,

on 4 anssi

nlogx
f»u, ey clu = (logx)®™* f 22670 dv.

rlog sz

[(s—1) "2~ < &/ r 6™,

L_ f,}f?(s,z)(s—l)“zm‘“‘lds
2 S
r

< Koo

8i @ > ¢", on peut prendre r = lfloge.
On voit ainsi que, pour z > ¢ et |2/ < g, on &

(11)

ot

=1, (%

£

1@ (@)} < H,(loga)™,

Shw@

w

f v % do-- e"g“) .
1

4.2. Supposons maintenant que x > 26'7, et £0it £ un nombre réel

satisfaisant & 0 < &<

zf2.

Bi 2l<p, on & pour ¥ <EL O+ ¢

Pye)—Pu()] =

Z /(%)zj‘”)‘< 5’

rl:<n<t w<ngt

On a par suvite, pour [z| < p,

o§

] f P,(2)di— P, (2)

z+§

@

o = Pylo)—-Pa(0)-

- |§ [ (Pf(z)—'Px(z))dtf

2§

<3 f (Pilo)—Pu(o)at = [ Pue)dt—Pfe).

On déduit de l& que, pour |z <

P2 — D,

w4

1 : ,
)< |-gf Py(2) di— ()

&

wré

1
+5 f Py(0) #—P,(0)-

&x
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Mais, comme

Poyz Py pour tza et Plo)<LP(e) pour {<a,

on a
1 L
G f (A <Pofo) < ; | Pilo)dl
& i
et par suite ’ _
1 :M:E ’ ] & o
= [ Pioa—rio < [ Plod— [Pion
* "o i .'{::"-5

On voit aingi que, pour 2| < o,

kg

{ P,(2) i~ B0 —r%—(ﬁu(e)dt— f‘i’gm)dt).

T w r—&

(12) |P,(2)— ()] \i _____

Maintenant, la formule (8) donne

& PR

[ Pyt = [ Pue)at— [ Py(z)dt
A { 1]
= O (x+ E)— D (w}+ 1w (v+ &, &)—w(x, 2)

= @ (a)+ f (L ) B (-4 ) - (0 &, 2) = 0 (@, 2),

et

o+§ wep

| Pye)ar— frt(@ it ﬁﬁf Pylo) a:H-f fq o) d/,_zf Pylo)dt
= By E)+ By w— £)— W’( ) - (w-- &, o) -wle—§&, o)— 2w(e, 0)
. 1
=& [ (1—u)[ B (2 ué)+ D, (o) du+
. .

oo (- £y p)bae (@ — £, 0)— 2w {m, ).

Aingi (12) montre que Ton a pour 2| < p

|2, () — Pl(2)| < ~(8up 1 (o)l Sup 1 (@t )40 (2—ud)])+

Dl O 1
L @&, 4 (o, @)+ (@&, @)+ wle— &, 0) |+ 2o, o)
- &
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et, en teqa.nb compte de (9) et (11) et observant que y

3 2
) o log?
1 > log2
0g(x— &) = logz—Ilog2 = logw —
og

1
2(1_7“&-) logs =

1in-+-log2 1/n+log2 }ogx

et

logz—Ilog (:17—— £)

< 10“(1"/(55 f))
1/10g"17+1/10g(.2? E)

Viegw —Viog (z— &) =

< log2 1/ 7log?
2V log(z, 1/2) 2 7

ceci donne

; H _
P, (2) — @, ()] < Hy(loga) &4+ —5—‘ a*exp(—2aV logs),

ot
1 log(3/2) \& ! :
[ 1[2 ( 1/az+17g39?) ] ezt
Hy = 1 Y
{Hz[l—!—g(- 1og‘>) ] gi p<1,
at

15 L
Hy = Hl(?’ —J—exp(aﬁylog.?)).
Si.x est assez grand, on a exp(al loga) > 2(logw)* 92 et on peut
prendre & = (logz)'" " exp(— a¥loga), ce qui donne
1P, (2)— DU{o)) < (Hy Hy) e (loge)e V2 exp (— ¥ Togz).

On a ainsi prouvé gue, quand @ tend vers +-oo, on a uniformément
pour |e| < o

l P (1) I
Z z(n)e

nED

Py(2) = DL +0( v(logz)eD2exp (— a¥ logz ))(9).

(%) On remarguera que, lorsque = est uil entier < 0, eette relation se réduit i

3y = Oz (logaje-1)2 exp(—al"logm))

e

car on voit alors immédiatement sur la formule (10) que @;(w) = 0.
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4.3. Tl est clair que, pour achever la démonglration de (5), il ne reste
plus gquéd prowver que, quel que soit g entier = 0, on a uniformément

NI
(]

- (log )™ T4 0( (lf)g’l)“"‘z‘”a»-z)‘

pour lz] < ¢
0
o | N1 AR
(@) = w(log) {% oy
& .

c’egt-i-dire

1_@By{z)
Ila—3)

j=0

() =

(13)

1 .
4.3.1. On sait que, pour & fixé, avec || =g, " H(s, 2) ext wne fonchion

de s holomorphe dans le domaine intersection de A avee le demi-plin
Res = ao(|2]), donc en particulier, puisque oe(l7]) < 7o), dany le digque
lg—1| < 8, oit § =1—ay(e) (de sorte que 8 = ).

Dlaprés la définition des fonetions B; on a pour. [§—-1] < ()

Zﬁf

¢ étant un entier > 0 fixé, nous poserons

ZB

Fetd

--./f(s 2)

(14) m/f (s, 2) M s— 1Y 4 Byls, 2) (s— 1),

de sorte que lon a pour |s—1Li < é

e .
z) = Z B;(2)(s— 1)t

Jemgt1
On va voir qu'il existe H; > 0 tel que Pon aib
LBy (s, 2)l < Hy
B effet, soit & satisfaivant b n < 8 <4
Sife~1l =< ¢, on & Res 2z 1~ 48" > o4(p).
On sait que %(s, 2) est borné pour Res:z L— 0" ot |#| <

(1.5) pour  ls—1j<y eb bl <

% 0, (o gorte
1 A N ,
quil en est de méme de -E-fé(s, z). Comme, par ailleurs, la fonction 7 el

holomorphe dang le domaine 4, gui contient le disque fermé |s

?
1
on voit que ;W{s, #) est horné pour [s—1< 4" ef |z < o:
1l existe X ;>0 tel que
41 ' ‘ :
_?,%”(s,z) < Hy; pour

ls—1 < d" et |2l <o

icm
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<

Po_u_r z fixé, on, peqt appliquer Pinégalité classique de Caunchy pour
le coeffigient de (s—1) dans le développement en série de Taylor de

?Jfé"'(s, 2) au voisinage du point 1. On voit ainsi que, pour |2| < o,
XKy
ik
p et |s—1| <
? 2—1 K
2(85 )l < 2 K, T e
848 —un)

I=g+1

(16) 1B (2)l <

Il en résulte que, pour izl <

4.3.2. En supposant @ > e, mous prendrons r = 1flogz dans la
formule (10) et nons v remplacerons 3 (1—w, 2)/(1—u) et 3#(s, 2)/s par
leurs expressions au moyen de la formule (14).

En fenant compte de ce que (—1Ysinmz == sinn(z—j), on obtient

- aingi
. 1 4 1
< F — Az e s gz
. (2) ;B?( )(ﬁ&mn(z g)rf 2m_;!(s 1) des)+
1 7
4 Zginw{r—-g—1) qu(léu,z)u““‘zm“”dqu
T
-}———l— IR (8, ) (s— L% ds
omi J T _
q
= ymB (z)( ginw(z— j)f uf e ‘1’dﬂ+w—f(s~l)""”m"'*1ds)+
?==0 Fed
+ Wiz, 2),
ol
2 sinw{e—, e
Wiz, 2) = —{}; B, () ——— J W e Y+
i= 7

© ginm(g— q_l)f Rq(l—%, z),urq-}-l_am—udu_!__
-—““"ﬁ' .
; .

+ 9—79“ qu(s, 2)(s— 1) E 1 ds,
2T

On voit que Yon a pour 0 <<j<q

(logay*—7—*

) Ty

1 i 1
—sinr:(z~—j)f Wy b f (s— 1Y% ds =
T g 2t _ :

Y
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En effet, en posant« = v/logw dans la premiére intégrale et s == 1™
= 1-4-¢ ]10gm dans la deuxidme, on obtient

[}

e
(loga )1 (A sinm(2—7) f vFem " do - ——i— f €70~ axy () qia”’do)
T y 2mi o ’

ou
Foa

smien| & ) . 1
(log w)*7 .1(-—s1nn(z—3)f il L (7 Np— f geehde],
T . 2 ;
1
olt 7" est la circonférence |{| = 1 privée du point —1, parcourne dans le
seng direct.
Daprés une formule hien connue, la quantité entre crochefs est

gale & !
" I(z—j)

qupte-tenu de {17), on voit gue, pour établiv (13), il suffit de
montrer que, lorsque # tend vers 4 oo, on a uniformément pour |2| << p

(18) - f u"“zw’“dusO((_ldgm)“f""‘*’"“) pour 0 <j§

"

A

4,

7
(19) fR,l(l——u, gyud Ty iy = O((logm)mz““'“”)

&t
(20) . [ By (s, z)(s—l)w

sl—-1 ds = O((logm)m“"“‘H) .
Yr :
Pour établiv (18), nons faisons d’abord dans Uintégrale le changement

de variable # = »/logw, ce gui donne

oo . +o0
f W g — (Ilogm)z-s'd f e qu
’i nlog e :

Comme logz >1/7 >1, on a pour |2 < o

-leo 0o
f v 2e “1’(4’1:| f gt g~ gy,
7 log w ylog

Hlogey ' < (loga)™ et

Remarqiions: maintenant que la fonction égale a gitegn g pour

o - -+ .
dérivée logarithmique q@ g —1, qui est< ~}- ]:)om vz yloga dés que
lowp = 244+ e)
i =7
. Ui
2
Donc, siwz exp(—-(ﬂle—)), oL & Pour 9= ylogs

v*7e 67" < (nlogw)Ttee O Taxp (— ${v—nloga))

icm
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el par suite .on a
feo

[ vt do < 2 (yloga) e eTIEE

nlogxw

Finalement, on voit que l'on a powr x> exp( (q+g)) et 2| < e
1
. Yoo
' lf uj‘zm"“dul<29;’1*’9(10gw)‘1+29_16“”1°“,

ce qul entraine (18).
Maintenant, (19} ef (20
On a pour [z] <o

) &’établissent aisément en utilisant (15).

7 2
] o | 1 Tte g e
‘qu(l__u,’z)u4+1 20 'Ld'lt§§H5f’i\"q’1 Be 7 et g
r ’ ' r

nlog:e
< H5(10g-’1’)ﬂc z—g-2 J ,Dq+1—al'teze—v dw ‘.

- 00
Hy(loga)™* 22 | o250 do,

1

i

D’autre part, en posant § = 147 =14 Togw

, on trouve

J R, (s, 2)(s— 1) 74" ds

= (loga)” f R, (14 16", 2) %07 D exp (¢¥) 1”@t

—T

Mais, 5 |2} < g, on & pour —nw < < w

| R (L4re”, 2)| < Hy et [P Pexp(e)ie”] < 67

On a done pour |2 < ¢

2

IfR '5’:~)(S‘“—1)q+1 2 ds | < 2mH et T (logw) eI E,

5. Applications. Les formules (1), (2) et (3) d’Atle Selberg permettaient
déja d’établir un certain nombre de résultats concernant les forcetions
w et Q, comme il est indiqué dans article d’Atle Selberg et dans deux
articles que nous avoms écrifs précédemment (7).

(") Swur des formules ddes & Aile Selberg, Bull Beio Math. (2), 83 (1959), p. 101-111,

et Sur ie nombre des diviseurs premiers de n, Acta Arith, 7 (1962), p. 191-215.
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Tn prenant simplement ¢ = 0 dans la formule (0), on pent évidem-
mnent établir des régultats semblables pour toute fonection additive I
& valeurs entidres = 0 telle que f(p) = 1 pour tout p et pour laquelle,
lorsque V'on prend y(n) = 1 quel que soit n, le B de notre théoréme est = 1.
(Cette dernidre hypothése n’est d’ailleurs néecessaire que pour une partie
des résultats dont il s'agit). '

Nous ne voulous pas insister ici sur ces résultats, mais indiguer
plutdt ee que I'on peut obtenir de plus en utilisant 1a formule avec ¢ quel-
COnYUe,

5.1. Comme premiére application, nous donmerons le théoréme
snivant.

TaEorEME 1. Soit f une fonction additive & valeurs mtwes = 0, telle
gue f(p) =1 pour lout p prewmier.

Soit, dautre part, x une fonclion multiplicative ne prenant que les
mlem:s 0 e 1 ef telle que y(p) =1 pour fowt p premier.

Etant donné Ventier » 2 1, il ewisle ume suile de polyndmes Py, P,

ey Pyl de degré < v—1 telle que, quel gue 503t ¢ entier = 0, on o pour x
tendamt vers 4 co
L wP 10 100" ) z(logl
I clog
o g = N IEOERED  o(20eEE )
rw el (logz)©+*
Jmy=»

Te coefficient de X'~ dans P,(@) est

(—1Y
— 7 piy y o) e 2 (p")
ot ok B H( )
HpF)=0
. .’
8i f(n) = 1 pour tout n > 1, ceci est égal 4 m(-——j-——f)—— cor I'(8) = —l
- 8

5.L1. On est dans les conditions d’application dn théoréme prineipad,
» Remarquons d’abord que, d’aprés la formule qui détermine log fone-
tions A;, on a 4,(0) = 0 pour tout §j = 0.

On peut donc écrire, pour |2| < R,

400 '
-A-g'(z} == 2 a;mzk .
k=1

On va voir que l'on a la formule (21) aveo

L4

. a’ N
PE) = 3,

k=1
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En-effet, quel que soit g 3> 0, on peut écrire, pour tout = tel que [z« B
et tout & >1,
q

(22) N pnyef™ — 3 w(logay I A, (#)+Qlw, )
NEEL §=0
D’aprés la formule (5), on & quand ® tend vers -+ oo
Q. (2, 2) = O(m(logm)m“_’f’g}
et, quel gue soit peH, le O est uniforme pour 2] << @
En prenant en particulier ¢ =1, on voit que

Q, (@, 2) = O{z(logz)™®"") uniformément pour |2/ <1

En remplacant ¢ par g-+1 dans (22), nous écrirons

g+l .
(23) X = 3 zoga) I 4;(2)+ Qaia (@, 2),
avee i H' .

(24) Qg1 (2, 2) = Olw(loge)™?"*| uniformément pour |ef < 1.

Pour # fixé, le premier membre de (23) est un polyndine en 2 oit le

coefficient de # est Ia somme 3 y(n). Chacun des termes de la somme
s .
fn)=v
au second membre est une fonction de z holomorphe pour [z < B. Il en

est done de méme du terme @, (@, 2). Le coefficient de 2” est la somme
des coefticients de 2 dans les développements en série entiére des différents
termes.

On voit immédiatement gue le coefflment de 2 dans le (].éveloppe-

ment de z(loga)* ' A4;(2) est P, (loglog®).

(logfw)f+1
Dautre part, d’aprés Pinégalité classique de Cauchy, il résulte de
(24) que le coefficient de ¢ dans le développement de @, (®, 2) esh
Oz (logz)™"") quand # tend vers - oo.
On obtient ainsi

& P, {loglogw)
— el —g—2y -
,;; xm) _% (logay+* + 0 {z(logx) _):
fimy=» =
ce qui donne bien (21).
B
5.1.2, Notonz que, d’aprds la formule A;(e) == }_(,;Lz)_j ., on
. ’ _J
a a;, = (—1YjlB;(0}. .
' —1YjlB,
TLe coefficient de X" ' dans P;(X) est donc (—17j18;(0) ‘

(v—1)!
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B, (0} est le coefficient de (s—1Y dans le développement de Taylor

1 . 1 -
au voisinage du point 1 de — (s, 0), o'est-h-dive de :@’(s, 0). On a
& é

1 . .
done B;(0) = o FD (03, ol

f(s) =—§ (s, [{(]4" \1 "y(,ﬁ, )

Fy=e

51 1’011 a f{n) =1 pour fout » > 1, on voit que (s,
que F(s) = 1/s.

5.1.3. En prenant f = o, y = u?, on f = w0, x(») =1 pour tout n,
ou f = 2, ¥(n) =1 pour tout », on retrouve comme cas particuliers les
résultats établis par Landau (%) pour

z, (%) = nombre des » < qui sont le produit de » nombyres premiers

digtinets,

o, (#) = nombre des » < 2 pour lesguels o(n) = »,

0) =1, de sorte

g,(®) = nombre des n < & pour lesquels £2{(n) = v.

5.2, Comme deuxiéme application de notre théoréme prineipal,
nous donnerons le résnltat snivant.

TutoREME 2. Soient f et y une fonction additive et wne fonction wmulti-
plicative satisfaisant auw hypothéses du théoréme principal.

Supposons que Pon ait B >1 (9.

Alors, dtanit downé Ventier » = 1, il emiste une suile de polyndmes T,
Ty oo Iy, oy 0d 1Dy est de degré v ety pour § = 1, [T, est de degré < v—1,
telle que, pour fout g entier =0, on o guend z Tend vers 4 oo

4 5 . -1
(25) V x(m)fn) = ! g‘{]}(loglc;gﬂ 0(1 (100105{:») )
Ll e (logax) (log eyttt

NELL J=0

Le cocfficient de X" dans I1,(X) est

=k
s 1§57

(%) Tber die Ver teilung der Zahlen welche aus v Primfalioren ,/M.smnuneng(malzt
stml, Nach: Ges. Wise, Gottingen, 1911, p. 361-381,

(*} 11 est clair gque cette condition est dquivalente & la suivante: I1 existo un
e>1etun g< 1 fels gue

; 7
i (p%) /07
D, H < e
]':?_,

S
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Oelui de X™' est

1)(( v;l

Pour j >0, le coefficient de X"

—i—;:) @ (1,1)-]—.@”;(1,1)) ¥ ol y est lo constamte @ Buler.

dans IL(X) est

(—1y=t 2 m(l),
J

§

: . oo
G (s) =-1-'-,%’"(3,1) =(8—_Mn(1+zi%f;—)) (1;417)-

Si x(n) =1 pour fout n,
(s—1)Z(s)

§

Gis) =

Si gy = p?,
(s—1)c(s)

Gls) = SE(25)

5.2.1. Comme pour le théordme 1, on peut écrire (22) pour tout 2
tel que j2i<F ef fout @ > 1 et on a quand z tend vers 4 oo
@, 2) = Olw{loga)™ere~%);

de plug, quel gue soit ge®, le O est uniforme .1:.0111 2] =
Pour tout £ tel que |ef eE on peut prendre z = 65 danq {22), ce qui
donne '

@6) N gmexp(cfi) —

it ¥

[ e

o (loga )™ 11 4,(6) +-Q, (x, &),

I
=

et on a guand » tend vers 4 oo
Quli, &) = O (loga)™e—17%.

On voit de plus que, quel que soit u = 0 tel que “<B, le O est uni-
forme pour |{] < «. On o par suite

Qg@, ) = O(z(loga)” 2% uniformément pour |7} < u.

Tixant un » >0 tel que ¢“«F et un entier m = €*—1, nous rem-
placerons ¢ par ¢+ m dans (26) et derirons

o+

27) 3 gmesp(if(n) = o(logal " 4,6+ Qpunle, €),

nay =0
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avee
(28) Qi@ e.c) = O(m(logm)'q‘l) uniforménment pour [£] < %

Pour = fixé, le 1)16111161 membre de (27) est nne fonction entiére de ¢
et le coefficient de ¢’ dans son développement en série entiére esb

= Do

el

Chacun dey termes de la somme au second membre étant tne fonetion
de ¢ holomorphe pour [I] < w, il en est de méme du terme Q. (v, 35)‘

On voit que—Ew 3 gm)f(n) est la somme des coefficients de {* dang
'.V. W
les développements en séries entidres dey différents termes du second

membre de (27).

i Fon pose, pour chaque j= 0 I(X) = »! coefficient de (" dans
le développement en série entitre de A {(¢)exp(X(¢f—1)), on voit
que, pour tout z > 1, le coefficient de {” dans le développement en gérie
entidre de s(logw) ' A,(6F) est

1

~—-_-—-—————ITI logw
I (loga)y 1o ).

Drautre part, d’aprés Pinégalité de Canchy, (28) montre que le coeffi-
cient de ¢ dans le développement en série entitre de Qg..,{#, &) est
O{e(logz)™*) quand x tend vers - oo.

 On trouve ainsi que, quel que soit g entier =
vers oo

@) D amy

e

0, on a gquand @ tend

_ all; {loglogx) e
HZ W + O(w(loga) ).

On voit de suite que chaque I7; est un polynéme de degré < » ol

le coefficient de X* est A,(1).

B(2)
'z~ j)
F=1, on voit que, pour §= 1,17, est en fait de degré <

Aingi (29) denne bien. (25).
On voit immédiatement que le eoefficient de X" dans IZ,(X) esb

C-omme, d’aprés la formmle A.j(‘z) = y oo a A1) == 0 pour

r— 1.

A1) = By(1) = #(1,1) = #(1,1).
Pour § >0, on voit que le coefficient de { dang le développement
ot .
en série entiére de A, () E,j;?;t(-e )j) est (—1Y 7 (j—1)1B;(1).
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Il en résulte que le coefficient de X*~* damns Ff{X) est

. " 1
(=1 U= 0) = (=160, o Gl = G, D).
Pour avoir le coefficient de X' dansg J7,{(X), on remarque que le
By ()

développement en série entidre en & de 4,(ef) = commence par

I(e*)
Bo(l)—l—(yBo'(l)—}—B(',(l})i‘ , Clest-a-dire, puisque

(1, 1)+ (9 (1, 1)+ 21, 1)L
On a done 3 prendre le coefficient de ¢ dans
W[ Z(1, D+ P, D+Y0, D)OE—1,
ce qui donne .
[( y—1
A

5.2.2. En prenant f = o et y{n) =1 pour tout » ou bien y = u?
on cobtient des évaluations des sommes
2 w(n).

E onY et

By(2) = #(1,2) = %(1,2), par

+y)f¢(1,1)+f£;(1,1)]-

NEL nLxr
new)
En particulier, pour » =1, on trouve que l'on a, quel que soit ¢

entier > 1,

q .
_ — 1y S
Zw(-‘n) = zlogloga+ b1m+2 (—‘QL Gy (1) o m) -1+ 0 (W),
nssw i=1 d ! ’ B

aves

B p 1\ (s—1)2(s)

e et AU R S
formule gui a été établie élémentairement & partiv d'une forme forte du
théoréme des nombres premiers par B. Saffari (%), et

6
2 o(n) = ry zloglogo+ by+

NET i
+ (
=

nel)
(*°} Sur quelgues applications de la ““méthode de Uhyper bo?s” de Dirichlet, L'Ensei~
gnement Mathématigue 14 (1968), p 205-224.
En fait, Saffari évalue, plns généralement, I wyg g(n), ol wgiin) est le nombre

nEL
des divisenrs premiers de n satisfaisant i p = I(mod%) {avec (k)= 1).

-1
) *
ww) oo +0 ( (fog ™ )
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aved
6 R P 1 )) ) (1) 00s)
=y log—— — ot Ga(8) = —— .
b, (3 P Gals) = =

Remarquons que, toubes les fois que les hiypothéses du ﬂworune
sont satisfaites avec y{n) = 1 powr tout 2, on a, €n prenant » = letgz 1

2 Fin) = aloglogat [y-+ 71, Lo+

T

V ,:__jm_ a1 ’ ()(4_.[‘”_< M)’
J M log (loga)” - )

;f:l
olt &, est la méme fonction que ci-dessus. ,
5.3. La méme méthode permet d’obteniy, pour toute fonction additive

£ et toute fonction multiplicative y satisfalsant aux _hypnthéses du théo-
réme 2, un développement asymptotique de la somtne

E z(n)(f(n)—logloga’,

qui est le 1)1'0(111% par »! du coefficient de ¢ dans le développement en
série entiére en ¢ de
Z x{n) (Y™,

On obtient ainsi, en particulier, des développements asymptotiques de

2 x(ﬂ)exp{(,‘(f(ﬂ)—loglogw) = {loga)™

fe

2 (w{n)—loglogay, 2 (cw(n)—logloga) et Z (Q(n)—logloga)”.
HIL [T NELT
nef) :

6. Généralisations. _

6.1. Indiquons d’abord que l'on peut ajouter & notre théordme
principal le complément suivant, qui constitue en fait une généralisation.

Fitant donné Ventier k > 1 ¢t Ventier relatif 1, il ewiste une suite de
fonctions Ay, AT, ..., AF,... définies powr |z[eE, holomorphes dans
le disque owvert | < R, et en oulre continues sur le disque fermé 2| < B
dans le cas ol ReE, telles que, quel que soit Ventier q =2 0, pour fout 2 tel
que |z el, on @ quand & tend vers - co

a

_ “ o Al (z) 1 |
y n rar\F— 1 ! U L
2 pm = wllogs) {7;5": logay O((Iﬂgm)‘*""l)l

R
a=i{mod &)

et, quel que s0it o >0 appartensnt & B, le 0 est uniforme pour |3/ < g
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Les fonctions A dépendent uniquement de k et du plus grand commun
divisewr de & et 1,

6.1.1. Lorsque (%, I) = 1, 1a démonstration se fait comme guit.
On introduit les fonctions de Divichlet Ly, Lo, ..., Ly eorrespondant
anx différents caractéres yy, xa, ..., xuuy modulo & (y étant le caractére
prinecipal) et on considére encore un domaine A déterminé de la méme
fagon que précédemment par deux nombres réels t, et a4, ol ;3> e eb
0 < o< $logé,, mals avec la condition *Z{o--11) 0 remplacée par
“Lo(o4it) # 0 pour § =1,2, ..., p(k)".

On considére les fonetions 1,1y, ..., ;) holomorphes dans 4 et
définies comme suit.

I, (s) est la branche de log({(s—1)L,(s)} qui prend la valeur log tpgk)
5

pomr s = 1. Pour chaque § >'l, L (s) est la branche de logZ,(s) qui est

bgale ém > x" P}

B

~Pour chaque J, on définit (s, 2) pour [z|<F et Res > o, (|2]) par

(s, 2) =”(1+2 (0" x(_,pr f(m)(lm x}(f))z,

puis #;(s, z) pour |z|<H, sed eb Res > o,(]2]) par

pour Res >1.

H;(s, 2) = (s, zyexp (2l (s)).

On voit que, quels que solent g¢® et o, > a,(p), chacune des fone-
tions ¥; est bornée pour Resz oy b |3 < o.

De plus, étant donné geB, o satisfaisant 4 0 <a' <@, et t=1, et

!

73 .
tel que 1———— > gy(p), il existe M >0 tel gue, sl s = o3t

" Togi, avec
al
Hl =t el o21— w, on a pour |2 < e
|91 (s, 2}{s —1}7°| << M (log [t])®
et, pour chaque j >1, [#(s, 2)| < M (Jogt])® : .
23 (m) g (n) 2™

Eta.nt donné g eE on montre que, s.1 2] < .

@, les sérieg Z LR A
. H

sont absolument convelgentes pour- Res >1 et on a

ST H0 . A= s =1,
) _

n . EAICPE S TN | R - U

1

3 - Acta Arithmetica XTX. 2
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On en déduit que, si |2/ < o, on a pour Res >1

()& L PN Koy 2

S = (s, 2)(s—1)""4 w05 (8, 2)

N > ‘?:'(k) 1( ' )( ) (]J(]G j_:l 7 FASERCI R
n=l{mod k -

la série au premier membre étant absolument convergente.

La démongtration s’achéve en suivant fidélement ce qui a été fait
dang les paragraphes 4.1.1 a 4.3.2,

Les fonctions A7 sont définies comme suit pour [2|<fd.

1 1 ) .
Le développement de Taylor dem oy (8, 2), qui est wune

fonetion de s holomorphe powr sed et Res > oy(f2]), an voisinage du

point 1 étant Y B (s)(s—1), on a
o

B (z)
A2 () =
R Py
6.1.2. Lorsque (%, I) > 1, la démonstration est un peuw plus compli-

quee.’ _
Si Yon pose (B, 1) =4, B =dk’, [ =dl, on peut remarquer que Ia
condition n =71 (mod%k) est équivalente &

no=dn’, aveec »' =1 (modk’).

Lévaluation de
x (11-) 21

s

it (mod k)

pour Res >1 et |2| ¢ #e raméne ainsi i celle de

% ( d%) zf(dn)
e

- nt
szl (mod &)

.

et par suite & celle des sommes des séries

T () ()2
3 ainaggor®,
1

oll ¥y, fay ... sont les caractéres modulo %',

Ces dernifres sommes s’expriment encore sous forme de yproduits
infinis dont on voit quils sont égaux & (s, 2)(s— 1Y%, (s, &), ...y
ol les fonctions o#; sont définies convenablement sur un ensemble de
méme type que plug haut. ‘

6.2. Avant d’énoncer les autres théordmes que noug avons en vue, il
nous faut introduire une certaine classe d’ensembles de nombres premiers.
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Btant donnés les mombres réels 7, >1 et a >0, nous dégignerons
par D(t,, ) le domaine constitué par Pensemble des points o4 pour
lesquels on a

&
ou bien |f] =1, et ¢ >1—
UEas el
. @
ou hien [f] <#, et o >1—— .
logt,

Ceci dit, nous dirons que I’ensemble 4 de nombres premiers est wn
“bon ensemble” (de nombres premiers) si I'on & les propriétés suivantes:
1. 11 existe A xéel, f, = ¢, @ >0 et une fonction % holownorphe dans
le domaine D{(?,, ), tels que on ait pour Res >1
(30) yi A Log—— £ R(s) ().
Ld pt §—1

ned

3. 1 existe K’ et K" >0 tels que, pour s — o--it, avec [t = i, eb

g>1— -
logft] ’
| (8)+ ALog
|
1
H est claiv que #, efi & ne sont pas déterminés de fagon unique: on
peut toujours aungmienter ¢, et diminuer e¢. Si deux nombres donnés t,

et ¢ conviennent, nous dirons qu’ils sont appropriés & lensemble A.
On remarquera gue la propriété 1 implique que le nombre des nom-

=T

|
\g K'loglog iti+ K"

s—1

bres de 4 aun pluy égaux & x est 1 40 ~| lorsquie « tend vers
logx log

-+ oo, ce qui revient 4 dire que Pensemble A est de densité 1 par rapport
a Persemble ds tous les nombres premiers (7). Nous direns done que A
est un bon ensemble de nombrey premiers de. densité 1.

I 1
(1) Comme on a, pour s rdel> 1, 0 < 5 — < 2——, on i néeessairement
. S ns
! Jed ¥ r
(UES R

{**) Bi A= 0, on le voit immédiatement en remarquant que, par dérivation de

(30}, on a pour Res > 1
log % A
Sler Ay
ped P ) s

et appliquant le théortme de Ikehara, ee qui donne 5 logp ~ Ax.
<z
et
81 2 = 0, 1] résulte d’un théprtme elassigue de Landau que la série de Diricllet

1
2 -— aune abscisse de convergence oo < 1. Alors, pour o, o< 1, 31 =o0{x").

ped P pea
ved
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T/ensemble de toug les mombres premiers est un hon ensemble de
densité 1, car on @ les propriétés 1 et 2 en prenant i, et @ respectivement
an moing gal et inférieur & ceux qui avalent 666 fixés an paragraphe 3.2 —
ce qui implique que D(ty, @) s0it contenn dang le domaine 4 fixé 4 ce

moment —, A =1 et
‘ 1
b0 160 3 e
sy =10)— ) o

b
=1

Trenzemble vide est trivialement an bon ensemble de densité 0.
Tl en est de méme de tout ensemble 4 fel que

2 ;(, <l—|—oo

ped

pour un o < 1.

On voit sans peine (33) que, si & est un entier >1 et | un entier quel-
congue premier avec k, Pensemble des nombres premiers tely que

p = l(mod k)

est un bon ensemble de densité 1/p (k).

On voit d'autre part que la réunion d’un nombre fini de bons ensem-
bles disjoints est un bon ensemble et que, si A, et A, sont deux bhons
engembles et 4, < 4,, 4,— 4, egt un bon ensemble.

6.3. Ceei dit, on peut généraliser le théordme principal comme suib,

TukorRIME B. Soient f wune fonction additive & valeurs emtiéres > 0
el x une fonotion multiplicative ne prenant que les valewrs 0 el 1.

On définit comme dans le théoréme principal Vensemble E et le nombre R
{gud est doncz=1).

" On suppose gue x(p) =1 pour tout p et que fp) =0 ou 1 powr tout p,

Densemble des p pour lesquels f(p) == 1 élant un bon ensemble de densiié 1 > 0.

Alors, i existe une suite de foneiions Ag, Ay, .oy Ay, ... Adfinies pour
i¢teXi, holomorphes dans le disque owvert |z| <K, e¢f en outre continues sur
le disque fermé |o! < B dans le cas o Rel, tolles que:

quel gue soit Pentier ¢ 2= 0, pour = tel que z|<¥, on a quand o tend
per8 oo ‘ '

L4
> xtwe — agogape | (1;;))" +0( (10;)““‘)}’

T je={

et, quel que s0it 0 >0 a.p;rmrtemnt'c‘n B, Te O est uniforme pour |2 << 0.

. 6.3.1. Pour démontrer ce théoréme, on introduit un domaine 4’ qui

sera le domaine D(t, a) ol #, et a sont appropriés & Lensemble des p .

(**) Compte tenu de résultats classiques concernant les fonotions L de Diridhiét.
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tels que f(p) = 1 et respectivement au moins égal et inférieur & ceux
du paragraphe 3.2 (de sorte que A" est contenn dans le domaine A défini
dans ce paragraphe).

On définit % (s, 2) pour |z|<E et Res > o,(]e]) par

o= ey F @5 #0)
s = [T 5 2 ol
%1

puis H#(s, 2) pour |2|eB, sed’ et Res > oy(lz]) par

H{s,z) =9s, z)exp(ho(s)+(z—l)h1(s)),

‘ 1 R
ol h(s) = Hs)— Zk_pﬁ et h, est la fonetion holomorphe dans 4 telle

K
k=1

que Yon ait pour Res >1

1
§—1

1
— = ALog
fpi=1

+hy(8).

On voit que, quels que solent pe<® et a; > o,(0), la fonction ¥ est
bornée pour Res = oy et |2l p.
De plus, étant donné peX, ¢ satisfaisant & 0 <a' <o et &, =21,

tel que 1-—

Toei }au(g), il existe M et ¢ >0 tels que, si § = o441,
0L .

¥

avee |[H! >4, ek o2 1— ;0N @ pour 2| < g

a

log it]
|3 (s, 2)| < M (log [¢])°.

12y ()™

5

Etant donné pe<X, on montre que, si |2]'< g, la série .

. }
est absolument convergente pour Res >1, avec pour somme
H(s, 2)(s—1)"UriE—)

On achéve la démonstration comme précédennmnent.
Les fonctions 4, sont détérminées comme suit pour |z|eH.

1 .

Le développernent de Taylor de . H#(s, ), qui est une fonction de s
holomorphe pour sed’ et Res > oo{|2]), an voisinage du point 1, étant
+oo ) :

Y Bi(e)(s—1Y, on a
i=0

_ B;(2)
4 = Fre—n—j11)”
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'6.4. Au lieu d'une seile fonction additive a valeurs enbme'h =0,
on peut en congidérer similtanément plosienrs. '

Nous nous bornerons ici & deux.

On. a, par exemple, le théoréme suivant.

Trhorkse C. Soient fi et fy deww fonetions addilives & valewrs entitres
20, e y une fonclion multiplicative ne prenant que les valeurs O ef 1.

On suppose gue y(p) = 1 pour tout p et gue, pour chaguep, on a f,(p) = 0
ou 1, folp) =0 ou 1 e fLi(2)fulp) = 0.

On suppose en oulre que Uonsemble des p pour lesquels fi(p) =1 et
Pensemble des p pour lesquels fo(p) = 1 sont de bons ensembles, de densitds
respectives A, et Ay, avec A+ Ay >0,

Pour chaque couple (o,, 0z} de mombres réels 2= 0, definissons oy(py, 0q)
comme élant la borne inféricure de Pensemble des o véels > § powr lesquels
on

i 5y Fa
O 2(p")ght" ple™ oo
Z g ___
& P '
2 :

§i cel ensemble m'est pas vide, el oo dans le cas contraire.

I est clair que, si o, < o) et ng'g;, o o a0y, 02) < oplon, 04), e
gue, i o, <L e p, <1, on & oy(oy, 02} = )

Soit B Uensemble des couples (g4, g,) de nombwe réels 2= O pour leeg{uels‘

(915 02) < 1.

IT est clair que, si (g, pu)el b 8i 0] < oy 6 0y <<
plus B contient Vensemble produit [0, 1]x [0, 1].

Ceci dit, on a le »ésultat suivant:
_ Il ewisle ume suile de fonelions Ay, A, ..., Agy oo défimies  pour
(lz1]y l2al) e B, € holomorphes en =, e 2, & DVintérieur de lewr ensemble de
définition, telles gque: ‘ :

Quel que soit Ventier g = 0, pour tout couple (e,
on & quand @ tend vers -+ oo ‘

2 (1) 20200

WD (lOg’l‘) Az~ "7{*2“‘1){

02y (01, 0§) e B, De

s @) el que (2., |22]) < B,

'-1 Az, 2,) 1
2 et sgarn ]}

el, quels gue soient g, et 05 = 0 tels que (gq, p)ell, le O est uniforme ponwr
2] << gy €t 2] < gy & :

j=

Un cas particulier intéressant est celui ol fy(p) = 0 pour tout p
(de sorte que 1, =0),

6.4.1. La démonstration ést_ semblable & celle du théorime B. On
prend cette fois pour domaine 4’ le domaine D (t,,

@) 0_1‘1 ¥ et a4 sont appro-
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priés & la foix & I'ensemble des p tels que fi(p) = 1 et & Pensemble des p
tels que fo(p) = 1, et encore respectivement au moins égal ét inférieur
h ceux du paragraphe 3.2.

On définit “F(s, 2y, ;) pour (|zyl, (@) el et Res >‘o*ﬂ(]zli, [2a]} par

i) gl R) fal1F)
ot = [ o S A

zJ]’J.(I?) z{z(?’)
p.q_ ) ’
puls #{s, z, %) pour (i, tzmeE, sed’ et Res > oy{lz], lea)) par

K, 2y, 2) = D5, 21, 2)0xp (ho(8) 4 (51— L) B (8)+ (2a— 1) ha (8)),

ol L
hols) = 1{8)— Z ““Tp,-'s 7
21

comme plug hant, et h, et h, sont les fonctions holomorphes dang 4
telles que Von ait pour Res > 1

1 1 1
v =2 Locr 3 +hi(s) et E - = L,Log +h.,(s)
f](?) 1 .fg(p) 1

Si (legl, 12.])eE, on o pour Res>1

8

oo AU .
) e et
pd 2 ?:oz F = (s, 2y, 2) (s— 1) TR A v,

1
1a série au premier membre étant absolument convergente.
Les fonections 4, sont définies comme suit pour ([z], A

1 . .
Le développernent de Taylor de — # (s, 2, ), qui est une fonection
5

de s holomolphe pour seA’ et Res > ay{izf, !zo\), au voisinage du point 1,

éta.nt ZB (21, 2,)(s— 1), on a
=0

B, (2,, 20)
It fer— 1)+ Aa(2a— 1)+ 1)
On peut remarquer que la fonction #° est holomorphe en s, 2, et 2,
4 Tintérienr de son ensemble de définifion.

6.4.2. Dans le cas particulier ou f(p) = 1 et fi(p) = 0 pour tout p,
on peut compléter le théordme C comme on & complété le théoréme prin-
cipal au paragraphe 6.1, en donnant un déve_loppement asymplotique

Az, 22) =

~pour & tendant vers -+ oo de la somme

2 Z (H) z‘{l(“) zﬂg(?l) .

i
n=l{mod ¥)
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6.5, Lies résultats qni précédent permettent de démontrer, et méme
de généralizer, tous les résultats indiqués dans nos notes Sui certaines
Fonctions arithmétiques (™). '

On peub aussi en donner des applications ) semblables 4 celles du
théordme prineipal données an chapitre 5. -

6.5.1. Ainsi, le résultat du paragraphe 6.1 permet d’obtenir, pour
toute fonction additive f et toute fonction multiplicative y satisfaisant
aux hypothéses du théoréme principal, un développement asymptotique
de la somme

Ny
(=4
n=l{mod k)

fin)=»

el, 8i B > 1, dey développements asympbotiques des sommes

S gmf(ay et > g fn)—logloga).
nE n=L
n=l{mod k) n=limod k)
6.5.2. Pour toute fonction additive f et toute fonction multiplica-
tive y satisfaisant aux hypothéses du théoréme B, on obtient des déve-
loppements asymptotiques de la sorume

2 % (1)

Rl
. Hry=»
et, &1 B >1, des sommes

Dlafmy et D y(n
TELE nsa:
Comme exemple particulier, indiquong le résuliat suivant.
THEOREME 3. Sodl A un bon ensemble de nombres premiers, de densilé
A >0, et désignons par wy le nombre des diviseurs premiers de n apparie-
nant & A. .
Fitant donné Pentier v =1, il eniste deun suiles de polyndmes 11y, I1,, ...
O, ... e Iy, 07, ..., IT5, ..., 0% IT, et IT} sont de degré v ef, pour j >

I, et .II; sont de degré < v—1, telles gue, pouwr tout q =0, on o qmmd a:
tend vers - oo

D oy =

— Alog Ioga:)

5'11 zlT; (loglog w) 0 x(loglog )™t
2

= _ P (logzy’ (log w)e™
&l
oll} 1y (loglog @) @ (loglog o) "
)" LRIRYL 0 el A I
é w4 (1) ; oz ay | ( Toga)™!
neQ)

(") Comptes-rendus des séances de 1’Académie des Scicnces, 245 (1957),
p. 611-614 et p. 1197-1200.
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6
Les coefficients de X° dans HO(X) et I (X) sont X et &, oeuw
i

de X' édtant
6 r—1
ot —1:;; AT .1 (bj =+ > ),

»A ( Pl
2 2

1
= 1 E — —Alogl L b, = E’_—__
by mﬁe ( » Alog ogm) et by xl_uio ( lloglogw)

ped 736&

Pour j >0, les coefficients de X' dans IT(X) el I} (X) sont

(—1)**%&"6@(1) o (—yTrrep,
0%
(- 1)2ls) 12
Gl(&') ————8— et Gg(s) —-W.

En prenant » =1, on trouve que, pour tout ¢ > 1, on a quand »

tend vers -Foo

(31) 2 w () = Axlogloga-4-b o+

nELL
[1] .
= (—1Y! . ( b )
S~ e
T2 W agay T\ Toga
et
6 ' 6

Z wq(n) = — Arlogloga+ — bya-
nEE TL‘ &
ned)

1)’ L) 2 ( & )
+2 #6571 (loga) +0 (logz )™/

La formule (31) contient comume cas particulier celle &tablie par
B. Saffari (8. :

6.5.3. Si f, et f, sont deux fonctions additives et y une fonction
multiplicative satisfaisant aux hypothéses dun théoréme C, on cbtient un
développement agymptotique de la somme

2 x{n), ol

e J

A=
2 )= vy

(*5) Cf. note (*0).

v, el », sont deux entiers > 0,
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21z dans le polyndme

37y gl

N T

en remarquant que clest le coefficient de

Par exemple, en prenant f; = w, fi = £—w et y(n)
on obtient ainsi le résultat suivant. .

TrhoREMT 4. Ftant donné les entiers m =2 et b= 1, il ewiste une
suite de polyndmes Py, Py, ..., Py, ... de degré m—2 telle ‘que, v, ; (@) étani
le nombre des n << @ pour lesquels w(n) =m et L(n) =m-h, quel que soit
g entier 22 0, on o quoand x tend vers oo

=1 pour fout »,

q
o1 2P, (logloge piloglogmy™ -t
"’m,h(m) = > J( AEi ) ( ( glog ) )

£ (logay ™! (log)tF?

Le coefficient de X" dans P;(X) est

(_1)5‘ o .\ 1 1
A2 moay, a e ==Y

(#n— 2)! § & phtus”

Ajoutons que le complément an théoréme C mentionné au para-
graphe 6.4.2 permet ’obtenir un développement asympiotique du nombre
des » an plus égaux & o tels que

w{n} =m, L@n)=m+h o8 n=I1(modk).

Regw le 15. 2. 1970 (38)

AQTA ARITHMETICA
XIX (1971)

On Waring’s Problem in GF[p]
Ty

M. M. Dopson (Heslington)

Tn this paper we consider the solubility of Waring’s Problem and
of two related equations in GI'{p], the Galois field of p elements. It is
convenient to congider the equivalent guestion of the solubility of the
congruences (mod p). Throughout, p will denote a prime, % a positive
integer and & = (k, p—1) will denote the highest common factor of &
and p—1. We shall always write ¢ = (p—1)/d. '

The first congruence to be considered then Is

{1) O =

where N is an arbitrary integer. Let I'(k, p) be the least positive integer ¢
such that this congrueence hag & non-trivial solution (i.e. a solution with not
all of the integral wvariables xy, ..., 2, divisible by p) for all integers N.
Hardy and Littlewood ([12]) showed that if d < $(p—1), then I'(k,p) <k
and Chowla, Mann and Straus ([6]) showed that if d << %(p—1), then
Pk, p) < [3(k4-4)]. 1. Chowla {[4]) showed. that if %k is sufficiently large,

(mod p),

then for all primes p with d = (&, p—1) < #(p—1), we have

Dk, p) < B °t"

where, as always, & is a positive number, and e = (103 — 3V 641) 1220
lies strictly between 1/8 and 1/9, a result which for large & is mueh stronger
than Hardy and Littlewood's and that of Chowla, Mann and Straus.
Here this estimate is improved slightly to the simpler result that if
d << 4(p—1), then _

Ik, p) < K",

provided % ig sufficiently large. This is probably a long way from the
truth and indeed Heilbronn ([14], 1. B) has conjectured that given & = 0,
and % large enough,

I'(k, p) < &,

for ¢ sufficiently large or at least, that if ¢>2 (corresponding to
4 < Hp—1)), then I'(k, p) = O(k'®). We note that the cases d = p—1 and



