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ACTA ARITHMETICA
XIX (1971)

Stathmes euclidiens et séries formelles
par

Francors Dress (Talence)

1. Imiroduction. Rappels. Nous avons démontré ([1], p. 17) que,
si A est un annean euclidien ponr un stathme ¢, alors 'annean des séries
formelles généraligées o7y = S*IA[[X]], ot 8 est la partie multiplica-
tivement stable {3™] » > 0}, est un anneau eunclidien pour le stathme
py aingi défini:

8 F(X) = Y a,X*  (heZ, a #0),

n#h

gnx(F(X)) = (). -

Notre propos est de reprendre cefte étude pour établir une correspon-
dance entre leg stathmes de A4 et certaing stathmes remarquables de /3,
ce qui nmous permetira en particulier de démontrer une péciproque
résultat que nous avons rappelé. ‘

Auparavant nous allong redonner brigévement les définitions relatives
aux stathmes euclidiens et & la notion de plus petit stathme. Nous y ajoute-
rong Vénoneé du théoréme fondamental que nous aurons f utiliser. Ces
généralités ont 6té introduites par T. Motzkin [2], mais pous suivrons
ici la présentation gquw'en a donné P. Samuel [3], avec parfois des additifs
personnels & la terminologie.’

DerFINrrIoN. Btant donnés un apnnesu comwutatit intégre 4 et un
ordinal .47, on dit qu'une application ¢: A - 4" est un préstathme enclidien
(sur A) si elle vérifie ' '

E 1) p(0) =0,

"B 2)sia bed, b #0, il existe g, ve 4 tels que & = bgt-r, avec
g7} < g (b}

DerINITION. On dit que le préstathme g: 4 — A4 est un stathine eucli-
dien gl de plns il vérifie )

E 3)sia bed, a 0,

b divise a enfraine ¢(b) < ¢{a).
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On dit gu'un stathme ¢ est incompressible gi Img est un segment
initial de 4" (et alors p(z) == 1 <« est inversible).

DerFINTrIoN. Btant donnés deux préstathmes ¢ et p: A — A4, on dit ‘

que g <y sion a
pour fout we.d.

plo) < ()
On obtfient alors les denx résultaty suivants (dont on trouvera les
démonstrations dans [3]):
1° & partir de tont préstathme euclidien on peut construire un stathine
enclidien (stathme qui est plug petit que le préstathme donné);
2° tout annean euclidien posséde un plus petit atathme (manifestement

unique b qui est également, d’aprés le résultat précédent, le plus petit

préstathme),
Btant donné un annean commutatif intégre 4, on peubt définiv par
réeurrence sur les ordinaux les ensembles nnivants:

Z{O}:
S;a, = U Sk:

fet

8, = {b| be A— 8, tel que Papplication
canonique 8, — A /bA soit surjective}.

On remarquera que Ia propriété ,, 8, — .4 /b4 est surjective” dquivaut
b ,pour tout ae 4, il existe re 8, tel que a—rebd, ie. a = bg--r".

TukorEyy FonDpaMeNTAL (T. Motzkin [21). A est un annean euclidien
st et seulement si ¢l emiste un ordinal A" fel que

A =18,
n b

Bt dans ces conditions, Uapplication vw: A — 4 définie par w(®) =n s
wel, est le plus petit stathme de 4.

2. Stathmes euclidiens sur les anneaux de séries formelles. Le cag des
anneaux de géries formelles o = A[[X}l est trivial. 8i A ext un corps,
Panpean .« est euclidien car ¢’est un. annean de valuation discréte, et gi A
n’egt pas un corps, 'annean o7 est non eueclidien car il n'est pas principal.

Nous nous intéresserons done aux anneaux de séries formelles péné-
ralisées que nous avons définis dans notre introduction: «x = §~'4 ][X]].

DErINIrioN. Soient A un annean (commutatif intégre dang ce qui
suit), ox Pannean S™'A|[X]|, et F un ensemble. 8i ¢ est une application
Ei(? A dans F, on désignera par px l'application de o/ dang B définie par

g F(X) = ) a,X"

nzh

(heZ, m 5= 0},

?’x_(F (X)) = p(ay).
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Inversement, étant donnée une application de &y dans &, on dira qu’elle
est A-déterminde si elle ne dépend que de la valenr du coefficient initial
de la série formelle considérée, et on la notera alors gy (¢ étant l'appli-
cation correspondante de 4 dans f7). '

THEOREME 1. La fondion ¢ — qx est une bijection entre les stathwes
enclidiens de A e les stathmes euclidiens A-déterminds de o/x. _

1. Boit @ un stathme sur 4. Alors gy est un préstathme sur o7y.
1l faut done établir I'existence d'une division euclidienne dang o7x. Nous
en avons déjh donné la démonstration dans [1], nous allons 1o rappeler
briévement.

-On se place dans le corps K{(X)), K étant le corps des fractions de 4.
Ftant données deux séries F(X) et G(X) de &/, ou bien leur quotient
est dang 'y, i.e. F(X) est divisible par G (X}, on bien il existe un indice A
tel que

LX)

_G'(_I_)_ = 0 X o XM L

A :
+C;'X -+ ceeyg

avece
(ﬁs,...,-c;{_,l€il., Gzé,él.

Si ¢ est le coefficient initial de G(X), on véritie alors sans difficulté que
go;e A, Cela eonduit & poser

c;.=ci+gg~, avec ¢ed et @lg)<plg-

En définissant ensuite le polyndme généralisé
P(X) = X4 ... 4o X1 o XP,
on montre que la .série B(X) = IF(X)-G(X)P(X)e oy vérifie
px(B) < gx(F)

enr son coefficient initial est ¢'.

On termine alors Ia démonstration en remarquant que gy eit non
seulenient un préstathme mais aussi nn stathme sur &/, ce qui découle
immédiatement du fait que ¢ est un stathme: si ¢ divise F, le coefficient
initial de & divise le coefficient initial de F.

2. Soit @y un stathme A-déterminé gur #x. Si @ est un préstathme
sur 4, il sera 14 aunssi trivial de constater que c’est uy stathme. I suifit
done d@’établir Vexistence dune division euclidienne dans A.

Fitant donnés a, be 4, a 7 0, on divise o par b dans &x:

& = b(geX '+ gy, XV 4 )+ (X T L)
avec :
'PX(’}X‘"E‘

< px(d),  Le  e(r) < e
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Deux cag sont alors possibles:
— on s<< —1, eb alors § =1, #, = —by,, o une contradiction
avee la propriété E 3) des stathmes euclidiens car

px(n X4 ) = ox(r) < px(B);

— ou 830, et alors t 22 0, ce qui donne la division euclidienie cherchée:
@ = bgy-+ 71y (¢, pouvant éventuellement &tre nul), avee

plra) <glb) on

THEOREME 2. 8 ofy est un anneau euclidien, alors som plus petit
stathme v est A -détermind, '

Nous allons montrer, par récurrence gur les ordinaux #, la propriésé
suivante: si une série b, X"+ b,,, X4 .. (b, # 0) appartient » Pen-
semble &, (défini au paragraphe 1), alors toute aulre série de coefficient
initial b, appartient & S,,.

Supposens donc que cebbe propriété soit vraie pour tous les ordinauy
inférienrs & ». Si on considére un édément ae 4, a == 0, on peut le diviser
dans oy par la série b+ by, X+ ... = X b, X0 4b,, X4 ) qui
est également le plus petit stathme # (ceci pour simplifier les éeritnres):

ry = 0.

= (Bt by b o) (X ) (XA )
avee
pir X4 )< plbt ) = 0.
Denx. cas sont alors possibles: A
o —oou s —1, et alors s =¢, 1, = ~byg,. Mais alods (r, X'+ ..))
<plhgt.) =n entrame, d'aprés I'hypothése de réeurrence, w(r,) ~

= y(r, X'+ ...) < n. Comme b, divise ry, o en déduit w(by) < wp(n) <w
et, en appliqnant une seconde fois l’hypothebe de récurrence, on aboutit
3 une contradiction:
Y(be) = p(by+bpy A+ )<< ng

— on sz 0, et alors £ 2> 0, ce qui donne une division euclidienne dans

4 de a par bp: & = bygy+7, (g, pouvant éventuellement étre nul), avec
pre) = plr+rnX+..0<n  ou 7y =0,

Ayant aingi montré que tout ac A, @ # 0, peut &tre divisé enclidienne-
ment dans 4 par by, avec le plug petit stathme » de x, on applique alors
la méthode untilisée an 1 de la démonstration du théoréme 1; on montre

de cette manitre que, si F(X) est une série quelconque de =7y et G(X)
une série de coefficient initial b,, on peut toujours écrive une division

F(X) = G(X)P(X)+R(X), avec y(R(X)<n.
Cela montre que, pour toute série G (X)e oy de coetficiont initial by,
on & p(6(X)) = n.En effet, si w(¢(X)) était supérieur & n, on pourrait,
d'aprés co qui précdde, poser (X)) = e y,(F(X)) = y(F(X)) pour
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tout P(&) +# G(X), et obbenir ainsi nun préstathme w, inférienr an plus
petit stathme 9, ce qui est impossible; par ailleurs, I’hypothése de réeur-
rence interdit que l’on ait w(G(X )) <, ce qui entraimerait p(b,+ b, X +
+...)<< » également.

TakorEME 3. Pour que «x = ST A[[X]] soit euclidien, il faut et
# suffit que A goil euclidien. Dans ce cas, leurs plus petits stathmes respectifs
sont en correspondance dans lao bjeclion ¢— py (précédemment définde).

Démonstration par simple conjonction des théorémes 1 et 2.
. Nous terminerons ce paragraphe en indigquant une remarque qui
nous a 6té suggérée par T. Motzkin: il est bien connu gue I'intersection
de deux sous-anmeaux principaux n’est pas en général un sous-annean
principal; on pent méme énoncer qus 'intersection de deux sous-anneaunx
enclidiens n’est pas en général un sous-anneau prineipal. Un contre-
-exemple peut é&tre fourni par Zy = S“Z[[X]] et Q[X], sous-anneaux
eunclidiens de Q((I)) et dont l'intersection Z[X] m’est pas principale,

3. Stathmes et topologies. Etant donné un annean B muni d’une
topologie 7 et d’un stathme euwclidien ¢, on peut définiy la compamblhté
de ¢ avec F par la propriété snivante:

tout we B, » # 0, posséde un voisinage V(m) tel que, quel que soit
yeVim), ¢ly) = o).

(Ce qui revient & exprimer que les ensembles {weB| p(z) =n} —
alexception de {01 si la topologie n'est pas discréte — sont ouverts dans 7).

On peut alors faire lex deux rematrgnes suivantes:

— pour les anneanx euclidiens 7y étudiés précédemment, les sta-
thmes 4-déterminés sont compatibles avec la topologie définie par la
famille fondamentale ™4 [[X]| de voisinages de 0;

- si le groupe des unités d’un anneau euclidien B est fini, aucun
stathme sur B n’est compatible avec une topologie antre que la topologie
diseréte (un epsemble fini ne pomvant &tre ouvert dang un groupe topo-
logique que si-la topologie est discréte).
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