Sous-catégories réflexives
et la théorie générale des radicaux *

par

Frangois Carrean (Montréal)

La notion de radical utilisée en théorie des anneaux, puis en celles
des modules sur un anneau et des groupes, a fait ’objet de plusieurs
théories. Elles se raménent principalement & trois: celle des propriétés
radicales de Sul’geifer [13] pour une catégorie dans laquelle sont valides
les théorémes classiques d’isomorphisme; puis celle de radical sous-foncteur
de Videntité de Maranda [9] et de Dickson [4] pour une catégorie abé-
lienne; enfin celle @’Amitsur [1], les RI-propriétés, et la définition d'un
radical d’anneau selon Michler [10]. Cet article a pour but de présenter
une théorie encore plus générale pour obtenir de nouveaux résultats
concernant le radical et comparer ces différentes théories entre elles.

La premiére section comporte 'étude d'une généralisation de la
notion de sous-catégorie réflexive: les sous-catégories M-réflexives d'une
catégorie C, M étant une sous-catégorie de C possédant la méme classe
d’objets que C. Cette notion est en quelque sorte le correspondant dual
de celle de radical. Dans le cas d’une catégorie C dans laquelle tout mor-
phisme posséde une image au sens de Kennison [6], nous construisons
la plus petite sous-catégorie M-réflexive de C contenant une sous-caté-
gorie donnée, puis la plus petite sous-catégorie rétlexive contenant cette
méme sous-catégorie. Bt enfin, nous donnons une construction qui impligue
un foncteur ayant un adjoint &4 gauche.

La deuxidme section concerne les catégories dans lesquelles tout
morphisme se décompose en conoyau de son-noyau et en monomorphisme.
Nous étudions alors les sous-catégories N-réflexives d’ume telle caté-
gorie C, les morphismes de IV étant les conoyaux de C. Si on prend comme
radical dun objet le noyau de sa N-réflexion, il est montré gque l'on

* (et article contient pour une partie des résultats d’une thése de doctorat écrite
sous la direction du Professeur Jean Maranda, que Iauteur remercie pour Iaide eb les
conseils qu’il lui a donnés.
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retrouve la définition de Michler pour un radical d*un anneau. En apph-
quant une des constructions de la section précédente, on obtient un ra-
dical & partir d’une classe quelconque d’objets. Nous précisons ensuite
les conditions pour qu’il y ait une dualité compléte entre la classe d’objets
semi-simples et celle des objets radicaux pour un radical donné, dualité
déja notée par Rjabuhin [12] entre autres. Et enfin nous pouvons com-
parer les autres définitions de la notion de radical avec la précédente.
La troisiéme section traite des radicaux dans la catégorie des an-
neaux avec élément-unité et des homomorphismes qui appliquent lunité
sur l'unité: on ne peut y définir un radical en terme d'idéanx, puisque
ceux-ci n'existent pas dans cette catégorie. On peut trés bien cependant
considérer les sous-catégories S-réflexives, les morphismes de S étant
les surjections. Par une application d'un résultat de la premiére section,
nous montrons qu’il suffit, dans le cas des radicaux utilisés dans la théorie
des anneaux, de les définir pour les anneaux avec élément-unité, ainsi
que le fait Bourbaki [3] pour le radical de Jacobson. Dans la, derniére
partie, on résoud le probléme suivant: pour chaque anneau 4, considé-
rant un radical dans la catégorie des A-modules & droite unitaires, on se
demande quelles sont les conditions pour que le radical de A considérée
comme un 4-module devienne un radical dans la catégorie des anneaux.
Les conditions trouvées ne concernent qu'une classe particuliére de
4-modules, c'est-d-dire une classe d’idéaux & droite de Panneau.

I. Les sous-catégories M-réflexives

Pour les notions usuelles qui se rapportent aux catégories, nous
renvoyons le lecteur au livre de Mitchell [11], en notant cependant que
nous utiliserons les termes préflexif®, ,rvéflecteur® et »réflexion® au lien
de ,coréflexif“, ete.... et réciproquement.

§ 1. Définition. Une sous-catégorie M d’mne catégorie C est dite
coextensive 8i la classe des objets de M est égale & celle de C, i.e. si Ob M
R

= ObC. Nous notons BC C si B est une
de la catégorie C avec R: C—B
la réflexion de C dans B.

Soit M une catégorie coextensive d'une catégorie C. Une sous-caté-

sous-catégorie pieine réflexive
comme foncteur-réflecteur et o: 1c—R

R
gorie B de C est appelée sous-catégorie M-réflexive si BC M: ce qui revient
a dire que tout objet A de C posséde une ,réflexion” dans B, caractérisée
par une propriété universelle restreinte aux morphismes de M.

Une sous-catégorie C-réflexive d’une catégorie C est tout simplement
réflexive. 11 est facile de vérifier, & titre d’exemples, que la sous-catégorie
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pleine de tous les anneaux semi-simples pour un radical au sens de Di-
vingky [5] est sous-catégorie M-réflexive de la catégorie de fous les
anneaux, M ne contenant que les homomorphismes surjectifs. Dans la
seconde section, nous considérons une catégorie C dans laquelle le produit
de deux épimorphismes normaux est un épimorphisme normal au sens
de ([8], § 8); si IV est la sous-catégorie coextensive de C eonstﬂ:uée‘ de
tous les épimorphismes normaux, alors les sous-catégories IV-réflexives
de C détermineront les radicaux dans C. ) o

Nous allons construire des sous-catégories M-réflexives partlc.ulleres
d’une catégorie dont tout morphisme possede une image, c’est-a-dire une
(¢, 3)-décomposition.

§ 2. Catégories avec (7, J)-décomposition. Nous reprenons la, théorie
présentée par Kennison [6]. Soient une catégorie C et deuzf leasse.&‘. 7 et :I
de morphismes de C. C est catégorie avec (F, 3)-décomposition (right bi-
category structure) si sont vérifiés les axiomes suivants:

Al. tout isomorphisme de C appartient & § ~ 3, .

A2. T et J sont respectivement fermées sous la composition de
morphismes, o

A3. tout morphisme f de C se décompose ainsi: f=_ hg pour ged
et hed. De plus si f= h'g’ avec g’ ¢ T et &’ e J, alors il existe un isomor-
phisme ¢ tel que eg =g’ et h'e=h,

A4. tout morphisme de § est un épimorphisme.

PROPOSITION 1.1. Soit C une catégorie avee (¥, 3)-décomposition. Alors

(1) § ~3=1la classe de tous les isomorphismes de C,

(2) gf €3 implique que fed,

(3) gf e ¥ et f épimorphisme impliquent que g 7.

(4) Pour tout diagramme commutatif> de la forme suivante:

)
)

il existe h e C, rendant tout commutatif.

§ 3. Sous-catégories P-réflexives d’ume catégorie avec (7, J)-décompositiox_x.
Soit € une catégorie avec (7, J)-décomposition. Si P est la sous-catégorie
coextensive de C dont les morphismes gont ceux de T, on pe}lt alors con-
sidérer les sous-catégories P-réflexives de C. Dans la catégorie C, on peut
définir les notions suivantes:
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DEPINITION 1. Soient A ¢ ObC et u e J; (4, u) est un (F, 3)-produit
d'une famille {Bi};er d’objets de C si le produit ]g B; existe dans C et
i€

si u: A—[] B; est tel que p;u e pour tout pi, la projection de [11 B;
iel ie
sur la i composante Bj.

DiFINITION 2. Une classe 3 d’objets de C est une base d’une sous-
catégorie 4 P-réflexive de C si pour tout 4 eOb4, il existe ueJ tel
que (4, u) est un (F, J)-produit -d’objets de B.

DiFINiTION 3. Une catégorie C est P-,cowell-powered” pour une
classe & d'objets de G si pour tout 4 « ObC, la classe {f € 7| f: A—B avec
B¢ $} modulo la relation ~ est un ensemble, la relation ~ étant ainsi
définie: f~g &'l existe un isomorphisme ¢ tel que &f = g¢.

On rappelle qu'une sous-catégorie B de C est repléte si tout 4 « ObC
tel qu'il existe un isomorphisme ¢: 4 —B avec B ¢ B est dans ObB.

La proposition suivante montre qu’une sous-catégorie P-réflexive
repléte de C est fermée sous la formation de (¢, J)-produits.

ProposITION 1.2. Soient C une catégorie avec (T, 3)-décomposition et
B une sous-catégorie repléte P-réflexive de C. Si (4, u) est un (T, 3)-produit
d¢ {Bi}ier, Bi e ObB, alors A est dans ObB.

Démonstration. Pour chaque iel, pyu: A—[] Bi—~B;eT et
. iel

. R
B; e ObB: d’otu il existe gi: R{4)=>B; tel que gio4 = piu(B C P). Ainsi
il existe h: R(A)—g]z.B; tel que pih = g;. Comme psu = o4 = Prhoa,
1€
alors w = hpae3: d’aprés la proposition 1.1, g4 est un isomorphisme.
Donc 4 «ObB.
8i B est une classe d’objets de C, soit la sous-catégorie B pleine

de P dont ObB = %. Nous pouvons alors construire la plus petite sous-
catégorie repléte P-réflexive de C qui contienne B.

TasoREME 1.3. Solent wne catégorie C avec (T, 3)-dbcomposition et
une sous-catégorie B de P. A la condition que C posséde des produits quel-
conques et soit T-ycowell-powered* pour ObB, il emiste une sous-catégorie A
repléte P-réflexive, la plus petite contenant B.

Démonstration. Soit 4 la sous-catégorie pleine de P formée de
tous leg (T, 3)-produits de ObB. Pour tout 4 ObC, soit une (7, J)-dé-
composition du morphisme f: 4[] By tel que pif = fi: 4By e ¥ avec

T

B;<ObB, I étant 'ensemble des classes d’équivalence {a € J| a: 4 —~B
avec BeObB}: f=hps Posons pu: A—>R(4). Alors pour tout 7el,
comme f; et o4 sont dans &, f; = pif = (pih)ou implique pih . Comme
hed, alors R(4) e ObA. Soit maintenant k: 4—C 7 tel que CeOb4,
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i.e. il existe {D;}jesC ObB et v: o~>£] Dje3 tel que gp: 0—>]J] D;—D;
est dans & pour tout j eJ. Alors on compléte le diagramme suivant:

A2

SR(A)
71 \\
s N
2 ', in 1y
Vi Y
’ 1 \\

. hd
¥ N
0=——>[]Dy——D;

comme (gv)ked et D; e ObB, il existe ijE'I tel que pyf~qivk, ie. tﬂ
qu'il existe un isomorphisme ¢; et epif= g;vk. Pospns = ej;p,‘iAz,
comme pour tout jed, njo4= e;pyhoa = ;94 f = g‘]j?)k,Aﬂ ex1slt~e n:AR( c)f
] D; tel que noa = vk. Puisque eacd et ved, il existe n': R(4)—

(pr{)position 1.1) tel que k= n'gs; eb n' est unique puisqueRgA est un

épimorphisme. Done g4 est 1a réflexion dfa A dans 4, 'et ACP. .
La proposition 1.3 implique que A soit la plus petite sous-categorie

repléte P-réflexive contenant B. o ‘
COROLLAIRE 1.4. 8i B C ObC est une base dune soug—categome A repléte
P-réflexive de C, alors A est la plus petite sous-catégorie P-réflewive con-

tenant la sous-catégorie B pleine de P el que ObB = &. .
11 est possible d’utiliser la construction du théoréme 1.3 pour é)btel}lr
la plus petite sous-catégorie réflexive contenant une sous-catégorie donnee,

moyennant la motion suivante: .

DEFINITION 4. Une base $ est dite 3-héréditaire 51 pour tout u: A—

. Bed et Be®, alors 4¢3 ‘ ‘
PROPOSITION 1.5. Soit B une base d'une saus-catégom A rep%et-e
P-réflexive dune catégorie C avec (8, 3)- décomposition. 8i B est 3- hérédi-

R

taire, alors AC C avee des réflexions dans T.
Démonstration. Soit f: A—>BeC tel que B eQbA. Pr'ex}qns une
(¢, 3)- décomposition de f: f=nf: A->C—B. 11 suffit de vérifier qu;
)

C e ObA. En effet il existe {Bi}icr C B et u: B+]I—[ B; el tel que pit €
et N . . D
! it ¢, 3)-décomposition de psuv; ma 0—D;
pour tout @ e I. Soit nyms une (7, w .
et ng: Di—Bg. Alors il existe n: ];IDF}L—[ B; tel que pm~'lb1m et

¢—-""———+B

| b K

m X D _,~_'_".~~——>”Ba
1 AP
{7 P

D P B
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est entidrement commutatif. En effet p;uv = nimi = niqih = pink pour
tout 1 e I; d’olt uv = nk € J. Or D; ¢ $ puisque B est I-héréditaire et & ¢ J
(proposition 1.1); de plus g:%k = m¢ e T. Done (0, k) est un (T, J) - produit
d’objets de B, i.e. CeObA, (proposition 1.2).

PROPOSITION 1.6. Soit B une sous-catégorie repléte réflemive dune
R

catégorie C avec (T, 3)-décomposition; si B € C avee des réflexions dans ¢,
alors u: A—~B €3 tel que B e ObB impligue 4 ¢ ObB.

R
Démonstration. Soit u: A—+BeJ avec B ¢ ObB. Puisque B 80,
o = R(u)o4 eb, ¢p étant un isomorphisme, alors g4 l'est aussi (pro-
position 1.1). Donec 4 « ObB. :
La proposition précédente signifie qu'une sous-catégorie replét
réflexive avec réflexions dans & est ,fermée sous les I-sous-objets“. Des
deux propositions précédentes, nous obtenons:

TrHEOREME 1.7. Soient une catégorie C avec (T, 3)-décomposition et B
une sous-catégorie de P. Alors il existe une plus petite sous-catégorie A re-
pléte réflewive de C avec des réflexions dans T contenant B, & la condition
que C posséde des produils quelconques et soit $-,cowell-powered pour
B = {A e ObC| u: A4—>B eI avec B ¢ ObB}.

Il suffit d’appliquer le théoréme 1.3. & Ia sous-catégorie pleine B’
de P tel que ObB' = %',

Nous allons maintenant considérer un foncteur 7: D-—C d’une
catégorie D quelconque dans une catégorie C avec (7, J)-décomposition
en-supposant que S: C—D est I'adjoint & gauche de 7. Soit M une sous-
catégorie coextensive de D. Si B est une sous-catégorie M-réflexive de D,
on peut se demander si B n’induit pas une sous-catégorie P-réflexive
de G, en composant en quelque sorte les adjoints. Nous notons »: 1¢—T8,
le morphisme-adjonction. .

TrtorEME 1.8, Soit T: D—C un foncteur dune catégorie D quelconque
dans une catégorie C avec (T,3)-décomposition tel que S: CG—sD est son
adjoint & gauche. Soit B une sous-catégorie M -réflewive de D. Si M posséde
la propriété que gf e M et f e M implique g <« M et si 8(f) est dans M pour
tout f €3, alors la sous-catégorie A pleine de P dont la classe des objets est

{4 €0bCl 4725 78(4) 25w, 7RY(A) T}

¢ lu—~R éant la réflexion de M dans B, est une sous-catégorie P-réfle-
zive de C. :

Démonstration. Pour tout A e ObC, posons wugs: A—R(4)—>
—TES8(4) une (¢, 3)-décomposition de T(osc)xa: A—-TS(A)->TRS(A)
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(1) R(A) ¢ Obd4. Comme 8 est l'adjoint & gauche de T, il exisf,e
: SE(4)—~R8(4) tel que u=T'(g)»z 4 - Alors T(g) TS(QA)xA=.T(g)x§(A)gA
upa = T(osca)#a; Aot g8(4) = os- Par conséquent le diagramme

§

l B3

f

%

A4 g a) s RS (A)
\\ N4 x
N T8y u ()
N Nl
R(4f———>TSE(4)

est commutatif. Comme pguy et S(g4) sont dans M, alors geM. Soit
h: SR(4)->BeM tel que BeObB. Comme hS(EA)el}I, il exuite B
_RS(A)—%B eM tel que hIQS(A)-": RS (04)- Dol h'gS(QA)T—- hfg(g‘i) et
7'g=h, 8 préservant les épimorphismes. 1’ est évidemment unique; par
conséquent il existe un isomorphisme e: RS(4) — RSR(A). Donc
T(Qs‘RXA))”Ta(A)€37 comme % € J. B

(2) Soient g: A—+B €9 tel que BeObA ef uga: A—->R(A)—-TRB(4)
une (7, 3)-décomposition de T'{eswy)»4- A—>T8(A)—~TRS(4); alors le

diagramme
- R(4)
e u
P /’ \\A
A~——>HA T8 (A)———>T<'Esm) TRKS(A)
9 TS(9) T(h)‘f

hg
— 7—>TES(B
B> T8(B) 5> TES(B)

est commutatif. Comme S(g) ¢ M et oxm € M, il existe h: RS(4)—+RS(B)

tel que hgs(i)z QS(B)S(Q)- Par suite (T(h)u)@Az ('T(Qs(]f))x__s)g tel que

vaed et T(osm)xsed: done (proposition 1.1) il exls.te h :_R(A)—>B tt?l

que g = h'o4 et 1’ est unique avec cette propriété puisque ga est un épi-
3

morphisme. Done 4 CPet o 1p—R est 1a réflexion de P dans A.
COROLLATRE 1.9. 8i M = D, alors A est une sous-catégorie réflexive
de C avec des réflexions dans T. )
Bn effet les conditions du théoréme 1.8 sont réalisées et dans (2) de
la. démonstration, on peut prendre geC.

II. Théorie générale des radicaux

Nous allons maintenant considérer une classe de caft-.égorles avec
une (T, J)- décomposition particuliére, & savoir la décomposition normagz,
cf. [13], § étant la classe de tous les épimorphismes normaux au sens de
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([8], § 8) et 3, 1a classe de tous les monomorphismes. Dorénavant nous
désignerons par N cette classe d’épimorphismes normaux, et nous con-
sidérerons les sous-catégories N-réflexives, N étant la sous-catégorie
coextensive dont les morphismes sont tous les épimorphismes normaux.

§ 1. Axiomatique. Dans ce paragraphe, nous reprenons avec quelques
modifications les axiomes et plusieurs propriétés qui en découlent de
Tarticle de Sul’geifer [13]. -

Soit une catégorie C. Pour nous, un sous-objet [K, u] d'un objet A
de C est la classe de tous les couples (K', u'), «': K'—A étant un mono-
morphisme, équivalents & (XK, ). Un sous-objet [K,u] sera noté sou-
vent par K, en sous-entendant le monomorphisme . L’image d'un sous-
objet [K,u] de 4 €ObC par f: A—+BeC est le sous-objet, 'l existe,
[f(K), v] de B tel que vf': A—~f(K)->B soit & égal fu, oit f' ¢ N, ef. ([8],
§ 10). Un 4déal d'un objet A4 de C est un sous-objet de A qui est le noyau
d’nn morphisme ayant 4 comme domaine. '

Nous supposons maintenant que dans € sont valides les axiomes
suivants:

B1. Il existe un objet nul, noté 0.

B2. Tout morphisme possede un noyau.

B3. Tout morphisme f: 4--B posséde une image, i.e. f(4) existe.
B4. L’image d’un idéal par un morphisme de N est un idéal.

B5. La classe des idéaux de tout objet est un ensemble.

B6. 11 existe un produit pour toute famille d’objets.

Dans une catégorie C avec l'axiomatique (B), on obtient un certain

nombre de propriétés que nous utiliserons par la suite: la plupart sont

démontrées par Sul'geifer [13] et les autres sont obtenues facilement
des premiéres:

P1. Un morphisme de N est le conoyau de son noyau.

P2. 8i uf est tel que u est dans J, alors le noyau de uf est égal
a celui de f.

P3. Pour qu'un morphisme soit dans J, il faut et il suffit que son
noyau soit 0.

P4. 8i gf e N’ et f un épimorphisme, -alors g e N

P5. Bi f est dans N~ 3, alors f est un isomorphisme.

P6. Soit B un.idéal de 4; si C est un sous-objet de 4 tel que B < C,
B est aussi un idéal de C.

P7. 11 y a une bijection entre les idéanx de 4 < ObC et les classes

_ @équivalence de morphismes de N ayant A comme domaine ( f~yg, 8l
existe un isomorphisme e tel que ef = g).

icm

©
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Si K est un idéal de A ¢ ObC, & K correspond un f: 4—+B e N dont
le noyau est K. Alors f est noté f: A-—+AJK; et AJK désigne le codomaine
du morphisme f: A—A/K ¢ N de noyau K.

P8. Le produit de deux morphismes de N est dans N.

Soient f: A—-A/K e N et L un idéal de AJK. 81 g: A|[KE—~A[K|[L,
alors Dimage réciprogue de L par f, notée FL), est par définition le
noyau de gf. .

P9. 7 établit une bijection entre les idéaux de 4/K et ceux de A
qui contiennent K; cette bijection préserve la relation d’ordre. Alors
FlF @) = L. . .

On note alors V'idéal T de A/K par K'/K ou K'= (L) Timage
réciproque de L.

P10. Soient f: A—~A[K e N et g: A—~A[L eN°; pour que K<L, il
faut et il suffit quil existe h: A/K—A/L N dont le ‘noyau est L/K;
ie. A|K/L/K = AlL.

P11, Soib une famille de morphismes {fi: 4—A4/K:} de N; alors le
noyau de f: A~ A|K; tel que fi = pif pour tout indice: (p:: QA/K,,»

—A|K;, étant la,I'ie projection) est ' 4\ K, le plus grand idéal de 4 plus
petit que tout K:. Done pour tout objet A de C, l’ensemble des idéaux
de A forme un treillis complet. ‘

P12. Si f: A—>A[K est dans N et I un idéal quelconque de A, alors
fiL)y=LvE[EK. :

De Daxiome B3 et des propriétés P4, P5 et P3 découle le corollaire
suivant:

CoROLLATRE 2.1. Soit C une catégorie qui vérifie les axiomes B1 & B6:
alors C est une catégorie avec une (N, 3)- décomposition aw sens de T, §2.

§ 2. Radical dans une catégorie avec Paxiomatique (B). Dans ce para-
graphe, on suppose que les axiomes B1 & B6 sont valides dfms gne caté-
gorie C. On considére dans ce cas une sous-catégorie B N —.reﬂemve quel-
conque de C. Pour tout objet A de C on définit le B-radical de A, noté
ra(A) ou simplement 7(4), comme étant le noyau de ga: A—R(4), la
réflexion de 4 dans B. . .

Ainsi défini, le radical d'un objet de C peut &tre caractérisé de la
fagon suivante: ‘

TrforiME 2.2. Soit r une fonction qui & tout A e Ob C associe 1(A)
un idéal de A. Alors pour que r(A) soit le B-radical de A pour ume Sous-
catégorie N-réflexive B de C, il faut et il suffit que les conditions ‘suwames
soient vérifides:

(1) Pour tout f: A—BelN, Flr(4) <r(B).


GUEST


232

. Carreau

(2) r(ajr(4)) = 0 pour tout A cObC.

Démonstration. Supposons d’abord que B soit une sous-catégorie
N-réflexive de C et r(4d) = rp(4), le noyau de ga: A—-R(4)eN, la
réflexion de tout objet A de C dans B. Soit f: 4B ¢ N. Comme o: Iy—R
est une transformation naturelle, on a R(f) o4 = ¢af. D’ou 7(4) < f'(r(B))
(P10). Done f(r(4)) < r(B) (P9). De plus r(4/r(4)) = ra(R(4)) = 0 (P3)
puisque gz est un isomorphisme. Réciproquement, soit B, la sous-
catégorie pleine de N dont ObB = {4 ¢ ObC| r(4)= 0}. Alors B est
une sous-catégorie N-réflexive de C. En effet, pour tout 4 <ObC,
posons pa: A—»4/r(4) le morphisme de N correspondant & 7(4) et R(4)
= AJr(4). Par construction R(4)e ObB (condition (2)). De plus si f:
A->BeN tel que BeObB, alors la condition (1) implique que f{r(4))
<7(B)= 0 et, par conséquent en vertu de P12, (4) < kerf, le noyau
de f; d’olt il existe, par P10, g: R(4)—B tel que gou = f. Et ¢ est unique

R

puisque p4 est un épimorphisme. Donc BEN.

Par cette caractérisation du radical d'un objet, nous retrouvons la
définition d’un radical, utilisée par Michler [10] dans le cas de la théorie
des anneaux. De la méme maniére, par extension, nous disons gu'une
fonction r, qui & tout objet A de C fait correspondre un idéal »(4) de 4,
est un radical dans C si les conditions (1) et (2) du théoréme 2.2 sont
satisfaites. Si B est une sous-catégorie N-réflexive de C et 7g le radical
correspondant dans C, la sous-catégorie pleine de N dont les objets ont
leur radical nul est la sous-catégorie réflexive de IV repléte obtenue de B en
ajoutant tous les objets isomorphes & ceux de B: c’est la sous-catégorie
des objets rg-semi-simples, ou r-semi-simples.

Le théoréme 1.3 fournit une construction d’un radical & partir d'une
classe queleonque d’objets de C de la maniére suivante:

THEOREME 2.3. Soit une classe B d’objets de C. La fonction r qui & tout
AeObC associe r(4d)= (" {K, idéal de A| il existe un isomorphisme e:
AJ/K—~B et Be®} est un radical dans C, et les objets r-semi-simples sont
des ,sommes sous-directes” d’objets de B. :

Démonstration. D'aprés 'axiome B5 et la propriété P7, C est
N -, cowell-powered” pour $. D’aprés le théoréme 1.3, la sous-catégorie 4
des {N, J)-produits d’objets de B est une sous-catégorie N-réflexive de C.

Alors pour tout 4 eObC, ry(4)= Kergs = Kerf, f: 4[] B; tel que
1

pif =fir A—>Bie N avec By e B pour tout ieI. Donc en vertu de Pli,
r4(4) = [ {K, idéal de 4| il existe un isomorphisme e: A/K— B et B'e $}.
Par conséquent 74 est un radical dont les objets 7,-semi-simples sont
des (N, J)-produits d’objets de B, une généralisation évidente de la
notion de sommes sous-directes, utilisée dans la théorie des anneaux.

©
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Le corollaire du méme théoréme 1.3 établit le corollaire suivant:
COROLLATRE 2.4. Soit B une sous-catégorie N-réflexive de C. Si 3 est

une base de B, alors pour tout 4 e ObC, rg(A) = [\ {K, idéal de A| il existe

un isomorphisme ¢: A|JK—B et BeB}.

Enfin la relation d’ordre sur la classe des sous-catégories IV-réflexives
de C induit une relation d'ordre sur les radicaux dans une ecatégorie.

PROPOSITION 2.5. Soient 4 une sous-eatégorie N-réflexives de C et B
une sous-catégorie N-réflewive repléte de C. Pour que ACB, il faut et il
suffit que ra(A) <ra(d) pour tout A e ObC.

Démonstration. Supposons 4 C B et soient g: Iy—R et ¢: In—~8,
les réflexions de N dans 4 et dans B respectivement. Pour tout 4 < ObC,
o4 est aussi dans B, et par suite il existe f: S(4)~—=R(4)e N tel que
04=fos. Donc d’aprés P10, ra(4) < 74(A). Réciproquement si rp(4)
< 74(4) pour tout 4 e ObC, on a en particulier que pour tout B eObA,
rp(B) < 74(4) = 0. Donc B e Ob B, puisqu’il est 7p-semi-simple et que B
est repléte.

§ 3. Dualité entre la classe des objets semi-simples et celles des objets. -
radicaux. Dans ce paragraphe, nous considérons toujours une catégorie C
dans laquelle sont valides les axiomes Bl & B6. Soit B une sous-catégorie
N-réflexive de C; on dit qu'un objet 4 de C est un objet B-radical, ou
simplement, un objet radical si 7a(4) = 4, ou, ce qui revient au méme,
R(A)= 0. On sait que la classe des objets rg-semi-simples est celle des.
objets d’une sous-catégorie N-réflexive de C et que le radical rgp en est
ainsi caractérisé. Nous allons maintenant étudier les conditions pour que
1a classe des objets radicaux soit la duale de la classe des objets semi-

' simples, c'est-a-dire qu’elle soit la classe des objets d’une sous-catégorie

M- coréflexive de C, M étant la sous-catégorie coextensive de C dont
les morphismes sont les monomorphismes normaux au Sens de ([8],
§8) de C.

A cette fin, nous supposons que dans C est valide P'axiome suivant:

B7. Le produit de deux monomorphismes normaux est un mono-
morphisme normal. ’ ’ ‘ )

En vertu de axiome B2 et de P6, B7 est équivalent &

B7'. 8 A est un idéal de B et B un idéal de ¢ pour des objets 4,.
Bet ¢ de C, alors A est un idéal de C.

On note que toute catégorie abélienne vérifie B7".

Soit b, la clagse de tous les monomorphismes normaux de C. Si
M est 1 sous-catégorie coextensive de C constituée de tous les morphismes
de G, on définit par dualité qu'une sous-catégorie A4 de C est une sous-
catégorie M- coréflexive de C si A est une sous-catégorie coréflexive de M
aveec §: C—M comme coréflecteur et o: S—1y pour coréflexion.
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Si B est une sous-catégorie V-réflexive de C, soit R, la sous-caté-
gorie pleine de M dont les objets sont les objets B-radicaux de C; le
théoréme suivant découle immédiatement des définitions:

THEOREME 2.6, Pour que la sous-catégorie R de C des objets B -radicaus
soit une sous-catégorie M- coréflemive de C, il faut et il suffit que les con-
ditions suivantes soient vérijiées:

(1) ra(4) est un objet radical pour tout A e ObC, i.e. 75 = ry.

(2) pour tout A e ObC, rp(A) est le plus grand idéal radical de A.

Nous appellerons idempotent un radical r dans C qui vérifie la con-
dition (1) du théoréme précédent; complet un radical r dans C qui vérifie
la condition (2). Par conséquent pour un radical donné, la classe des
objets semi-simple n’est la duale de celle des objets radicaux que i le
radical est idempotent et complet dans une catégorie qui vérifie les
axiomes Bl & B7. Nous utiliserons cependant les notions de radical
idempotent et de radical complet, méme i I'axiome B7 n’est pas vérifié
dans C. .

§ 4. Comparaison avec d’autres théories générales des radicaux. Nous
comparerons notre théorie avec les autres dans le cas général d'une
catégorie C qui vérifie les axiomes Bl 5 B6.

1. Les radicaux sous-foncteurs de l'identité. Soit B une
sous-catégorie IN-réflexive replste de C. D'aprés les propositions 1.5
et 1.6 pour que B soit une sous-catégorie réflexive de C, il faut et il suffit
que B contienne les sous-objets d’objets de B: ce qui donne, en traduisant
en propriété du radical 7p = r correspondant 3 B:

PROPOSITION 2.7. Soit B ume sous-catégorie N -réflemive repléte de C.
B est une sous-catégorie réflexive si et seulement si le radical correspondant
7 est un foncteur de C dans C, sous-foncteur du Sfoncteur identité.

Démonstration. Supposons que 7 est un foncteur. Soit B e Ob B;
si [4, u] est un sous-objet de B; soient [7(4),v], et [r(B), w], les radicaux
de A et de B. Alors vu = wr(u): ce qui implique que r(4) < r(B) = 0.
Done 4 € ObB, puisque B est repléte. Par conséquent, B est réflexive.
Réciproquement supposons que B est une sous-catégorie réflexive de C.
Soit f: A—~BeC; on a alors le diagramme commutatif suivant:

r(d)——> A4 s R(4)
1

b I ‘R(f)

¥
T(B)‘;“*BTR(B)

Puisque [r(4), u] et [7(B), ¢] sont respectivement les noyaux de p4 et
de gr, oafu = R(f)gsu = 0. Dot il existe w: r{4)->r(B) tel que fu — vw,

icm
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et w est unique puisque v est un monomorphisme. On peut done poser
w = r(f). 11 est facile de vérifier qu’on fait ainsi du radical un foneteur
r: C—C, sous-foncteur de l'identité de C.

Les radicaux sous-foncteurs de l’identité sont les radicaux au sens
de Dickson [4] et de Maranda [9]: ils correspondent donc aux sous-caté-
gories réflexives replétes.

9. Les radicaux selon Amitsur. Une généralisation évidente
dun résultat de Maranda [9] donne le lemme suivant:

LevME 2.8. Si v est un radical dans C, alors pour tout A < ObC et
tout A—~AJK e N tel que K < r(4), r(4]K)=r(4)/K.

On considére maintenant une fonction r qui & tout objet 4 de C
associe un idéal r(A) de 4. Notons pour tout A 3(4), I'ensemble des
jdéaux K de A tels que K <r(4).

PROPOSITION 2.9. Pour que r soit un radical dans C, il faut et il suffit
que soient vérifides les propriétés suivantes:

(1) Soit f: A—+BeN: si K eJ3(A), alors f(K) e I(B).

(2) Pour tout K < I(A), il existe un idéal L de A tel que L < K ef tel
que si K'|L e 3(A[L) et K’ < K, alors K' = L.

Démonstration. Sir est un radical, (1) est immédiate. Soit K ¢ 3(4).
Posons L = r(A) ~ K. Supposons que nous avons M/L ¢ J(4/L), tel que
ML < K/L; alors M/L < r(A/L) = r(4)/L (lemme 2.8). Done M < X et
M < r(A), cest-d-dire M < K nr(d)=L. Donec M/L=0. Et la pro-
priété (2) est vérifiée. Réciproquement si » est une fonction telle que (1)
et (2) sont vraies, évidemment f(r(A)) < r(B) pour tout f: A—-BeN.
De plus soit Kfr(4) = r(djr(4)). Pour tout idéal L de A tel que L < K,
considérons f: A—+A4/LeN. 8i r(4) <L, alors d’aprés P12, I'image de
EJr(A) par le morphisme Ajr(4)—~A/L (P10) est K/L dans 3I(4[L)
d’aprés (1). Si, par ailleurs, r(4) < L, alors f(r(A))rz r(4) v LIL (P12) # 0
et f(r(4)) e I(4/L) et f(r(4)) < E/L. Done, dans les deux cas, K[L con-
tient un idéal de J(4/L). Par conséquent, d’aprés (2), K €J(4). Donc
7(4/r(4)) = 0. Bt 7 est un radical dans C.

COROLLATRE 2.10. J est une RI-propriété selon Amitsur [1]. Réciproque-
ment si 3 est une RL-propriété selon Amitsur [1], la fonction r qui & tout
A e ObC associe Ry le y,radical® de A est un radical.

En effet il suffit de constater que les résultats d’Amitsur sont valides
dans la catégorie C et que objet nul 0 est évidemment dans les ensembles
J(4) définis plus haut.

On remarque quw un méme radical peuvent correspondre plusieurs
RI-propriétés.

Fundamenta Mathematicae, T. LXXI i7
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3. Les propriétés radicales de Sul’geifer. Considérons une
fonction 7 qui & tout objet 4 de C associe un idéal (4) de 4. Un objet A
est dit R-objet si r(d)= 4.

ProposITION 2.11. Pour quune telle fonction v soit un radical idem-
potent et complet (of. § 3), i faut et il suffit que
(1) Pimage dun R-objet par un morphisme soit un R.-objet

(2) pour tout A eObC, r(A) soit un R-idéal qui contient tous les
R-idéanm de A, et Ajr(A) ne contienne pas dautre R-idéal que 0.

Démonstration. Si r est un radical idempotent et complet, soient
un R-objet 4 et fi 4A—>BeC: alors flr(d) <r(f(4)); or r(d)= A.
Do r(f(4)) = f(4), i.e. f(4) est un R-objet. De plus si K est un R-idéal
de 4, ie. r(K)= K, alors K < r(4), r étant complet. Puis si Kjr(d)
est un R-idéal de Ajr(4), KJr(4) < r(4/r(4)) = 0. Donc les conditions (1)
et (2) sont néeessaires. Supposons en retour qu’elles soient vérifiées, alors
r(4) est un R-objet pour tout A eObC; et de plus si f: A—~>BelN,
f(r(4)) est un R-objet, ce qui implique que flr(4)) < r(B). Puisque
r{Afr(4)) est un R-objet, alors 7(4fr(4)) = 0. Donc r est un radieal
et en vertu de la condition (2), il est idempotent et complet.

COROLLAIRE 2.12. La propriété R ainsi définie vérifiant (1) et (2) est
une propriéié radicale au sens de Sul’geifer ([13], § 3). Réciproquement si
R est une propriété radicale, la fonction v qui & tout A €« ObC associc Ra le
radical® aw sens de Sul'geifer est um radical idempotent et complet.

11 suffit de constater qu'un objet 4 de C est un R-objet si Ba= A.
On note cependant que Paxiomatique de Sul’geifer [13] est plus faible
que la ndtre.

En terminant ce paragraphe, nous pouvons remarquer qu’un radical
sous-foncteur de lidentité dans une catégorie € ol sont vérifids les
axiomes Bl & B6 est un radical complet. I'inverse n'est pas nécessaire-
ment vrai. Ainsi considérons le radical de Jacobson pour les anneaux
(cf. [8]): c’est un radical idempotent et complet: pourtant il n’est pas
un sous-foneteur de lidentité, car le sous-anneau des nombres rationnels
de la forme 2x/(2y-+1) ol & eb y sont des entiers est un anneau radical
([5], p. 103). D’autre part, on vérifie facilement ef. ([7], p. 102) que la
fonction qui & tout groupe fait correspondre son sous-groupe commutateur
est un radieal sous-foncteur de l'identité: cependant c’est un radical
non-idempotent. Enfin il existe des radicanx idempotents qui ne sont
pas complets. Soit dans la catégorie de tous les anneaux la fonction » ainsi
définie: r(4) = 4 si 4 est un idéal principal de lui-méme; sinon #(A4) = 0.
Si f: A—B est un homomorphisme surjectif et que A = (z), alors
B = {f(x)}. Donc r est un radical idempotent. Par ailleurs, soit P ’anneau
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des entiers pairs: comme mP # P pour tout m e P, alors r(P)=0.
Cependant P contient des idéaux principaux non nuls. Done r n’est pas
complet.

III. Radicaux dans la catégorie des anneaux avec élément-unité

Nous appliquons maintenant les résultats de la premiére section
4 une catégorie particuliére, U, de tous les anneaux avec Elément-unité
et des homomorphismes qui appliquent 'unité sur 'unité. Dans U les
axiomes B2, B3 et B4 de II §1, ne sont pas valides et, par suite, les
théories générales des radicaux me s’y appliquent pas.

§ 1. Radicaux d’anneaux avec élément-unité. Soient les classes § des
homomorphismes surjectifs de U et 3 des homomorphismes injectifs de U.
11 ést évident que U possede alors une (8, J)-décomposition au sens
de T, § 2. Nous pouvons dans ce cas considérer les sous-catégories S-ré-
flexives de U, S étant la sous-catégorie coextensive de U formée des
morphismes de 8. .

Soit B une sous-catégorie S-réflexive de U, avec ¢: 1s—~R, la ré-
flexion de S dans B. Pour tout anneau 4 de U, on appelle I'idéal bilatére
Kerps le B-radical de A, noté comme d’habitude rp(4), ou simple-
ment 7(A). On remarque que 7(4) n’est pas un objet de U. Les anneaux
dont le radical est nul sont appelés r-semi-simples et il est évident que
tout 4 « Ob B est r-semi-simple. C’est uniquement en ce sens que nous
pouvons parler des radicaux dans la catégorie U.

On sait que U posséde des produits queleconques, l'anneau {0,1}
étant 'objet nul de U. Comme par ailleurs, pour tout anneau A de U,
la classe des anneaux-quotients de 4 est toujours un ensemble, il est
évident que U est S-,cowell-powered® pour toute classe d'anneaux de U.
Les conditions du théoréme 1.3 sont satisfaites; et en le traduisant en
termes de radical, nous obtenons que le théoréme 2.3 est aussi valide
pour la catégorie U:

TrHEOREME 3.1. Soit une classe B d’anneauxr avec élément-unité. Pour
tout anmeaw A de U, r(A)= {I, idéal bilatére de A| il existe un iso- -
morphisme e: AJI »B et B e B} est le radical de A dont les anneaux semi-
simples sont les ,sommes sous-directes” d’anneaur de 3.

En effet, selon la construction du théoréme 1.3, il ne reste plus qu'a
véritier que I’homomorphisme canonique 4 —4/r(A) est bien la réflexion
de cet anneau dans la sous-catégorie S-réflexive des (8, J)-produits
d’anneaux de B, c'est--dire des ,sommes sous-directes“.

On peut plonger U dans la catégorie A4 de tous les anneaux et de
tous les homomorphismes. Cette dernidre vérifie les axiomes Bl & B6
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de la section précédente, et la théorie générale des radicaux s’appliquent
4 A. Nous allons maintenant & 1'aide du théoréme 1.8, établir une cor-
respondance entre le radical d'un anneau de U défini par une sous-caté-
gorie S-réflexive de U et le radical de cet anneau défini par une sous-
catégorie N-réflexive de 4, N étant la classe des épimorphismes normaux
de 4; ce qui revient & dire que N est la classe des homomorphismes sur-
jectifs de 4. Pour cela nous avons besoin du lemme suivant:

Levvm 3.2. Soit J le fonctewr-inclusion de U dans A4, la catégorie de
tous les anneauz. J posséde un adjoint & gauche S tel que tout f « N, 8(f) es.

Démonstration. Pour tout A eOb4, on pose S(4)= 4+2z,
Pensemble des couples (a, m), a ¢ 4 et m e Z, 'anneau des entiers; 447,
muni des opérations: :

(@, m)+ (b, n) = (a+b, m+n),
(@, m)(b, n) = (ab-+mb-+na, mn)

est un anneau avec élément-unité. Soit x4 A —S(4) ou %4(%) = (, 0)
pour tout z e d: 4 est ainsi identifié & un sous-anneau de S (4). 8i f:
4 -—+Bed aveec BeObU, on définit g: 8(4)—+B par g(a, m) = f(a)-+me
ol ¢ est I’élément-unité de B. Alors ¢ est I'unique homomorphisme de U
tel que gx4 = f. Done 8 est Padjoint & gauche de J. Si fr A—-CeN, il
est clair que S(f)((a, n) = (f(a), n) et S(f) est surjectit.

Pour simplifier, nous noterons §(4) par 4. Grice au lemme 3.2,
on vérifie facilement que le théoréme 1.8 s'applique & J: U4 et aux
sous-catégories S-réflexives de U: ce qui donne immédiatement:

TasorEME 3.3. Soit B une sous-catégorie S-réflevive de U. B indust
une sous-catégorie N-véflexive C de A telle que 7c(d) = rg(A) ~ A.

I_i“n gffet rc(4) est le noyau de Phomomorphisme composé
A A —~>Afrg(A). :

Nous pouvons considérer le radieal induit r¢ dans la catégorie A4
comme le prolongement de 75 dans la catégorie U: on voit sans peine
que ce n’est pas un prolongement au sens strict. Cependant le théoréme
suivant contient des conditions pour que I'on ait un véritable prolonge-
ment, c'est-a-dire que r¢(4) = rg(d) pour tout 4 < ObU.

THEOREME 3.4. Soit B une sous-catégoric S -réflexive de U. 8i le radical
correspondant & B posséde les propriétés suivantes,

(1) r8(A) C A pour tout 4 ¢ Ob 4,
(2) 78(4) C ralra(4)) powr tout A < Ob U,
(3) si K est un idéal ‘de A ¢ ObU et que K Cry(K), alors K Cra(4),

alors ro(A) = rp( ) pour tout A < ObU ot Tc est um radical idempotent et
complet dans A tel que ro(d) = re(4) pour tout A ¢ ObA.

0% 4t
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Démonstration. Comme daprds (1) et (2), on a ra(A)C A et

ra(d) Crplrs(A)), alors la propriété (3) implique 75(4) Cra(4), pour
tout 4 « Ob U. Par ailleurs r5(4) est aussi un idéal de 4 tel que d’aprés (2),
ra(4) C ra(rs(4)): ce qui implique d’aprés (3), ra(4) C r5(d). Done ra(4)

= rp(4) pour tout anneau aveec élément-unité. Par conséquent pour
tout 4 ¢ ObU, r¢(4) = ra(d) ~ A = rp(4) = ra(4), et pour tout 4 € Ob 4,

re(d) = rp(4) = r5(4) = r¢(4). De plus, 8i 4 est un anneau quelconque,
re(d) = ro(A) n A = rp(d) = ry(rp(d)) = rcfre(4)), done rc est idem-
potent. Si K est un idéal bilatére de 4 « Ob4 tel que 7¢(K) = K, alors
ra(K) = K et la propriété (3) implique que K C rp(A) = rc(4). Donc r est
complet.

Les conditions (1), (2) et (3) sont nécessaires au sens suivant: si C est
une sous-catégorie N-réflexive de A, il est évident que B = C ~ U est
une sous-catégorie S-réflexive de U, alors

PRrOPOSITION 3.5. 8% le radical rc, correspondant & une sous-catégorie
C N-réflezive de la catégorie A, est idempotent, complet et el que rc(A)
= rc(A) powr tout annmeau de A, alors rg, le radical défini par B= C ~ U,
est la restriction de rc & U ef vérifie les conditions (1), (2) et (3) du
théoréme 3.4.

Démonstration. Par définition, rg(d) = rc(4) pour tout 4 e ObU:
alors rp(A) = r¢(d) = rc(4) C A pour 4 ¢ObA. Done (1) est vérifiée.
De plus pour tout A eObU, rg(d) = re(d) = refre(d)) = relre(4))

= 'rB(rB(A)}, puisque r¢ est idempotent: d’ol (2) est aussi vérifiée. Pcﬁn‘
vérifier 1a condition (3), soit K un idéal de 4 ¢ ObU tel que K = rp(K);
comme 7p(K) = r¢(K) = r¢(K) = K, alors K Crc(d), puisque r¢ esh
complet: d’ott K Crp(4). N

La condition r¢(A4) = r¢(4) n’est pas trop restrictive puisque comme
T’a, constaté Michler [10], elle est vérifiée chaque fois que 7¢(Z) = 0 pour
T’anneau Z des entiers, ce qui est le cas de la plupart des radicanx idempo-
tents et complets de la théorie des anneaux. Par conséquent, pour définir
un radical idempotent, complet (propriété radicale) et nul pour I’anneau
des entiers, il suffit de le faire pour les anneaux avec élément-unité. Nous
appliquerons ce résultat au paragraphe suivant.

- § 2. Classes d’idéaux 24 droite qui définissent des radicaux d’anneau.
Pour tout 4 ¢ObU, considérons un ensemble d’idéaux & droite J(4)
de A. Posons 7(4d) = A si J(4) =@, sinon r(4) = ;(Q) K.

PROPOSITION 3.6. La sous-catégorie B pleine de S dont Ob B = {A ¢ Ob U}
7(4) = 0} est une sous-catégoric S-réflexive de U, si les ensembles 3(4),
A e« Ob U, vérifient les propribtés swivantes:

(1) 7(A) est un idéal bilatére pour tout A e ObU.
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(2) si f: A~+B ¢S et BeObB, pour tout L < I(B), (L) € I(4).
(3) i K e3(4), Elr(A)e3(Ar(4)) pour tout A <ObU.

De plus r{4) :;Q) (0: A/K), o (0: A/K)= {a e 4| Aa C K}.
(

Démonstration. On constate d’abord que A4/r(4) e ObB. En effet

rdjr(4) = 3(.—9«;1» Kfr(4) Q:IQ) (Elr(4))  daprés (3)

C(N E)r(d)=0.
3(4) .

De plus soit f: A—+B e S tel que r(B) = 0. Il suffit de vérifier que
flr(4)) = 0. De fait, si L est le noyau de f,

Fr(4) = r(4) VL)L = (" K) © LJL
I(4)

C(NFUE)Y) vI/L  daprés (2)

1B
Q@)(f (E') v L)L = J@)fv (E')L
=) KT
3@

or f‘l(;@)K') =f7(0)=L. Done f(r(4))=0. De plus si x4 tel que
ArC K, ie. @ <(0: A/K) pour tout K ¢ 3(4), alors v e K; Lot () (0: 4/K)
) 34)
C :;DQK = r(4). Réciproquement r(4)C (0: A/r (4)), r(4) étant un idéal
bilatére; d’ot pour tout zer(4), AoC[) KCEK pour tout K eI(4).
)
Done r(4) Q:Qi) (0: A/K) et, par conséquent, r(d) = () (0: 4/K).
] 34
’Popr chaque 4 € ObU, soit B4 une sous-catégorie V-réflexive de la
cat(.egome My de§ modules & droite unitaires sur A: dans chaque caté-
gorie My, les axiomes B1 & B6 sont valides. De plus soit B4 une base
fie BA\pomt tout anneau A de U. D’aprés le corollaire 2.4, rp,(4) = N {E,
1déa}1.a, droite de A} il existe B ¢ B, isomorphe 4 4/K}. A D’aide de la pro-
. bosition 3.6, nous pouvons déterminer les conditions sur les classes B
pour que la sous-catégorie pleine C de S dont ObC = {4 <« ObU| rp,(4)
= 0} soit une sous-catégorie S-réflexive de U:
PrOPOSITION 8.7. Powr tout A « ObU, soit J(4) = {K didéal & droite

. . . 3 !
de 4] il «sja,mste BeBy ?somorphe & A|K}; alors les ensembles 3(A) vérifient
les propriétés de 3.6 si les conditions swivantes somt valides:

(1) B4 est héréditaire pour tout 4 « ObU.,
(2) 8if: A—+B e Stel que B « ObC, alors BIK ¢ %5 impligue B|K ¢ $4.

(3) Pour tout idéal & droite K de A< OQbU -
AJE € B 4. <ObU tel que AJX ¢ Bay alirs
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Démonstration. D’abord rg,(A) est un idéal bilatére de 4 pour
tout A € ObU. Puisque B, est héréditaire, » = rp, est un radical sous-
foneteur de l'identité (proposition 2.7). Dans M, soient gq: A ->A[r(4)
1a réflexion de A dans B, et pour tout ae.d—r(4), go: 4 —>4[r(4) tel
gu(b) = @b pour tout beA. Alors pour tout a e Ad—r(4), il existe hq:
AJr(A)—>AJr(A) tel que go= haoa. Dol golr(4)) = 0, ie. ar(4)Cr(4).
Done 7(A4) est aussi idéal & gauche. Pour vérifier la propriété (2) de 3.6,
il suffit de remarquer que K et B peuvent considérés comme des .4-mo-
dules et que Ajf K)=~ B/K dans M4: et pour la propriété (3), remarquons
que r(4)-A/K =0 pour tout K eJ(4): par suite, A/K est aussi un
AJr(A)-module qui est équivalent & A/r(4)/Kir(4).

COROLLAIRE 3.8. r(4) = mf] (0: M) pour tout anneau A de U si les con-
ditions précédentes sont vérifides.

Démonstration. On sait que r(4)= () (0: A/K); donc r(4)
D[ (0: M). Soit » eJﬂ K. Soit un A-module qﬁé)lconque M de B4; pour

B )
tou% yeM, AIB=yAC M,si B=(0: y) = {a < 4] ya = 0}. Comme y4 est
aussi dans By, alors B eI(A) et # ¢ B. Done yx =0 pour tout ye M,
ie. ¢ (0: M) pour tout M e Ba.

COROLLAIRE 3.9. Pour tout A e ObU, soit X4 une classe spéciale de
A-modules unitaires, au sens &’ Andrunakievié et de Rjabuhin [2]. Sir est
le radical quelles définissent, alors v(A) =\ {K, idéal & droite de A| il
existe B € X4 isomorphe & A|K}, & la condition quelles soient héréditaires.

Cela découle du corollaire 3.8 et du théoréme 3.4.

En conclusion, on remarque que le corollaire 3.8 est la généralisation
des résultats de Bourbaki [3] concernant le radical de Jacobson et que
les conditions de la proposition 3.7 ne concernent en somme qu'une cer-
taine classe d’idéaux & droite des anneaux; elles sont donc plus générales
que celles qui définissent les classes spéeiales de modules selon Andruna-
kievié et Rjabuhin [2].
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Metric spaces in which a strengthened form
of Blumberg’s theorem holds

by
Jack B. Brown (Auburn, Ala.)

Introduction. Let the following statement be referred to as

PROPOSITION A. If f is a function from X into ¥, then there is a dense
subset D of X such that flD is continuous.

Henry Blumberg first proved [2] that Proposition A holds if X is
the plane and Y is the space R of real numbers, and he later proved [3]
that Proposition A holds if X and ¥ are Euclidean spaces. Blumberg
observes in [3] that according to his construction, the set D is countable,
and that it cannot be made to be otherwise, for Sierpinski and Zygmund
have shown ([9], p. 118; [10]) that if the continuum hypothesis is true,
there exists a real function f with domain R such that if D is any un-
countable subset of R, then f|D has a point of discontinuity. Block and
Cargal [1] show that Proposition A holds for fairly general topological
spaces X and Y, with suitable restrictions on the categoric nature of
the open sets in X. In [6] Goffman gave an example to show that D can-
not be constructed so as to make f|D a homeomorphism from D onto f(D).
He also gave an example [6] which shows that Proposition 4 of [5], which
states that Proposition A holds for every pair of metric spaces X and Y,
is false. Bradford and Goffman [4] proved that if X is a metric space,
then Proposition A holds (where Y is R) if and only if every open subset
of X is of second category.

The main purpose of this paper is to establish theorems analogous
to those of Bradford and Goffman concerning the following two prop-
ositions, each of which is stronger than Proposition A (where Y = RE).

PrOPOSITION B. If f is a function from X into R, then there exists an
uncountably dense subset W of X and a dense subset D of W such that fIW is
continuous at each element of D.

PropostTION C. If f is a function from X into R, then there exists
@ c-dense subset W of X and a dense subset D of W such that fIW is continu-
ous at each element of D.


GUEST




