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L’analyse complexe aborde aujourd’hui un champ nouveau: I’étude:
des fonctions analytiques et celle des fonctions plurisousharmoniques
en dimension infinie, en particulier dans les espaces vectoriels topolo-
giques. Le lecteur trouvera une bib]iogra.phieassez complete dans [2].
On notera que les travaux actuels n’ont été rendu possibles que grice a la
théorie des espaces fonctionnels, & laquelle 1'école polonaise a contribué
plus que toute autre. La notion de fonction analytique peut étre définie
de deux maniéres différentes, équivalentes. Une application f: F — F,
ol E et F sont des espaces vectoriels topologiques sur C sera dite ana-
lytique en x, si elle est développable sous la forme f = }'P,, (v — x,), ol
P,, est une application polynomiale homogéne continue de degré m et si
la série converge uniformément pour #— zy,eV, ou V appartient au filtre
F g des voisinages de l'origine dans E. On rappelle qu’une application
polynomiale homogéne P,, : E — F est définie comme la restriction a la
diagonale du produit E™ d’une application m-linéaire symétrique de E™
dans F, c¢f. [1]. Une autre définition consiste 4 supposer f continue et
G-analytique c’est-a-dire analytique sur les droites complexes. En fait
si B et F sont des espaces de Fréchet et si f est G-analytique dans un
domaine D c E, la continuité de f en un point z,¢D entraine que f est
analytique dans D.

En dimension » =1, 'étude des fonctions sousharmoniques dans
le plan complexe donne un instrument utile pour 1’étude des fonctions.
apalytiques. En dimension n, 2 < n < oo, cette classe est remplacée par
la classe des fonctions plurisousharmoniques que j’ai introduites en 1942
(cf. les livres [4a], [4b] et le mémoire [3]): cette classe permet d’exprimer
la pseudo-convexité des domaines d’holomorphie dans C"; celle-ci n’est-
autre que la convexité du domaine par rapport aux fonctions plurisoushar-
moniques. Il en est de méme pour les propriétés caractéristiques des.
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indicatrices de croissance des fonctions entiéres dans C® comme 1’ont
‘montré des travaux récents, de Lelong, Kiselman, Martineau.

Je me placerai maintenant sur un espace vectoriel topologique com-
plexe séparé complet F. Une fonction zeD = B — f(z), — oo < f(2) < + o0,
J(x) réel, sera dite plurisousharmonique si: (a) elle est semi-continue
supérieurement, (b) elle vérifie 'inégalité de la moyenne

2n
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pour tout disque A4,,cD:4,, =[2¢H; 2 =x+uy,veE,yecl,ueC,
lul <1]. Si f est une fonction analytique E — ¢, au sens indiqué plus
‘haut, log|f| est plurisousharmonique. Désignons par P (D) la classe des
fonctions plurisousharmoniques dans un domaine D < E : si{f,}eP (D) est
une suite localement bornée supérieurement, g = sup.f, a sa plus petite
majorante semi-continue supérienrement g*(z) = lim.sup.g(x+2') — ap-
z'—0
pelée régularisée supérieure — qui est encore plurisousharmonique. De
méme h = lim.sup.f, (cf. [4a]). De méme si f(x, t)eP (@), teT, est
Jocalement bornée supérieurement (indépendamment de teT), F(x) =
= f flx, t)dp,, u mesure positive, et f(x, t) u-sommable, est encore pluri-
sousharmonique.

Notons encore le résultat suivant qui généralise & la dimension infinie
un énoncé que j’avais établi en 1945 en dimension finie:si f: D c B —» F
st une application analytique, si V est une fonction plurisousharmeo-
nique définie sur un voisinage f(D)+ W, W%, de I'image de D dans F,
-alors Vof est plurisousharmonique dans D.

Les fonctions plurisousharmoniques permettent d’introduire deux
.classes d’ensembles; ces classes sont celles des ensembles polaires et des
-ensembles négligeables dans un domaine D < E. En dimension n ces
.classes s'introduisent dans 1’étude fine de problémes sur les fonctions
analytiques et plurisousharmoniques. De tels ensembles sont de mesure
nulle dans ’espace R®™ sous-jacent. En dimension infinie et en 1’absence
de bonnes notions de ,mesure”, ils donnent des classes indispensables
de ,petits ensembles”.

Une partie A d’'un domaine D = F est dite polaire dans D si A ap-
partient aux infinis négatifs d’une fonction plurisousharmonique V #= — oo
définie dans D; si de plus on a V < 0, A est dit strictement polaire dans D.
Un ensemble polaire est d’intérieur vide.

Une réunion dénombrable 4, = A, = [#eD; V (x) = — oo] de A4,
strictement polaires dans D est de méme nature ou bien D lui-méme
-est réunion dénombrable des ensembles strictement polaires A;. Ce dernier
<as n’a jamais lieu si I’espace F est de Baire.
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Une partie # d’un domaine D < E est dite négligeable dans D g’il
-existe une suite V,eP (D) localement bornée supérieurement et si Pon a

1< [weD; g(z) = sup V,(2) < g*(2)]

.ot g* est la régularisée supérieure de g(x).

L’extension de la théorie des fonctions plurisousharmoniques & la.
dimension infinie est importante parce qu’elle nous permet de formuler
des problémes sur les espaces de fonctions. Je veux en donner un exemple
qu’on trouvera développé dans les exposés [2]. Soit A (2) lalgébre des
fonctions analytiques dans un domaine £ d’un espace de dimension
finie C". Soit n le sous-ensemble des fonctions de A () qui peuvent étre
prolongées analytiquement dans un domaine Q' strictement plus grand
que (2. Une certaine intuition nous dit que 5 est de ,mesure” nulle, ou
comme le disait £. Borel en 1896 pour les séries de Taylor d’une variable
et conme 1’a démontré Steinhaus en 1929 (cf [6]) » est de ,probabilité
nulle” par rapport au choix des coefficients de Taylor en un point. Ces
résultats de type probabiliste sont peu précis et s’étendent mal a 1'al-
gébre A (2). Je veux donner ici trois énoncés récents dont le lecteur trou-
vera des démonstrations dans mes articles des Séminaires [2], Lecture
Notes Springer N° 71 et N° 116.

Faisons de A4 (2) un espace de Fréchet sur C en construisant une
suite exhaustive K, 2 de compacts: un compact donné K < 2 appar-
‘tient aux K, & partir d’'un certain rang 'g,. Les semi-normes p,(f) =
= sup|f(2 ... 2,)|, 2¢K,, déterminent sur A (L) une topologie d’espace
-de Fréchet. Dans C" considérons les boules dont les rayons et les coor-
données du centre sont rationnels; ne retenons que la famille (dénom-
brable) B, de ces boules ouvertes qui coupent le complémentaire de 2;
enfin soit ¥, , I'ensemble des feA(£2) qui sont analytiques dans 2 N B,
et vérifient |f(z)| < m dans B,, m entier. Alors on a 7 = U . De

plus Fpm c A(82) est fermé dans A(R2). Si n #= A(L2) il en résulte que
‘l’mténeur Fp m de F, ,, est vide et 5 est maigre dans A4 (£2). Mais les no-
tions d’ensembles polalres et d’ensembles négligeables sur A(f2), espace
de dimension infinie, permettent de donner des résultats d’'un type tout
4 fait nouveau qu’on peut résumer par les trois énoncés qui suivent:

THEOREME 1. 8t 5 # A(R), c’est-a-dire $'il existe une fonclion mon
prolongeable, alors 7 est réunion dénombrable d’ensembles F,,, disqués,

Jermés, dintérieurs vides qui sont des ensembles négligeables dans Ualgébre
A(9Q).

THEOREME 2. A une partie bornée B = A (L), correspond une fonction
plurisousharmonique Ug(f) définie sur A(£2), telle que (n N B) = [fe A(Q2);
Up(f) = — o0]; ainsi n N Ug est polaire dans A (£).
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THEOREME 3. Soit M un sous-espace de A (), muni d’une topologie T ,,
d’espace de Banach, plus fine que celle induite par A(Q). Alors n N M
est s0it M, soit un cone maigre et polaire dans M, dont la trace sur la boule
unité de M est un ensemble strictement polaire.

Ainsi Pétude de I’analyse complexe en dimension infinie donne des
méthodes nouvelles pour étudier des problemes de l’analyse classique.
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