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Sur un systéme d’inégalités différentielles partielles
du second ordre a argument fonctionnel

par A. SOBOLEWSKA (Rzeszéw)

Le but de ce travail est de géndraliser les résultats établis dans les
publications [1], [2], [3] et [5] au cas des inégalités différentialles par-
tielles & argument fonctionnel. Nous y utilizons la méthode que J. Szarski
a exposée dans la monographie [4], ainsi que 1a méthode, convenablement
modifiée, contenue dans les travaux [2] et [3].

1. Notations et définitions. Désignons par X = {»,%,,...,,} un
point de l’espace euclidien % » dimensions. Soit encore .D un ensemble
ouvert et borné contenu dang cet espace et F(D) la frontiére de cet
ensemble.

Nous admettrons les notations suivantes:

(i) X=FD)x[0,T); =Dx[0,T),o00<T< 400, 2, =DX
X (@, 0], ol @ est un nombre fixé de Iintervalle (— oo, 0]: &' = DX [0, 1),
Q' = Dx[0,%] pour 0<t <.

(1) Si B, X) est wune fonction définie sur lensemble X
Zy Z{(t, X): (1, X)eZ et B(y, X) >0}

Nous utiliserons aunssi les notations suivantes, admises dans [4]
pour les fonctions et les dérivées partielles:

' (i) Z(t1‘X)= {zl(?y X), 22(t, X), ..., 2" (t, X)}, 2= {zila zfcz’ ceny zf,;“},
Zry = {zilml: zzqélmy ceey z;na:n} (t=1,2,...,m)

(i) Par A(t, Z)= {Al(t, 2), 4}(,2),..., A1(1,Z)} (§=1,2,..., m)
nous entendrons wun systéme d’opérations définies sur 1’ensemble
[0, T)x @, ol & désigne ensemble des fonctions vectorielles Z(t, X)
définies sur l'ensemble 2, U 2. De plus, 4%: [0, T)X ® — R,.

DEFINITION D'UNE OPARATION DU TYPE DE VOLTERRA. L’opération
A’(t, Z), définie sur 1’ensemble [0, T) x @, sera dite opération de Volterra
si la relation Z (¢, X) = Z (t, X) sur l’ensemble 2, U 2% entratne A’(t,, Z)
= A'(1,, 7). Nous admettons que les opérations A’(t,2) (j =1, 2,..., m)
sont croissantes dans le sens que voici:
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(jj) Si lindgalité 2'(1, X) < ~( , X) pour (1 =1,2, m) (ce que
nous noterons en abrégé Z(i, X) <Z(t X)) alieu dans l’ensemble 2,0 Qh,
on a Ay, Z) < Al(ly, Z) (est-d-dive Al (ty, Z) < 4 (t, Z)y .y Allty, 2 )
< Al(ty, 2)).

Nous admettons encore que les opérations A7(t, Z) satisfont & la
condition suivante de Lipschitz:

(i) 14/, 2)— 4/, D) < X sup, |22

pour tous les ¢ de l'intervalle (0, T) et les Z, 7 de lensemble @.
Tci ot dans la suite nous utilisons la norme gunivante:

1Y = max |yl, ou Y = (yi,9ey..., %)

(r=1,...,0)
2. Hypothéses et théoréme. Supposons données les fonctions
fi(t’ X,Z,P,Q, k) =fi(t: Lry Byy cony Ty zl: 22y, @M, D1y Pay e
ey Pry iy Gy ooy Quy P11y Taay o3 Tum) (6 =1,2,...,m)

de (1+n)*+m-r variables, satisfaisant aux conditions suivantes:

1° Les fonctions fi(t, X, Z,P,Q, R) sont définies pour Z, P, Q, R
quelconques et pour (¢, X)e£2. Elles sont non décroissantes par rapport
4 I’engemble des wvariables P = (p,, Pg, ..., P,), tandis que par rapport
4 l’ensemble des variables Z = (Z', Z2, ..., Z™) elles satisfont & la ,,con-
dition W*» ([2], déf. 4), c’est-d-dire que les relations 2’ > 21, 2% > 2%,
...,'z"‘“ > 27, 4 =& 4 2, @™ = 7" entrainent (¢, X, 2, P, @, R)
>f'¢,X,%,P,Q,R) powr (¢, X)ef2 et P,Q, R quelconques.

2° Tl existe une fonction (1, 8), continue et non négative dans l'ensem-
ble [0, T) X [0, + o0), non décroissante par rapport a la variable s, telle
que la solution unique de P'équation ds/dt = oft, (1+ K)s) avec la con-
dition s(0) = 0 est la fonetion s{f) = 0 et que l'on a, de plus,

fi, X, 7, P,Q, R)— (T, X, Z, P, Q, R) < o(t, |Z—Z||+ | P—P)

(i1=1,...,m)
pour Z<Z P P (t, X)eR, @, R quelconques.
Noug admettons encore que les deux fonctions vectorielles

Uty X) = {ur(t, X), ..., u"(t, X)}, V(t, X) = {o(t, X), ..., 0" (I, X)}

satisfont aux conditions:

3° Les fonctions U(t, X) et V(f, X) sont continues dans la fermeture
Q, v 2, de classe € dans Q et admettent des dérivées partielles du se-
cond ordre par rapport a #,, %, ..., 4, continues dans 0.

4° Les fonctions f'(t, X, Z, P,Q, R) sont elliptiques par rapport
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& la suite de fonctions {uw'(i, X), u®*(, X), ..., ™ (¢, X)} dans l'opération
At clest-a-dire que

it X, U, X), A't, Ut X)),
ui(t, X), R) < fi(t, X, UL, X), A%, U (1, X)), wi(t, X), R)

pour B = (riy, Tipy. ooy Tan)s B = (Fizy T1a5 - +) 7un) tels que la forme qua-
n

dratique Y (7, —7u)A, 4, soit non positive, (f, X)eQ (4 =1,2,...,m).
=1

6° Les fonetions U(¢, X) et V (¢, X) vérifient les inégalités initiales
U, X)< Vi, X) pour (¢ X)ef2,,

aingi que les indgalités différentielles sunivantes:

6° u'(t, X) < f(t, X, U(t, X), A¥(t, U1, X)), ul, k)

6 v'(t, X) > fi(t, X, V{1, X), A*(t, V (1, X)), v§, v&,) pour (i =1,2,...
ooy m) et (¢, X)eR, les opérations A® satisfaisant & (jj) et (jjj).

7° 11 existe des fonctions $'(, X), non négatives sur X, et ¢'(¢, X, 2),
définies pour (I, X)eZ et 2z quelconques, strictement croissantes par
rapport & z et telles que soient vérifides les inégalités:

a[ut(t, X)—v*(t, X)]
i,

'Pi(t1 X, ui(t’ X))'_"Pi( (¢, X, 'Di(t’ X)) < ﬁi(t; X)

pour (t, X)eZy , ot I* désigne une demi-droite issue du point (¢, X), ortho-
gonale & 1'axe des ¢ et clirigée vers 'intérieur de £,
o'(t, X, u(t, X))— ¢ty X, (% X)) <O pour (4 X)eX— 2,
(t=121,2,..,m).

THEOREME SUR LE PROLONGEMENT DE LINEGALITE INITIALE.
84 les hypothéses 1°-7° somt vérifides, Vinégalité U(t, X) < V (¢, X) a liew
dans Vensemble Q, U Q.

3. Démonstration du théoréme. Posons — M*(t) = sup [w'(¢, X)—

_ (t,z)e R
— (3, X)] ot M(t) = max M(!). Soit encore M (1) = max [0, M(1)].
(t=1,...m) (2=1,...,m)

Notre théoréme sera établi lorsque nous aurons prouvé que pour
te[0, T) on M(t) = 0.

La fonction M (2) satisfait aux conditions suivantes:

A M (0) =0, ce qui résulte directernent de 1’hypothése 5.

B. M(t) = 0 pour [0, T).

O, M(t) est continue dans [0, T).
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Supposons que l'on ait M (1 )>0 pour un i¢(0, T). Alors il existe
un indice 4, et un point (f,, X,)e 27 tels que

M(E) = u(ty, Xo)— 00 (ty, Xy).

La définition de 1a fonction M (¢) entraine JM(1) = M (4,). Nous avons
done

(1) M () = wio(ty, Xo)— 1 (tyy Xy) > 0.

De I'hypothese 7° il résulte que le point (i, X;) est un point inté-
riewr. La démonstration de ce fait est identique & celle qui est donnée dans
le travail [2].

Pour t <¥, on a M (1) = wlo(t, X)—ov'o(t, X,), ce qui résulte de la
Qéfim'tion de lp fonction M (t). Dol

B ()~ M () _ [uo(t, Xo)— 0o (t, Xo)]— [w(tn, Xo)— 0" (ta Xo)]

t—"to t_to

ef, en passant & la limite,

(2) D_ M(to) ut (tIH Xo) "'vt (toa -Xo)

D’autre part, comme (7, X,) est un point intérieur de 1’ensemble 2,
la fonetion u'e(t), X)—v*0(¢), X) admet pour X = X, un maximum local.
De 1& ot de Phypothése 3° on tire

(3) “::" (toy X)) = ”:io(tm Xo)
et
(4) 2 [0 1, (fay Xo)— 2 o, (o, Xo)] A, < O

pour 1,, 4, quelconques.
Les hypothéses 6° 6° et Végalité (3) entrainent 'inégalité
-D—M'(tu) gf':o(to, Xy, Ultey Xo)y A% (2, T), ui0(t, Xo), Ui, (te, Xo )*‘
—f* o(tm Xoy Vi, Xy), A‘o(tm V), 'D (toy Xo), v%{t, X ))
et ensuite
D_M(t,) <f"°(t_o, Xos Uty Xo)y A%0(ty, T), ud(ty, Xy), ui%(tu, X,))—
-ff“(to, Xy, Ultyy Xy), AN(ty, U), u‘“(to, Xy}, v (ty, Xo))+
fl°(tm Xoy Ulty, Xo), A" (b, U), us2(ty, Xo), .x:(tO’ o)) —
—fholtey Xy V(ty, Xo)y A0(ty, V), vi0(ty, X,), 920, (b, Xo))-

Puisque les fonctions f* sont elliptiques en vertu de I'hypothése 4°
et que 1'on a (4), on peut rejeter les deux premiers termes du second mem-
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bre de la derniére inégalité sans en changer le gens. Nous obtenons ainsi
l'inégalité:
(6)  D_M (L) < fiofty, Xo, Uldy, Xo), A%(ty, T), 030 (t, Xy), 0, (ty, X,))—
—f{te, Xy, V(ts, KoYy A% (L, V), 02 (tey Xo)y ¥4 (t, Xo)) -
Nous avons de plus ut(ly, Xo)— v*(ty, Xo) < M (3,), d'oit
(6) W (tyy Xo) < 08 (tyy Xo)+ M (1)
(ot Dégalité a lieu pour 7 = 4y).
La condition suivante est aussi vérifide:
(7) Uit, )< V(t, X)+M() pour (f, X)ef, U Qh,
En vertu de ’hypothése (jj) on aura donc
(8) An(ty, T)< A% (ty, V+1).
L’hypothége 1° et les formules (6), (7) et (8) entrainent l'inégalité:
D_ 1 (t,)
< Sty Koy V (foy Xo) I (), A (ty, V+1T), v (toy Xo) , 938 (0, X)) —
—fio(tyy Xy V(toy Xo)y A"0(ty, V), 02(ty, Xy), v25, (41, Xy)).

En profitant des hypothéses 1° et 2° on obtient
D_M(ty) < olty, L+K)M (%) et 4(0) =0.

Cette indgalité, rapprochée du théoréme de comparaison ([4], p. 44)
meéne 4 une contradiction avee I'hypothése que M (f,) = M (z) > 0. La
démonstration du théordme est donc achevée.

4. Cas particuliers, Le théoréme que nous venons d’etablir constitue
une généralisation des théorémes contenus dans les travaux [1], [2] et
[3].

Si A%(t,Z) = Z, on obtient le théoréme énoncé et démontré dans
le travail [2] (p.17). Alors a peut étre un nombre non positif quelconque.

Si A%(t, Z) = £(Z), on obtient le théoréme établi dans le travail [3].

Si Al(t, Z) = J 2, X)d, (4 X), on retrouve le cas étudié dans

le travail [1]. e
Considérons encore un quatridme cas particulier de Popérateur 4A°(t, Z),
& savoir
AYt, Z(t, X)) = Z(t— o*(t), X),

ol a*(t) est la fonction vectorielle {a™(f), a™(1), ..., a™ (1)}, Z(t— o'(2), X)
= {Z'{t— " (1}, X), ..., 2" (t— d™(1), X)}.
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Les fonctions o (t) sont supposées définies pour te[0, T'), continues

et non négatives. Dans ce o = — max {sup a®(1)}.
Y]
On voit anssitét que e’est alors l’opérateur qul intervient dans un
théoréme sur les inégalités différentielles fortes du premier ordre établi

dans le travail [D].
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