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Les solutions non négatives
d’un systeme d’équations différentielles

par W. BoDANKO (Czestochowa)

Considérons un systeme d’équations

8

(1) ul — 2 a; (x,8) DPu'+ Zci(w,t)u", i =1,2,...,8,
ipl<m If/l,
#1

dont les coefficients sont définis dans une couche H = FE, x (0, T), ol

P =(P1y-os Pu)y 1P| = D1t. .+ Py, D® = DP1... Din, Dii = 070},
DEFINITION 1. Nous disons que la fonction f(z,t) est m-réguliére

dans H si elle admet des dérivées f,, D’f (|p| < m) continues dans H

et si elle est continue dans H.

DEFINITION 2. Nous disons que la fonction g(z,t) est de classe
E, (a >0) dans H, g’il existe un nombre positif 4 tel que

n
9(2, )] < exp{4 (©*+1)*?}  pour (z,?)<H et r* = ) a,
i/l
DErFINITION 3. Nous disons que la fonction h(x,?) est de classe E.,
dans H, s’il existe des nombres positifs 4 et a tels que

\h(z, 1) < exp{d(¥*+1)°} pour (z,t)eH.

DEFINITION 4. Soit j = (4, ..., jn). Nous disons que j < p si j, < 9,
pour k =1,...,n et p—j X (py—ji, .ory Pu—1Jn)-

THEOREME I. Nous supposons que m >2 el que:

1. les fonctions DPa, (i =1, ...,8,5 < P, |p| < m) sont bornées dans H
et localement intégrables, _

2. les fonctions ¢, (i,k =1,...,8, 4 ;ék) sont localement intégrables,
de classe E ,, et ¢, < 0 dans H, |

m—1

3. les fonctions w'(x,t) (i =1, ;.., 8) sont des solutions du systéme (1),
non mnégatives, m-réguliéres dans H,

De plus les fonctions u'(x, t) sont de classe B, dans H et w'(x,0) =0
pour xeE, (t =1,:..,8). ",w m=1 ’



308 W. Bodanko

Alors u'(®,t) = 0 powr (z,t)eH et i =1,

Démonstra,tlon Choigissons he(0, T) et ¢ (1 < 8). Nous dé-
montrerons que %*(z,?) = 0 dans H, = E, x [0, h].

Multiplions la *®° équation du systéme (1) par une fonction ¢(z, ?)
de classe C™ dans H, s’annulant en dehors d’un cylindre D < H,.

La classe des fonctions ayant les propriétés ci-dessus sera désignée
par Oy, (H,).

Nous intégrons cette expression et nous profitons des égalités:

At o) — P\ pr-igi py < () (’Pl) (Pn

@ = 3 [)rrare apsm, ouff) = (7). (3

Alors nous avons D’égalité

{ 2 ay, DPu'e (w, t)—ujp+ chu tp} dzdt

H, Ipilsm k’;ﬁ
= [uf 3 (- 1)?D7 (ahg) + ¢} dwdt— f wodn+ [ chu"cpdwdt
H, |p|<m Hy K1

k#4

B ﬁ[ v {lpgm Ogi';p = 1)|P|(1;) D, Do+ %} dwdt—

— fu pdz 4 ch},u"tpdwdt

H, k1
k#1

=‘f { 2 Dy Z b”( )D” ’ap—l—qJ,} dx dt —

H, lil<m p=>7
[pl<m

— fuq)dm+ ch,,u"q)dwdt =0,
g,

ol b? sont des constantes.
Nous écrirons

(2) fu{z a4 Do+ g} dwdi— fu¢dw+ ] Za;'c};u"qadwdt=0

1 [7|<m Hy k1
k#1

ol
%= 3 (f)oris pouw plaech .

=7
|p|<<m

Soit ¥g(x) une famille de fonctions jouissant des propriétés suivantes:
1 pour 2| <R

(@) v&(®) = |0 pour |z| >R+1.



Systéme d’équations différentielles 309

(b) Les fonctions ygp(z) sont de classe O™ dans E,.

(¢) 3 |D’yr(z)| < K, la constante K ne dépendant pas de R:

|p|l<m

Posons
p(x,1) = yp(z)exp{—a(r’+1)*™ e},

La fonction ¢(z,?)<C% (H,) pour a et 8 arbitraires.
Nous mettons cette fonction dans (2). On peut choisir @ >1 te
que pour R — oo l'égalité (2) admette la forme

@ ui[ Y &} Dlexp{—a(r*+1)*™ e} —

H) iil<m

~ 8B (r* +1)"™ D Plexp{ —a (r* +1)"™ D "} | dwdt —

— f u'exp {—a(r*+1)*™ e} dr+-
t=h
+ [ Y dutexp{—a(r+1)" Ve dndt = 0

Hy &N
k1

pour > 1 arbitraire.
D’aprés l’inégalité

| Dexp{—a (r*+1)" D¢}

_ m 1
< exp{—a(r2+1)2mD gy M alilglilee (52 _l_l)m(z(m_—l')_i)

pour |jl<m

nous avons
(4) Y @D -exp{—a(r+1™ D)
l7l<m
_—dﬂ (1’2 +1)2(m—l) eﬁl, exp {_a (,',2 _!_l)meﬂt}
m m 1 m-
< exp{—a(,-z +1)2(m_—1)cﬁl} 'Mz emht (r2+1)m[2(m—1) - 7] —Eﬁ(72 +1)2(m—1) ]

< exp{—a(r* 1) VefL (2 L1 )22 [ Y, e8] < 0
pour 8> M,e et (x,t)eH, = E,xX[0,k], ol h =1/fm. D’aprés (3)
et (4) ' =0 dans H,.
On divise ensuite la couche H en couches partielles par les plans
t=1h1=1,...,7 et on établit de proche en proche I’égalité u* = 0
dans ces couches.
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Dans le cas m = 1 nous considérons le systéme

n 8
(1) = D d(o, it Do, yut, i=1,...,s.

N 1
THEOREME II. Nous supposons que:
1. Les fonctions af, (a7)zy, € remplissent les conditions swivantes:

lafl < M(r2+1),, i =1,...,8,
(@)l < M(P*+1), 1=1,...,n,
Il < M(r*41)}, 1 arbitraire

pour (w,t)eH et sont localement intégrables dans H.

2. Les fonctions ¢ sont localement intégrables dans H, ¢i. < 0 et cieE,
pour i,k =1,...,8, ¢ #k.

3. Les fonctions u; (i =1, ...,8) sont des solutions, non négatives et
1-régulicres dans H, du systéme (1').

De plus les fonctions u* sont de classe E,, dans H et u,(x,0) = 0 pour
vek,.

Alors w; = 0 pour (z,t)eH et i =1,...,8.

Démonstration. Multiplions la *™° équation du systéme (1') par
une fonction ¢(z,t) de classe C}(H) et intégrons cette expression. Alors

f [Zn; ajug o — ujp+ 28 c};u"tp] dxdt
A k11

= fu’[i‘ —a’fqo:l+c¢+¢p,] drdt— fuiq:dm—{- fﬁ:eiu"tpdmdt =0,
g =T 2

n
ol ¢ = ) —(ay);+ ¢
/1

En appliquant la méthode de la démonstration du Théoréme I nous
obtenons

fu‘exp{—a(rz—i-l)“e‘”} ca- e [y, 2 ai (r*4-1)* 2z, +
H i1

+a"e“”c—ﬁ(1’+1)"]dwdt— fuiexp{—a(rz+l)”e"‘}dm+

(=T

8

+ IZo‘,‘,u"exp{—a(r’+1)"e’”}da:dt =0
W
k1

pour a>a, u>pu et § >0 arbitraire.
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Puisque
m .
,u,Z a(r 1y 2m - a e Fle— (1) < M (P 1Y —B(rP 1) < 0
“in
pour 3> M,,u= 2

on a bien %' =0 dans H.

Recu par la Rédaction le 16. 12. 1969



