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Sur quelques problémes extrémaux dans les familles
des fonctions générées par les fonctions de Carathéodory

par WIBSLAW PLASKOTA

1. Soient 4,8, M, & des nombres quelconques fixés: Ae¢[0, 1),
Be(—m/2, 7/2), M > 1, k étant un nombre naturel. Désignons par Sy (4, 8, M)
la famille de toutes les fonctions holomorphes et univalentes dans le
cercle K = {#: |2|] < 1} de la forme

(1) f2) = 2+ aff s affl L a2
et satisfaisant & la condition
e“’-z;:(—g) —ising — Acosf
2 —Mi< M tout ze¢ XK.
(1—72)c08B < pour tout ze

Evidemment S%(4, 8, M,) < 8;(4, B, M,) quand M, < M,. Donc
Su(4, By, M) = 83 (4, 8), ot Si(A, f) est la famille de toutes les fonctions
de la forme (1), $ spiralement étoilées d’ordre A dans le cercle K. La notion
de fonctions spiralement étoilées a été introduite par Spadek [6].

THEOREME. S4 f(2)eS) (4, 8, M), on a

n—1
1
(2) |a'g:)—1)k+1| < m ” |81, n=2,...,N,
' fel
et
1 N~1
®) 1ol S gy | [ ol n =¥+, T +3,
! L4
o

8 =(1—2) (2 —%) cosﬂe““’—l—k(l—%) (7 —1);

le nombre N,

Ns[l—[—% (L—2)cosf, 2+% (1-/1)00813);
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avee a = (M —1)cosp+VM*—(n—1)sin’f, est un nombre mnaturel.
L'égalité dans (2) a lieu pour la fonction

—(1—23) 2—1/31) (1—1/37) 1%~ cospe—1
i

EAS =z[1+s(1—-ﬂ |
le| =1, si M 51,

respectivement

{b) f,(2) = zexp[e(1—A)k~'cosfe?e"], |e] =1, 88 M =1.

Démonstration. f(e)eSk(A, f, M) si et seulement si

e”"M —iginf —Acosp
(®) 1) = P(a),
(L—A4)cosp
ol P(z) est une fonction de la forme
(1) P(2) =142+ D™+ + PV L
holomorphe dans le cercle K et telle que
(8) |P(z)—M| < M, zeK.

Désignons par Z,(M) la famille des fonetions P(z) qui satisfont
aux conditions (7) et (8). Désignons encore par £, la famille de toutes
les fonctions

(9) @(2) = 6,8+ ™+ .. 0y ?™+ ...

holomorphes dans le cercle K et bornées au sens de Lowner (jg(2)] <1,
2¢K). La fonction

1+¢(2) _ 1
1—mp(z)’ m=1- M’

appartient & la famille £, (M) si et seulement si p(2) est une fonction
de la classe 2, (v. [4]). Nous utiliserons dans la suite une méthode de
Clunie [1]. Soit f(z)eS;(4, B, M). Alors, en vertu de (6) et (10) on a

' (2) = f(2) = {mef (&) + [(1+m)(1—2)cosfe™" —m] f(2)} ¢ ()

pour une fonction ¢(z)e 2.
D’ou on tire, d’aprés (1),

(1) Kaff), A 4 2kall, N L 4 (n—1)Eafl) ), oV
= (5, 2+ 8,08 1 4 L., +Sn_la&)_l)kﬂz(n_l)k+1+ ) ole).

En tenant compte de la relation (9) dans (11) on obtient 1'égalité

(10) P(z) =

kai:’:)_l - -S'l Gk .
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La fonction ¢(2) étant bornée, on a

S
il <2

Soit # un nombre naturel quelconque fixé. De (11) il résulte que

0
]2 (j— l)ka,{, k41 (UL Z‘ hgcl,l)kﬂz@—l)/cﬂ
7=t f=n+1
n~1
< lslz + 2 8a{f yp41 z("l)"+1| .
i=2

Par conséquent

f ’Z § = 1)Ly (re)I = 4 Z 9 i (réy=e41" gy
0 1=n+1
1 21T
S 2
<o [ forsts 3 stpauisrotirfa,
0 J=2

ou 0<r<l.
Intégrant et passant enguite 4 la limite avec » — 1 on obtient 1'iné-
galité

n n—1

Z (5—1)27"2'“"‘) 1)k+1|2 |31|2+Z |3;t| f"l’ 1)k+l|
f=2 i=2
Donc
n—1
(12) (n—1)*K* |a{ 1)k+1|2 |s,1* + 2 [|3j|2_(j—1)2702]|“§ﬁ1)k+1|2-
ey

Observons que |[s, ;> —(n—2)*k* > 0 s8i et seulement si n< N, N
étant le nombre @éfini dans la conclusion du théoréme. En s’appuyant
sur inégalité (12) on déduit par récurrence les limitations (2) et (3).
On prouve aussi aisément que les fonctions (4) et (5) réalisent la limitation
forte (2).

Le présent travail compléte les résults établis dans [5].

2. Nous étudierons maintenant un probléme extrémal pour les
fonctions de la classe 8" (M) = 87 (0, 0, M), probldme qui reste en rapport
avec celui du rayon du noyau d’étoilement. .V et M étant fixéds, 1 < NV < M,
considérons les familles de fonctions §*(M) et 8*(N) (comme N < M,
on a évidemment §*(N) < §*(M)). Soit f(z)eS*(M). Nous appellerons
rayon du noyau de N-étoilement de la fonction f(z) la borne supérieure
r(f) des nombres », 0 < r < 1, tels que

of ' (2)
f@)

3 — Annales Polonici Mathematici XXV

»—N|.< N pour [z <.
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Done

A'le)
f2) |<N, 2] <r}.

Nous appellerons rayon du noyau de N-étoilement de la famille S* (M)
la borne inférieure 7, des nombres 7 (f) lorsque f parcourt la classe 8™ (M):
(13) ro = inf r(f).
feS* (M)
Dans cette partie de notre travail nous allons déterminer la borne
(13). Désignant par Z(M) la classe "&,(M) définie précédemment, on
constate d’abord que I’on. a, en vertu de (8),

(14) r = inf sup{r:|[P()—N| <N, |?| < }.
Ped(M) :

7(f) = sup{#:

Posons ensuite 2 = &, (v. section 1) et soit £ la famille de toutes
les fonctions de la forme

p(e) = 14p2+ 2,28+ ...y
holomorphes dans le cercle K et telles que rep(z) > 0 pour zeK. On
sait [3] que p(2)eZ si et seulement si
_ 149(?)
1—p(2)

pour une fonction ¢(2)e2. D’autre part, en vertu de (10), P(2)e P (M)
si et seulement si

(15) P(2)

1
(16) P =L

pour une fonction ¢(z)e L.
De (15) et (16) il résulte donc que P(z)e? (M) si et seulement si

ap (2)
(17 Plz) =———
w “ =T e
pour une fonetion p(2)e?, ol
2 1—m
6 =——  b=—-
14-m 14+m

(v. [2]).
Par conséquent I’égalité (14) peut tre émise sous la forme

. ap (2)
7, = inf e .
o mysup {r 13 bp(2) Nl <N, |2 < r}
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Soient F(u) une fonction analytigue dans le demi-plan rew > 0,
3, 13l <1, un point fixé et
(18) F(p) = Flp(3)]

une fonctionelle définie sur la famille . Alors les fonections aux limites
par rapport & la fonctionnelle (18) seront de la forme

_ 1+ez
T l—ez

2*(2) y el =1,
done la ﬁ'Ontiére‘ I’ du domaine des valours de cette fonctionnelle est
déterminée par l'équation
¢ = I[p*(3)]-
Dans le cas oo F(u) =u et g = re™, 0 < r <1, 0< a < 2rx, I'équation
de la frontiére I' devient

14172 .7
1i'r” :1_rn &, 0t 2m.

On déduit aisément de 1i et de (17) que les fonctions anx limites
par rapport & la fonctionnelle

D =

ap (3) a
(19) P(3) = -]_-_-ITPB(BT’ 3 = 16", 0< a< 2m, p(e)e 2,
sont de la forme
14e2
20 P*z) = =
(20) @) =) el =1

et que la frontiére du domaine des valeurs de Ja fonctionnelle (20) est
la circonférence d’équation

w=c¢(r)+o(r)e’, 0Lt 2n,
ot

1 +mr? (14m)r 1
- m

1—m2r2’ elr) = =13

o(r) = 1—me2r2’ M

Soit
A(r,t)y = N—|P*@)—N|, [o] =7r,0<r<I.
Puisque la famille (M) est compacte et que la fonctionnelle (19)
est continue, les raisonnements précédents montrent que le rayon 7,
du noyau de N-étoilement de la famille 8* (M) est la plus petite racine

positive de 1’équation.
B(r) =0,

ot B(r) =mind(r,t), 0 <r<1,

leler
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Par congséquent

. 14+mr? | (14+m)r , ]
B(r) = min [N—)l—m27‘2+ 1_m2¢26 N .

o2
Deés lors
1—7 N-1
—_ ur 0 < r < —_—
1+ mr po m(1+Nm). ’
B(r) =
N At owr y-1 <r<1
i ¥ A+ Nm) >
Nous aurons done
I 2N -1
® " 14-2Nm

Nous avons ainsi établi le théoréme suivant:

TmtorbME. Le rayon du noyau' de N-étoilement de la famille S* (M)
est déterminé par la formule

o N-—-1) M
7 M@eN+1)-2N
COROLLAIRE. Le rayon du moyaw de N-étoilement de la famille g*

de toutes les fonctions f(2), f(0) = 0, f (0) = 1, étoilées dans le cercle |2| < 1
est donne par la formule

(N < M),

_ay-1
T 9N 1

Yo
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