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Fixpunktmannigfaltigkeiten symplektischer Matrizen.

von

B. Stmixre (Erlangen)

EINLEITUNG

Nach H. Cartan besitzt der Quotientenranm $* = H"/Sp(», Z), wo

- H" den. Siegel’schen Halbraum bezeichnet, die Struktur einer projektiven.

algebraischen Mannigfaltigkeit iiber dem komplexen Zahlkdrper, wenn.
man $” noch in gewisser Weise ,kompakfifiziert”. Dabei sind die Fix-
punkte von Modulsubstitutionen singulire Punkte der Mannigfaltigkeit.
Es ist daher wichtig, diese Fixpunkte zu kennen.
Modularkorrespondenzen sind gewisse mehrdeutige, Abblldungen von
" aunf sich, welche durch allgemeinere Matrizen M mit Mg M = P

(reZ,r >0) vermittelt werden. Auch fiir diese ist die Kenntnis ihrer
PFixpunkte wichtig.

Nach: ein paar Vorbereitungen in § 1 studieren wir in § 2 die Fizpunkt-
mannigfaltigheiten §,,. von Elementen MeSp(n, B} im Slegel’schen
Halbrawim H™:

(1) zeggM -MZ) =2

(M(2) S (4Z+B)-(OZ--D), wenn M = (g f;)).
Man kann M mit einer reellen Zahl multiplizieren und alzgo in der
etwas allgemeineren Form annehmen:

(2) MLJ-M =rJ;  reR, r>>0.

Unger Interesse richtet sich dabel auf zweierlei: Einerseits auf die Gesta,lt
der auftretenden M, anderseitsanf die Frage nach der Menge der Fixpunkte
zu diesem M. _

Fixpunkte besitzt ein M, dag Losung von (2) ist, genau dann, wenn
seine Eigenwerte simtlich vom absoluten Betrag [l/ﬂ sind. (Lemma 3
und 4). Die Losangsmenge J,, der Gleichung 1 zu einem festen M ist
eine komplexe Mannigfaltigkeit, deren Dimension m einfach beshimmt
werden kann (Satz 2). Nulldimensionale Fixpunktmannigfaltigkeiten



f4 _ B. Steinle

bestehen immer ans genau einem Punkt in H* (Korellar 1 zu Satz 2.
Es kommen im $#(n+1)-dimengionalen H” hichstens Manniglaltigkeiten
von Fixpunkten der Dimension §n(n-—-1)--1 vor (Satz 6).

Besonders studieren wir den Fall #n = 2. Bs gibt dann Fixpunkt-

mannigfaltigkeiten der Dimensionen 0, 1 und 2. Fiir die mehrdimengio-

nalen Fixpunktmannigialtigkeiten kénnen wir Parameterdarstellungen
angeben (Satz 4, 5 und 6). AuBerdem konnen wir hier auch die Menge
der Matrizen N bestimmen, die Gleichung (2) erfilllen und eine gegebene,
zu M gehdrige Fixpunktmannigfaltiglkeit §,, punktweise festlagsen, (Liemma
5, 6 und 7). Damit haben wir in den mehrdimensionalen Fillen (allerdings
nuyr fiir # = 2) sogar eine wmkehrbar eindeutige Yuwordnung zwischen
-den Fixpunktmannigtaltigkeiten % und der Menge der Lésungen von (2),
die ¥ punktweise festlassen. : '

_Von § 3 ab lassen wir nur noch solche M als Lisungen von (2) zuw,
deren. Koeffizienten rational sind. Die verschiedenen moglichen Fix-:

Ppunktmannigfaltigkeiten lassen sich nach dem charakteristischen Polynom
von M in verschiedene Tsomorphietypen zugammenfassen.

Wie in.dem bekannten klagsischen. Fall n = 1 gibt es endlich viele
nach der Modulgruppe Sp(n, Z) nicht &quivalente M mib gleichem
charakteristischen Polynom. Dabei wird M und M’ die gleiche Pixpunlct-
mannigtaltigkeit § ar = B Zugeordnet, wenn die von M' erzeugte Matrix-
algebra Q{M'} im vollen Matrixring M {2n, Q} mit Q@ {M} zusammenfillt

{Nach den Lernmas 5, 6 und 7 ist fix % = 2 und Dim (Fa) >0 die Zuord-

nung zwischen Q{M} und §,, umlkeehrbar-eindeutis). Den verschiedenen
Q{M} mit zugehorigen F,, lassen sich gewisse Idealklassen in algebrai-
schen Zahlkérpern zuordnen. Dieser Zuordnung gilt unser eigentliches
Interesse, '

In § 4 behandeln wir den Fall, in dem das charakteristische Polynom
in @ irredvizibel ist. §,; ist hier nulldimensional. Q {M} ist eine Injektion
eines speziellen algebraischen Zahlkorpers K vom Grade 2n iber O in

cWi{2n, Q) (Sitze 7 und 8). Den Zusammenhang zwisehen den verschie-
denen Q{M} dieses Typs nnd gewissen Idealklassen des Korpers K be-
schreiben wir in den Sitzen 9, 10 und 11. Die Verhiltnisse stellen sich,
wie nicht anders zu erwarten war, als sehr viel komplexer heraus als
im bekannten Fall » = 1, wo K ein imaginfirquadratischer Zahlkorpey ist.

Ist das charakteristische Polynom von M reduzibel, so sprechen wir
von einer Entartung. Unter der einschrinkenden Voraussebzung = =2
behandeln wir in den Paragraphen 5 und 6 gewisse HEntartungsfille mit
null- oder mehrdimensionalen Fixpunktmannigfaltigkeiten §,, iiber die in
§2 und §3 gemachten Aussagen hinaus: Wir untersuchen diejenigen
Q{M}, die isomorphe Bilder von- algebraischen Zahlkirpern K sind.
Diese Entartungsfille nennen wir ,schwach-entartet”. Hs handelt sich
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bei den auftretenden Kt‘ji'pern K um quadratische Zahlkérper, und zwar

um. imaginire bei null- oder eindimensionalem §§,, (Satz 13) und um

reelle bei zweldimensionalem §,, (Satz 16). Allerdings ist in den hier
behandelten Fillen @ {M} nicht eine maximale kommutative Unteral-
gebra int{4, Q}. Damit gelingt auch eine umkehrbar eindeutige Zuordnung
zwischen. den Idealklassen von K und den Einbettungsklassen der Q{M}
nicht mehr. Betrachten wir aber die Menge %t der mit @ {M} elementweise
vertauschbaren Matrizen, so werden Aquivalenzklassen der & (Dem
Zentrom Q{M} von M ist F,, eineindeutig zugeordnet) durch gewisse
Idealllassen dieser quadratischen Korper K ineinander tibergefitirt (Sabz
14 und 17). _ _

Die hier behandelten §,, der Dimension 1 und 2 werden aly Ganzes
in sich transformiert durch Untergruppen von Sp(2, Z), in welchen alg
Normalteiler mit endlichem Index gewisse Modulgruppen aunftreten (Satz
15 und 18). Es sind also selber Modulmannigfaltigkeiten. Tsolierte Fix-
punkte des schwach-entarteten Typs liegen stets auf Fixpunktmannig-
faltigkeiten der Dimension 1 ,derselben Art” (Korollar 1 zu Satz 13).

In § 7 schlufendlich wollen wir mit Hilfe unserer allgemeinen Sitze
fir # = 2 die Menge aller Fixpunktimannigfaltigkeiten zu BElementen der
Biegel’schen. Modwlgruppe Sp(2, Z) in $° = H*/Sp(2, Z) bestimmen. Fiir
die Fille, wo  { M} eine maximale kommutative Unteralgebra in {4, Q%
igt, igt dies ohne zusitzliche Hilfsmittel moglich. Wir erhalten hier einfach
Beigpiele zu unserer allgemeinen Theorie. Ist Q { M} dagegen nicht maximal-
-kommutativ in i{4, P}, so tretien weitere Schwierigkeiten aunf. Aber
bel Beschrinkung auf #«Sp(2, Z) kann durch einige zusitzliche Uber-
legungen (u.a. Satz 19) die Klassifizierung durchgefiithrt werden. Unsere
Irgebnisse decken sich mit denjenigen, welche Gottschling [8] auf andere
Weise erhalten hatte (1).

Bezeichnungstabelle
Q,R; Z : Kiorper der rationmalen bzw. reellen Zahlen; Ring der
ganzen rationalen Zahlen.
Mim, K} : Volle Matrixalgebra vom Range m iiber dem (kommuta-

_ tiven) Korper K.
I =Wi{m, Z} : Voller Matrizenring vom Range w mit ganzrationalen

Koeffizienten.
o {M} : Durch M erzeugte Unteralgebra in IM{m,Q}.
B : Menge der mit Q{M} elementweise vertaunschbaren

Mafrizen aus MM {m, O}

() Herrn Prof. Dr. M. Eichler méehte ich fiir sein Interesse an dieser Arbeit
und seine wertvollen Ratscblige meinen herzlichsten Dank anssprechen.

5 — Acfa Arithmetica XX.1
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ra(2) : Charakteristisches Polynom der Matrix M.

H,o : Fndlicher alg. Zahlkirper, resp. Ordnung eines endl. alg

: Zahlkorpers .und auch isomorphes Bild von K bzw. b
in M{m, O}

0 E\ :ausT="{2n, Z}; 0: Nullmatrix, & -w,-lelhlge Hinheits-

J (mE O) ‘matrix (1.

M* : = Anfiantomorphismus auf M{2n, R} bzaw. 2%, G}
baw. i M e TN ME T = M

Z, I : Menge der symplektischen Matrizen aus M{2#%, B} bzw.
N =M{2n, Z}(H; dh. {MM{2n,..}| MT-M =1d,
r >0}, reR bzw. Z. Soll ein bestimmtes » festgehalten
werden: 5, bzw, I,.. Speziell ist fiir » = 1:

I'y = Sp(n, Z) : Die Siegel’'sche Modulgruppe.

H* . SiegePscher Halbraum der Xkomplexen Dimension
Fn(n-+1). _ :

¥, Fu : Fixpunktmannigfaltigkeiten in H": {Z<H"| M(Z) = Z}

fir ein M aus X oder I'.

§ 1. BEZEICHNUNGEN UND HILFSATZE

1.1, H* sei der Siegel’sche Halbrawm der komplexen Dimension.
}n(n-+1), also der Bereich aller komplexwertigen, n-reihigen, sylln%neFri'f
gchen Matrizen Z = X +4¥, deren Imaginirteil ¥ positiv -definit ist.
Bine 2n-reihige, reell-wertige Matrix M nennen wir sfa/mplekl,‘zsch, wenn.
fiir sie gilt:

) o MATM = (_7‘->'0,¢~eR) :
: .
( g, ), 0: Nullmatrix, ¥ = F,: a-reihige Rinheitsmatrix).

Mit (1) gleichbedentend isk:

a) A'D—C'B = rE,
(2) by A'C = ¢4,

= (A B)
(3) .Bt.D - DtB .

o Dy

Die Menge der symplektischen Matrizen bezeichnen wir mit %, oder,
wenn ein spezielles ¥ in (1) festgehalten werden soll, mit X, Dabei 1§b
_ (wenn zwei sich nur durch das Vorzeichen u_nterscheiden_de M identi-
fiziert: werden) X, = Sp(n, R).

(2} Welches n jeweils gemeint ist,. geht an den betreffenden Stellen ang dem
Zusammenhang horvor. Auf Avedriicke wie J Zm, rin) ete. wurde daher verzichtet.

4
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Zwel Matrizen M und M’ bezeichnen wir als 2 -Bquivalent, wenn
sie in der Beziehung

M=N-M-N' mit NeI,

zueinander stehen.
Ist M eine Losung von (1) in ganzen raticnalen Zahlen, so schreiben
wir dafiic M el (qup Mell, und fiir r =1: Mel, = SBp(n, £)).

1.2, Sei M{2n, R}, resp. M{2n, @}, resp. J =WM{2n, Z} der volle
‘\.Ia;tnxnng der 2n-reihigen, quadratischen Matrizen wmit 1ee]1611 {bzw.
rationalen, bzw. ganz-raticnalen) Keoffi-iontcen

M = (‘é fg), 4, B, 0, D: n-reihig,

Den Anti-Automorphismns

A - M* =J-Md (mit T oauns (1)

von W{2n, R}, Tesp. iJJt{.Jn, Q1 resp. T, bezeicknen wir aly *-Anti-Auto-
morphismus.

4 B . Dt B
Ist M = (O’ D)’ 50 ist M* = (—O‘ A‘)'
Symplektische Matrizen sind dabei nach (1) gekennzeicknet durch

_ﬂ[* == M “1.
1.3. In den Paragraphen 4 bis 6 beniitzen wir folgenden Antomorphis-

mensatz (zum Beweis siehe etwa v.d. Waerden {131(%), Bd. II, 8. 253):

Lewva 1. Sind A, und A4, 2wei isomorphe, einfache Unieralgebren
der zentralen oinfachen Algebra IR, so wird jeder Isomorphismus zwischen A,
und A,, der die Elemente des Gruandkirpers imvariont. l@ft, dureh e¢inen
innern Awtomorphismus von I vermiielt:

THeM: 4, = §-4,-8

1.4. Ebenfall: in den Paragraphen 4 bis 6 benotlgen ‘wir noch: folgen—
den Hilfssatz:

Lmmaa 2. Tst fir ein boliebiges 8 aus T = B{2n, 2} §-8*
(aeZ,a >0) mit unimodularen U, so evistiert ein wunimodulares V:

U=V-V*

(oder mat andorn W ortem: HY: V-8l

(%) Literaturverzeichnis am SchluB der Arbeit.
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_ Beweis. Wir multiplizieren § von links mit einem uwnimodularen. T
so, daf 7,8 unter der Diagonale ans lanter Nullen besteht. Damit ist
(T, 8)-(T,8) = T,-88"-T7 von der Gestalt

(‘31 gl), mit B = —B; und D¢ = A, wegen der*Invarianz, dh.:
1
(3) 88 = alU = a7 (‘é ﬁt)-i”{* (mit B' = —B).

A ist dabei eine unimodulare » X n-Matrix.

Mit einer Dreiecksmatrix ¢ (eﬂc = {0’ Lk ) aus M{n, Z} gilt:

by, sonsk
¢—(0' = B.
Wir bilden nun die unimodulare Matrix T, = 0 Al . Bs ist

A B i
7,7 — (O At).

Mit (3) also:
88 = aU = a1, Ty -T7" = aV - V",

wobei V = T7%-T, mmimodular ist. g.e.d.

§ 2. FIXPUNKTMANNEGFALTIGKEITEN IM REELLEN

2.1. Wir untersuchen die Gesambheiten derjenigen M aus Z, die
“Fixpunkte Z in H™ besitzen. Dazu bringen wir M in eine Normalgestalt:
Wenn Z Fixpunkt von M ist, so ist ¥ (Z), N X, Fixpunkt von §-M-N -
Da ¥, in H" transitiv ist, gibt es zu jedem Z<H" ein N mit N (F) = iF.
Es geniigt also, solche M = My zu studieren, welehe i festlassen.

Zundchst folgh ang My (i7) = +H und der Symplektizitit von My:

L My = (;; ﬁ), mit A5 B == B4 und 4> A4+ BB =rB.

' Die Menge der 47 festlagsenden N, aus X, bildet eine Untergruppe von 2,

die Isotropiegruppe von iH. Fir N aus der Isotropiegruppe gilt:

) : A, B . :

(2) N’i == (*BO _Ao), Hllt AE'B(} :BE.AD llnd. AE.AO—E—B%).'BO =E-
0 0 .

Wir ordnen nun M,z aus (1) resp. ¥,z aus (2) die komplexwertig’e, n-reihige

Matrix _

(3) U=A—iB, 1esp. Uy=A4,—i uBga.
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Dabei gilt: T U = 1B, resp. Uy-U, = B.
Wir erhalten hier nebenbel folgende Aussage:

Sarz 1. Durck (3) wird ein Isomorphismus zwischen der Tsotropie-
gruppe 2w 1B und der unitdren Gruppe U(n) induzieri.

Weiter fransformieren wir U = A—¢B mif einem unitdren U,
(= d,—iB,) aut Diagonalgestalfi: '

& 0
0 gion

Die Transtormation (&): U - U,-U-U;? ist gleichbedentend mit

(4) U»UU——]/;(

My~ Ny My N = M
: . 4 B
M= (ﬂB A)’
(5) Cospy o - sing, 0
A =Vr , B=—Vr DT N
0 COS @, 0 sing,

Wir haben somit folgendes Temma bewiesen:
LeMMA 3. Jedes M X mit Fimpunkt Z in H" st X-dquivalent zu

einem M'eX der Gestalt (B) mit Figpunkt iH. §
Wir bezeichnen die Matrix
: 1 0
(6) UMy =A—iB =Vr{ * . ,
0 &7

als ,die zu M gehérige Matrix U(M)” nnd schreiben

6,) M T

wobei N das Blement aus Xy ist, das M in N-M-N-'= D" von der
Gestalt (5) transformiert.

Aus Lemma 3 folgt nun unmittelbar (vgl. 1. Gottschling [8], Lemma
2¢, §4):

LEMMA 4. Die Bigenwerte einer Matriz MeX mit Fizpunkt Z in
"™ sind Ved®, Vee %, j = 1,...,n, wenn U(M) die Gestalt (8) hat.

' 2.2. Wir fragen jetzt umgekehrt nach der Gesamtheit §, aller Fix-
punkte eines symplektischen M, sofern M iberhaupt mindegtens eirien
Fixpunkt Z in H™ besitab. o

O.B.d.A. nehmen wir Z = iE und M von der Gestalt (5) an. Zum
Studium der Gleichung \

{7) : - M%) =%
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ist es zweckmiBig, die lolgende Transformation vorzunehmen:

8) . Z =W = (Z—iB) (Z+iB)"

Sie ist eindeutig umkehrbar durch
(9) Z = i(B+W) (E-W)™

Da Z nie den Bigenwert —¢ hat, it sich W fiir jedes Z aus H™ nach (8)
berechnen und kann folglich jedes Z nmgekehrt in der Welse {8) geschrie-
ben werden. (9) ist ein Analogon zur kongradienten automorphen Trans-
formation von Cayley nnd Wedderburn (vgl dazu W. Grébner [10],
8. 240 ff). Bel der Transformation (8) geht (7) in die einfache Gleichung

(10) TW =W-U, U =A—iB
iiber (U von der Gestalt (6), M = (_fé f’;))
Das heilit -also: wy(e™™i— %) = 0, oder mit anderen Worten:
{10,) Wy, = 0
oder
(105) g @ o = 0(mod2x).

Darans entnehmen wir folgenden Satz:

BaTz 2. Die Losungsmenge §y ist eine komplewe m-dimensionale
Mannigfaltigkeit (in Zukunft als Fizpunkimennigfaltighed bozeichnel). Dabel
st die Dimension m gleich der Anzahl der Paare (i, k), i<k, fir welche
@i+ o, Tongruent Null mod 2 4st. '

Vgl dazy B. Gottschling [8], Lemmsa 3, § 4. Darin wird dieser Satz
fiir M <X, bewiesen. Unser Beweis ist einfacher.

KoROLLAR 1. Besitet M eine nulldimensionale ﬁ’mﬁmﬁdmmbmgfai
tighoit, so hat 3T genaa eiven Fiapunlt in H".

Denn eine nulldimensionale F Fmpunktmcmmcrf "i.lmfrkmt liegt vor, wenn
tir alle Paare (z, &) gilt:

@it g % O(mod 2n).
Bs erfilllt also kein W = O die (leichung (10}, d.h., auBer i# besitzt
das zu M X -4quivalente M’ ans Lemma 3 keinen ¥ I‘mpunkt in H™.

2.3. Al Anwendung von 2.1 und 2.2 wollen wir hier simtliche vor-
kommenden mehrdimensionalen Mannigfaltigkeiten zu symplektischen M
im Spezialfall » = 2 unterc'.uehen '

2.3.1, Die Matrix M besitze eine eindimensionale T Fixpunktmannig-
faltigkeit, Danus folgt, daB genau eine der Kongruenzen (10,) exfiillt igt.
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Wir betrachten znerst den Fall, dafl die Kongruenz fir ein i =%
eintritt, d.h., daB
{11) : @, = 0(mod=} A g, 3 0{mod )

gils. .
Das zu M gehorige T{(M) vgl. (6) hat daher die Gestalt:

12) U = +Vr (3 S) oder H/r(m 0), o % 0(modr).

Wir behaupten nun folgendes:

Lemma 5. U{(M) habe die Gestalt (12) und M, sei eine weilere sym-
plektische Matriw. Dann und aur dann gehoven wu M wnd 3y dieselben
Figpunkimannigfaliigheiten Ty und Ty, wenn M und M, durch d’as-
selbe N X, in die Gesiall

70y = iw(l (}w)’ 10 )

0 &)’

resp.  U(My) = j:u/ﬁ(

@, p, = 0(modx), fransformiert fwerden

.Beweis. Bei der Zuordnung M % U(M) wird M, ein U, ans
M2, C} zugeordnet mit U5 U, = r, # (da M, symplektisch und §Fu, = Fnr
ist, also N-M,- N~ wie N-M-N“l den Fixpunkt iF hat). Die zu U(H)
gehorige Fixpunktmannigfaltigkeit W — U-W = W- U — hat die Gestals

0
W =(76U 0), we €.

Als Fixpunktmatrix mull auch U, erfiilen
T, w=W

und daraus folgt mit U,- U, = r B sofort:

U= =Vr (0 61,,,1)
Dabei ist @, == 0(modr), da dim(Fy,) = dm(Fy) =1 gein soll. Die
Umkehrung des Lemmas ist trivial. w.z.b.w. _
SaTz 3. HEs sei n = 2. Unter der Vorousseleung, daf
Ly (L0 : 0 (mod =)
U(M) =&Vr{, 4 (@ =0mod=
ist, hat ypp die Pdmmeterdm*stelluug

‘gM ={ (z S)[ Tm (2) >0} fiir ein NeZ.
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Denn die zu M X -dquivalente Matrix M’ aug (5) hat ja als Fix-
punktmannigfaltiglkeit nach (9)

Z == i (B W) (B—W)"

0.0 04

2.3.2, In 2.3.1 hatten wir ¢, = 0(modr). Jetzt diskutieren -wir
@+ . = 0(mod2w), ¢; = 0(modx}, @y % O(modn). Dag zugehdrige U (M)
hat also die Gegtalt

wobel in unserem Falle W = (w 0) ist. Daraus folgt sofort Z = (z 0)

(13) U(M) = V¢ (“f O_W), p 5 0(mod).

Hier gilt (vgl. Lemma 5):

LevmaA 6. U(M) habe die Gestalt (13). Die Menge der Mairizen aus Z,
die die Fizpunktmannigfaltigheit §or in H* besiteen, ist identisch mit der
Menge der M, ous M{d, R} mit M, = aB+FM;a,filcR, B #0.

— i .
Beweis. Aus U(M) =Vr (e O_M) tolgt M-+M* = kB, ke ! . Daraus

ergibt sich, daB M; = o -- M fir jede Wahl von ¢ und § aus R sym-
plelctisch ist:

MM, = (aB+ pHY* («E-+ B M)
= (a*~+ 2+ Laf) B
Sei nun M, e und ‘&M = Fy;. Bei der Zuordnung M- ~+ U(M) (vgl. (6)

und (8')) wird M, p U, u"berrretuhl‘r wobel T8 U, = r . (Da M, sym-
plektiseh ixt und ¥ -M, N~" wie N- M N~ den Fmpuﬂkt il hat,) U(M)
erfiilllt nach den Grleiehtmgen (10):

= (+ ) B+ af (M + M)

01

U-W =W-U mit W:w(lo

L e .
U, erfiillt also wegen Far, = Far:
Ul.(i 3) - (3 3)-{]1.
Hieraus, aus U} U, = 7,8 und aus & (§,,) = dim (§,) = 1 folgt:
U, = Vry ( " O_W) mit einem @; # 0(mod=x).
e~

Dieges U, 148t sich aber offensichtlich fiir geeignetes a, BB (f # 0)
schreiben aly U, = a#-+ U (M) und somit ist

M, =B+ 5M.
w.5.b.Ww,
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SATZ 4. EBs sei n = 2. Unter der Vomus_.éetzung, dap
(e 0
U(M) =V (0 6_1.,?)

8%, hat Ty die Parameterdarstellung

Fa = {N(Z f)[ Tm (z) >o} fiir ¢in NeZ,.

Das zn M X -dquivalente 3 aus Lemma 3 hat ja als Fixponktman-
nigfaltiglkeit nach (9) die Menge der Z aus H* mit Z = 4(B+W)-(B—W)~*
wobel in unserem Fall W =w (g_ é) izt.

2.3.3. B3 bleibt filx # = 2 noch der Fall dim (§F,) = 2 iibrig. Nach
{10,) hat das zu M gehdrige U(M) aus {6) die Gestalt

(14 van - «1, #-(; _3)
By gilt in diesem Fall die folgende Aussage {vgl. Lemma 5 und 6):

Levwa 7. U(M) habe die Gestalt (14). M, sei eine weitere symplekiische
M atriz. ' )

Darw, und nur danwn gehdren zu M und M, dieselben Tippunkimanmig-
faltigheilen Fy und Fyp , wenn

'Ml = (0 'M )
18%. ‘
N

Beweis. Die bei der Zuordnung M — U (M) der Matrix M,X mit

Far, = By zZugeordnete unitire Matrix U, mul3 erfiillen:

7 w0 Wy

05 ) = (5 ) o
Dairaus folgt, dafi U, Diagonalgestalt mit ree]len Koeffizienten hat. Aus_
O,-U, =r, B und U, # o B (wegen §y # H*) folgt:

U, =a-H.
w.z.b.w.
Ganz analog zu Satz 3 und Satz 4 gilt im zweidimensionalen Fall:

BATZ 5. Hs sei n = 2. Unier dev Voraussetzung, daf U(M) = +VrH

ist (H = (1 0

0 _1)), hat %4 Gie Porameterdarstellung:

21

Fay = {N (0 2)| T (2,) > 0, Tm (2) >0} fiir 6in NeZy.
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2.4, Wir kehren zum Fall éines beliehigen s zurfick. Unter den
In(n-+1) Zahlen ¢+, (0 <k) sind hochstens » untereinander unab-
hiingig. Daraus ergibt sich folgende Aussage iiber die eréftmoglichen
Dimensionen der F:

SATZ 6. RFiir n > 2 und M == 1 ist die Co-Dimension von [y grifer
als n—2.

Bs gibt solche M <X (sogar aus Iy = 8p(n, Z)), derens Fizpunktman-
nigfaliigkeit die Co-Dimension n~~1 hat.

Beweis. Co-Dimengion h bedeutet, daf genau % der #(n--1) Glei-
chungen ¢,-+p; = 0(mod2n) (i< k) in (10,) nicht erfilit sind.

w) Ist b = 0, 50 ist T, = H™ und daher M = ¢H.

b) Bs sel nun k>0 und etwa ¢ -+¢, 2 0(mod2zx) (hier und im
-folgenden ist immer ¢ = k zugelassen). Existierte nun ein § 4 und =k
mit

{18) @ty = 0{mod2n) A @ 50(1-‘11_0(121\:) A g; = 0(mod ),

so fithrte dies auf den Widerspruch ¢;+ ¢, = 0(mod2r). Bs ist also fin
alle § (#4 und £ k) mindestens eine der drei Kongruenzen, (15) nicht
erfiillt. Dies ergibt zusitzlich zu ¢+ ¢, == 0(mod2w) im Falle ¢ # &k n—2
wnd im Falle 2 = & sogar n—1 weitere Ungleichungen.

Somit folgt aus A >0: Az n—1.

Alg Beigpiel fiir ein Me2 mit Co-Dimension von § gleich #-—1
Walﬂen wir efwa

10...0
H 0 0
M=(O 11)’ #=|. (M..fl“l!).
Y _En—-'l

.e.d.

- Eine Aussage in dieser Richtong findet sich anch bei E. Gottschling [9].
Dort wizd fiir die Elemente der Siegel’schen Modulgruppe Iy = Sp(n, £)
gezeigh, daB die Co-Dimension von §F, fir « >3 grober als 1 ist. Wir
haben hier auf recht einfache Art eine wesentliche — und gleich fiir
ungere allgemeineren symplekmchen M e 2 giiltige — Verschiirfung dieges
Batzes erhalten.

)
§ 3. ZUR ALGEBRA DER SYMPLERTISCHEN MATRIZEN

3.1. Die Koeffizienten  der symplektischen Matrix M seien jetzt
ganzrational: M eI, Wir betrachten die durch M in IM{2n, Q) erzeugte
kommutative Algebra Q{M} und den Ring v = Q{M} n M{2n, £}. (Zur
Abkiirzung: J = M2n, Z1.)

icm
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o ist ein *-antomorpher (kurz ,*a”.) Ring, d.h. es gilt p* = p. Es
ist némlich M* =M und ¥ geniigt in @ einer Gleichung M.+
+a, MM = O mit | M| 0. Also ist |M|- M ' = —M"™'— ,  —a, F
in Q{M}. Da M* mit M in  liegt ist die Behauptung p* = p bewiesen.

Wir kinnen nun die Regulbate der Arbeit von M. BEichler [5] iiber-
tragen: An die Stelle der F-automorphen (,%-a.”) Ringe tritt bei uns
der *a. Ring. An die Stelle der F-orthogonalen Matrizen 8: & §-8§ = §

treten die J-orthogonalen 8: §-J-8 = J, oder alsc die symplektischen §

im engeren Sinne: §°-§ .= E. Ein wesentlicher Unterschied besteht aller-
dings, denn unser J stellt die Null eigentlich dar: Aus &-J-8 = O folgt
i.a, nicht § = 0. *a. Ringe sind daher i.a. nicht halbeinfach, auch dann

" micht, wenn sie von symplektischen M erzeugt werden. Beispielsweise

B8

it i M — ( ), 8 -0, 8 = 8, M—F nilpotent.

0

Iir *-a. Ringe, die von symplektischen M it Fixpunkten in H™
erzeugt sind, gilt die Halbeinfachbheit aber dech: @ {31} ist hier izomorph
zu Q{M}, M' = N-M-N"' mit NeX, von der Gestalt (5) ans § 2. Diese
Matrix ist aber normal: M- M' = M’ M und normale Matrizen erzengen
halbeinfache Ringe (vgl. W. Grébuer [10], 8. 166 ff.)

Die Beweise von Salz 2 und Satz 3 bei Wichler {5] lassen sich mit
den oben erwihnten Abéndernngen wortlich itbertragen. Dafi die dort
durch (6) eingefiihrten Matrizen &, einen halbeinfachen Ring bildern,
folgt bei nns amns ihrer elementweisen Vertanschbarkeit mit o und der
Voraussetznng fir Satz 3, daB p den Rang 2» hat. Zusammen haben wir
folgende Aussagen; ' :

1, Von symplektischen Matrizen mit Fmptmltm in H™ erzeugte *-
nga o sind halbeinfach.
. Sind 0, und vy halbeinfeche, kommulative *- Opemtm -i80MmMOrPphe *-

nge, so gibt es eine symplekiische Muatriz 8 (878 = E) mit Elememen
aus einem Hrweiterungskdrper von O, so daf

{1) b, = 8-0;-87°F
ist. (Gleichung elementweise verstunden.)

3. Haben die *-a. Ringe v, und o, den Rang 2n, so gibt es ein § mit
8*-8 = B und der Bigenschaft (1) mit Koeffizienten aus @ geneu donn,
wenn dies fiir jede p-adische Brweiterung von O der Fall ist.

Bemerkung, Die Aussage 2 ist eine Verallgemeinerung unseres fiir
einfache Algebren giiltigen Hilfsatzes 1 aus § 1. _

3.2, Sel K ein maximal-kommutativer Korper in IM{2n,0}: [K: Q]
= 2n. Der Durchschmtt von 3 = M{2n, Z} mit K ist eine Ordnung o

von K:
0=23n K.
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Sei nun £ ein F-Linksideal, dessen Rechtsordnung ' geschnitten mit I
anch gleich o ist: . :
0 =5 n K.

Naeh einem Satz von Chevalley, Hasse und Noether (vgl. Chevalley [2],
Hasse [11] und Noethep [12], bei Noether in der hier benétigten vollen
Allgemeinheit bewiesen; fiir o nur gleich der Hauptordnung von A bei
Chevalley und Fasse) werden diese J-Linksideale £ dureh o-Ideale a
erzeugt:

[

Die Aussage gilt sogar noch, wenn K eine beziiglich @ halbeinfache Al- .

gebra in M{2n, @} vom Range 2n iber @ igt: Nimlich in dieser Allge-
meinheit, jedoch mit der Beschrédnkung von o auf die Hauptordoung
von, K, findet sich der Beweis bel Chevalley [2]. Eu ist aber leicht ein-

zusehen, daB die letztere Einschrinkung iiberfliissig ist (vgl. die Bemerkung

1 von E. Noether [12]).

3.3. Betrachten wir jetzt Q {M}, M ¢ ’'mit Fixpunkt in H*: M (Z) =Z.
‘Wir miissen im Folgenden eine Reihe von Fillen gesondert behandeln.
Diese unterscheiden sich einerseits durch die Reduzibilitit oder Irredn-
zibilitét der charakteristischen Gleichung von M:

(2) 2e(®) = [E—M| = a4y 1@ bl =0,

andererseits nach der Dimension der Fixpunkimannigfaltigkeit §i.
Wir wollen. als erstes voraussetzen, daf die charakteristische Gleichung
yau (@) in Q@ irreduzibel igt. Hin solches M bezeichnen wir als nichi-ent-
artet. Die Eigenwerte von M haben nach Lemma 4 (§2) -die Gestalt
Vet (j =1, ...,nyr aus M*-M =+E). Da y,(2) irreduzibel ist, die
Eigenwerte also alle. verschieden sind, folgt insbesondere, dall keine dei
Kongruenzen (10;) aus §2 (p,+¢, = 0(mod2r)) erfiillt ist. Daher ist Ty
eine nulldimensionale Fixpunktmannigfaltigkeit und M hat genau einen
Figpunkt Z in H™. Die Menge der N aus M{2n,Q}: N =b B4 b, M. .. 4
Lby, MY beQ, bildet, da xu (@) irreduzibel ist, einen Korper 2n-ten
Grades iber @+, d.h. im nicht-entarteten Fall ist K == Q{M} maximal-
kommutativer Korper in M{2n,0}. Bz kann daher der Satz von Che-
valley, Hasse und Noether in der engeren Form. in 3.2 angewandt werden.
Diesen nicht-entarteten Fall behandeln wir ausfihrlich in §4.

3.4, Das charakteristische Polynom y,.(z) von M el mit Fixpunks
in H™ sei jetzt reduzibel in Q. Bin solches M hezeichnen wir als eniariet.
Bei grefier Dimengion von. H™ existieren viele Enfartungsmdaglichkeiten.
Wir beschriinken ung daher anf den Fall # = 2. (Iim. Falle » = 1 exigtiert,
abgesehen von M = +H, §y = I, kein Entartungsfall.) '

icm
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3.4.0. Wir wollen hier zuerst den Fall untersuchen, da M einen
isolierten Fixpunkt Z in H? besitzt. Die Eigenwerte von M selen (nach
Lemma 4, §2) -

VreE  wund  VreFe,

In § 2, Wormel (10,), gilt nach Satz 2:

(3) ¢ #0(modn), gz 0(modx)  und

Dag charakteristische Polynom ya(w) aus (2) zerfally in diesem ¥all in O
in die zwei sogar in R irreduziblen Polynome zweiten Grades

@,y 3 0(mod2z).

pt—Exbr  und 2%k,

. k= 21/;003%,
Bs sind non folgende Fille moglich:
a) by 7 k. Dann sind (wegen yp (M) = 0) M~k M4rE und
M— k4B Nullteiler. Diegen Fall wollen wir stark-enfariel nennen.
Bs ist hier @ {M} eine kommutative, halbeinfache Algebra vom Range 4
iitber O, d.h. :

4 -
@ kg = 2Vrcos g,.

Q{M} = R1®R2

mit B, und R, isomorph zu imagindr-quadratischen Zahlkorpern, die
Jdurch Auflosung der Gleichung (4) entstehen. Aueh auf diesen Fall lassen
sich nach den Ansfithrungen von 3.2 die Aussagen von Chevalley, Hasse
und Noether anwenden. Hine Folgerung hierans werden wir in § 7 ziehen.
B) By = ks = k. Also cosgy = COBP. und mit (3): ¢, = @.(mod2=).
Das zu M gehorige unitire U (vgl. (6), §2) hat daher die Gestalt

(p 5% 0(mod~})
und M geniigh somit den beiden (gleichwertigen) Gleichungen:

(6) M4+M* =%kE, M—kMA+rE=0 (k= 2VrcospeZ).

Die Diskriminante dieser gquadratischen Gleichung ist negativ. Im Falle
%, =k, hildet also Q@ {3} einen zu einem imagindrquadratischen Korper
isomorphen Korper in M{4, @} Wir nennen diesen Fall sehwach-entarie.
Fr hat eine groBe Ahnlichkeit mit dem schwach-entarteten eindimen-
sionalen Falle (vgl. 8.4.2). Wir werden die beiden Falle gemeinsam in §5
weiterbehandeln. :

3.4.1. Die Matrix M eI” besitze nun eine eindimensionale Fixpunlkt-
mannigfaltigkeit. Daraus folgt, daB genau eine der Kongruenzen (10,)
(¢;+ ¢, = 0(mod2n)) aus § 2 erfiilly igt. Wir untersuchen zuerst den Fall,
daB die Kongruenz fiir ein 4 = % eintritt, d.h., daf

{7) @, =0(mod=) A g, # 0(modr)
ist. (Vel. § 2, 2.8.1, insbesondere Lemma 5 und Sabz 3.)
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Das zu M gehdrige U ((B),

o

§2) hat die Gestalt:
(8) UM = +Vr (3 SW)’ ¢ = 0(mod ).
Die charakteristische Gleichung von M ist jetzt:
2ar(®) = (B—Vr) (—V7ré") (9—Vr ")

= wi— 1 (21/17(14— 008 @)} -+ 2027 (L 2 cosg) ~— 2wr? (1 ;l— cos@) - ri=0,

Aus dem Koeffizienten bei #* entnehmen wir 1+2cospeQ und damit

aus den Koeffizienten bel #* oder x: l/;sQ, also v = g2, qeZ. Dag cha-
rakteristische Polynom zerfills also iiber @ in zwei lineare Glieder »—g¢
und, wegen ¢ =% 0(modn), in einen quadratischen Term mit Wuarzeln
in einem imaginfrquadratischen Zahlkérper XK =Q(l/_—), d < 0. Diegen
Fall nennen wir den stark-entarieten eindimensionalen ¥all, Da M einen
halbeinfachen Ring erzeugt (vgl. 8. 75), besitzt dag Minimalpolynom
von M nur einfache Nullstellen. Anderseits sind s@mtliche VVurzelﬁ des
charakteristischen Polynoms anch Wurzeln des Minimalpolynoms. Dieses
ist also vom Grade 3 und zerfillt iiber @ in ein lineares und ein quadreati-
sches Primpolynom. Daher ist

' Q{M} = B,@D R,

wobei & isomoerph zu @ wnd K, isomorph zu einem imagindrqguadrati-
schen Zahlkorper ist.

Erweitern wir @ {M} in irgend einer Weise zu einem komunutativen,

halbeinfachen Ring vom Range 4 iiber @, so ist auch auf diesen erwei-

terten Ring die Aussage in 3.2 anwendbar.

_ ?2,4 2. Wir behandeln den zweiten Typus der eindimensionalen ®ir
in H (vgl § 2, 2.3.2, insbesondere Lemma 6 und Satz 4). Hs sei also
@1+ # 0 (mod2x). Das zu. M gehdrige U ist von der Torm;

0
Nach (9) ertillt M die Gleichung

- {al®
(9) UM) = Vr (6 2_W)’ p 5 0 (mod ).

(10) M—t—M =kE oder also M ~EMA4rE =0; & = 2Vroosg.

Auch dleses"M geyi:'u‘t folglich zur Binbettung eines imagindrquadrati-
schen_ Zahlkorpers in M{4, @} (vgl. 3.4.0). Wir sprechen hier vom eindi-
mensionalen schwach-eniarteten Falle. Wie gesagt werden wir ihn, zusam-

. Inen mit dem nqudlmenmonalen schwach-entarteten Fall, genauer in § 5
untersuchen.
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3.4.3. Es bleibt fiir # = 2 nur noch der Fall iibrig, da Mel'in H”
eine zweidimensionale Fixpunkimannigfaltigkeit besitzt (vgl. §2, 2.3.3,
insberondere Lemmsa 7 und Satz 5). Das zuo M gehdrige U(M) hat hier
die Gestalt:

(11) U = £V, H=(1 0)_

0 —1
Die Rigenwerte von I sind also alle reell. Es gilt fur M:
(12) ' M — M* und daher M® =+E.

Tst = schon selbst ein Quadrat; v = g% geZ, so sind M —gF wnd M| qF
Nullteiler. Dissen Fall nennen wir den zweidimensionalen stark-eniarieton
Fall. :
~ Erweitern wir das halbeinfache, kommutative Q{M} (vomr Range 2)
zu einer halbeinfachen, kommutativen Unteralgebra von 94,0} vom
Range 4, so gilt fiix diese erweiterte Algebra der Satz von Chevalley,
Hasse und Noether in der allgemeineren Form ausg 3.2.

Ist hingagen Vi Vrg Q, s0 istQ {31} das isomorphe Bild eines reell-quadrati-
schen Zahlkdrpers in Mt{4, O} Diesen schwach-entartsien Fall werden wir-
in §6 weiter behandeln. ‘

8 4 DER NICHT-ENTARTETE FALL: ISOLIERTE FIXPUNKTE
UND EINGEBETTETE ZAHLKﬁRPER

4.1. Tm AngchluB an 3.3 beh&ndeln wir. hier den nicht-entarteten
Fall, in dem also g (%) = |wH—HM] in @ irreduzibel ist. Wir behaupten:

Sarz 7. Q{M} st ein isomorphes Bild eines tolal-imagindren Kdrpers
F, vom Grade 2n diber Q. Die *-invarianten Blemente in Q{M} bilden einen-
Kdorper, der isomorph ist su cinem tolal-recllen Unler kirper L von J mit
(K : L] = 2. Dieser Unterkorper wird von M +M* erzeugt. '

Beweis. Da keine der Kongruenzen (10,) aus §2 exfiillé ist, sind.
sirntliche Eigenwerte von M echt komplex, was zusammen mit 3.3 den
ersten Teil von Satz 6 bheweist.

Die Eigenwerte von M+ M* sind alle reell nach Lemma 3 (§2).
M+ M* geniigt keiner Gleichung vom Grade m < #, da sonst M einer
Gleichung vom Grade m+ % < 2n geniigte, wie man nach Multlphkatmn_
der Gleichung fiir M-+ M* mit M" und unter Benutzung von M =rM?
gieht.

Andererseits mull M-+ M* einer Gleichung n-ten Grades genigen,.
da ML M* einen total-reellen Korper erzeugt, der in Q{M} legt (M und.
M* = M gind aus Q {M}) und dessen Index in Q{M} mindestens zwei.
ist. Also hat Q{M +M"} den Grad ». Wir haben jetzt nor noch zu zelgen,ﬂ
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daB jedes *-invariante Blement avs @ {M} in dem von M —{—JI‘QI * erzeligtfan
Korper legt: Sei NeQ{M}: N = by B+b Mo by, M NT s

ebentalls in Q{ M}, da M* =M~ in Q{M} liegt. By ist N* == b, B+ b, M "+
+ooodby, 2L Ist nun N *-invariant, so folgh:

b £ b'n,—. Fh— n— “
N = N +N") = by B - (M M) = (T 0,

M4 M gt als Polynom m-ten Grades in M +M* ausdriickbar und

daraus folgt, daB N als Polynom in M 4 M* geschrieben werden kann.

q-e.d. .
" 4.2, Wir beweisen im Folgenden die Umkehrong von Satz 7:

SArz 8. Zuw jedem tolal-imagindren Kovrper K vom Grade 2n diber Q
it total-reellem Unterkorper L ([K: L] =2,[L:Q] = n) gibi as eine
Injektion K '>I{2n,Q}, so dap p(K) = Q{M} wird fir ein symplekti-
sches M el mit isolievtem Fixpunkt Z ¢ H™. '

Bine solche Binbettung »(K) nennen wir eine symplektische Einbet:
- tung von K. ' _

Beweis. Die zu I = LY konjugierten Korper bezeichnen wir mit
IO 5 —2,..., % m u =Wl konjugierte Blemente ans LD mit u@.

Binem pel ordnen wir die Matrix

p 0
Gy ={ -
g M(HJ

zu. Fine Injektion von K in $0t{2xn, R} erhalten wir, indem wir jedem
Flement & = a-- V6 ans K — L(V6) die Matrix

| B GB)
& . M= (G(ﬁa) G(a))

zuordnen. Diege Matrix hat den Fixpunkt

((1/571))‘1 0
LG

) in  H™ MyT)=T.

0 (]/ 5(?»))‘1
~ Sel mun wy, ..., o, eine Q-Basis von L. Mit @ = (wy) = (off) bil
den wir o . .
@ 0 (e 0
A2) ) _ -_ IME = (0 Q—-l) M, (O Q)a.

icm
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M, hat Koeffizienten in @: Denn durch

n
(3) ,uwl = Zmﬂﬂ)f
. j=1

bekommt man eine rationale Darstellung p — (my) = G,(u).von L. Ans (3)
folgt: '
Gu) 2 = QG (u).

0'2 = (syg(w;0)) ist ebenfalls in M, Q). Also ist

QG (o) 27 QUGB 20

¥, = (Q*IG(ﬁ&).Q(Q‘Q)—l 070 (a) 0 ) M{2n; A}
Weiter ist M, symplektisch unter der Voraumssetzung mng,(£) =a >0,
a<. Endlich hat M, den Fizpunkt Z = 270 in A" (M, hat dann,
sofern £ mieht sehon in L ist, nach fritheren Uberlegungen genatu einen
Fixpunkt, also genan den Fizpunkt Z in H™). Satz 7 ist alse vollstindig
bewiesen, wenn wir gezeigh haben, dall es e¢in erzeugendes Rlement £
von K[Q gibt, mit ng;r (&) = acQ,a >0. B
Sei & ein erzeugendes Element von L: L = Q(#). Also K = Q(#, V 8)
und damit anch K =@Q(9/Vé,Vd). Wir bilden in K: p = ud--34V3
mit we Q. Fiir £ = '~ (o der nichtidentische Automorphismus von K/L)

gitt: g (&) = 1. Andererseits findet man nach kurzer Rechnung;

' 1

T

&+ L 2
&

Bei geeigneter Wahl von 4<Q (so daB ud/Vé-+V s und seine Kenjugieften
bez. O alle verschieden sind), ist dies ein erzeugendes Element von K/Q.
Alse #st auch £ fiir geeignetes 4 Brzeugendes von K /Q. Dies vervollstindigt
unsern Bewely. : ' .

In der speziellen Binbettung von K in Safz 8 ‘war Z nicht nur Fixpunkt
des erzeugenden Elementes von A, sondern aller 3, wie aus dem Beweis
hervorgeht. Dies gilt natiwlich auch allgemein: Ist ¥ e«Q{M} und ist
M(Z) = Z, 5o ist anch ¥ (Z) = Z, denn es gilt mit M,(Z) = Z und M,(Z)
= immer (M,+M,)(Z) =Z und M, M.(Z)=Z. Wir bezeichnen
deshalb in Zukunft den Tixpunkt 7 von M als den Fizpunkt der symp-
lektischen Einbettung Q {M} von K. : '

4.3. Q{M} ist in Dt{2n,0} eine einfache Unteralgebra vom Range
2n und als solche eine maximale kommutative Unteralgebra. Wir betrach-
ten jetzt verschiedene symplektische Einbettungen von K in t{2n,Q}
Wir bezeichnen der Binfachheit halber eine (im folgenden festgehaltené)

. & .
= u——+l/6.
Vs

6 — Acta Arithmetica XX.1 .
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Einbettung von & wieder mit & (und den total-resllen Unterkdrper mit L)
und weitere symplektische Einbettungen mit K’ (bzw. L'). Nach Lemma 1
(§ 1) erhalten wir alle diese ans K durch innere Auntomorphismen von
M{2n, 0}:

(4) . K =8-K-87 S<M2n,0},

wobei diese Transformation elementweise verstanden werden soll. Durch
Anwendung des *-Operators folgt: K = K™ = 8- K*- 8" = §~* K-8
(mit der Abkirzung: 8% = (8§71 = (877). Daraus folgt, dad 8*-§
K in sich transgformiert, d.h. in I einen Automorphismus erzeugt. Da §
aunch T in I’ transformiert und da diese Unterkérper nach Satz 7 durch
Hlementweise =Invarianz ausgezeichnet sind, folgt:

§-N-87'= (8-N-87 W =g8""-N-8% fip alle NeL.

Also S"‘ BN = N-8* 8 und §*8 erzeugt daher in L den identischen
Auntomorphismus, In K kann 8*-8 daher nur entweder den identischen
Automorphismug eder den

% (§%-8)"! = M* wiirde aber folgen:

M-8 = 87 M 8% = (8- M 8TYY,

also M’ = M™ fir alle M’ aus K'. §°-8 muB daher in K den identischen
Automorphisimus erzeugen und da K eine maximale kommutative Unter-
algebra von M {2n, Q) ist, folgt §*-SeK. Da 8% 8 *invariant ist, gilt
s0gar: :

(8) : S§*Sel.

Jede Matrix S<¥i{2n,0} mit der Bigenschaft (53) vermittelt einen Iso-

morphismus zwischen K und X' = S-K- 8% o, dafl dadurch syroplekti-

gche M auws K auf symplektische M ans K abgebildet werden: In der
Tat, sei M K, M symplektisch. Hs 151;

(§-M-8~YH* =8+ u* §* 58

hs?{ el nach (8)
= 8§ M8 = 8 MR = 8 8,

also ist M' = §-M -8 ebenfalls symplektisch.

Die Matrizen S sind natiixlich nur gegeben bis auf Rechtsmulti-
plikation mit Elementen aus K, 8% -§ also nur bis auf Multlphkamlon
mit einer Relativnorm von K/L aus L.

_ 4.4, Wir fithren jetzt eine erste, gribere Aguivalenzrelation zwi-
schén den verschiedenen symplektischen Einbettungen ', K’ ete. ein:

(6) . K ~F'«K' =UK U

* Automorphismus erzeugen. Aus S§%-8-M x

icm
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mit einer Rinheit aus J, fiir welche U*- e’ liegt. Unter dieser Voraus-
setzung ist mit 8*-8 anch (I7-8)"- U-8 in L. Der Durchschnitt der festen
Tinbettung K in M{2», @} mit T ist eine Ordnung o des Kiorpers K:

p=HKnJ

Wir hetrachten nun unter den iibrigen symplektischen REinhettungen
K’ = 8-K-87" nur diejenigen mit der Higenschaft

(7 o' =808 =K n 3.

Dies ist gleichbedeutend mit o = K n ¥, § = §77-5-8. Nun sind nach
dem in §3, 3.2, zitierten SBatz von Chevalley, Hasse und Noether die
S-Linksideale £, fiir deren Rechtsordnung 3 ebenfalls §' n K = o ist, -
erzeugt durch o-Ideale a (mit der genauen Ordnung n): £ = J-a. Durch
die Gleichung

(8) I8 =

wird somit jedem Korper K und dem zugehorigen 8, §: K — K = 8%
x K-8 mit der Eigenschaft (7) ein o-Ideal a ans K zugeordnet. .
Aus der Bedingung (5): S*-SeL folgt fiir a:

’”'E{L(a) ~ ()z.

Beweis. Sei 8%-8 = iecL. Die Rechtsordnung von -8 = J--a isk
3 = 8- %-8 Die Linksordung von (5-a)" = 8%3 ist &°-3-87"
=487 38271 = A- 47N Also st die Linksordnung von A ot ¥
=178 8387 =, dba:

3-a-1‘1-(3-a)* — S'a-a*'ﬂfl — 3-»5'-)?1-.8'* — 3

und folglich aa* = (}{}, wie behanptet. .

Sei umgekehrt aa* = (A), 1eL. Bs ist J-a = -8 mit einem § aus
M{2n, 0} Also 17 to*F=i"18F=a13 Daher JI=Faa’J
= %-8-27' 8% und somit ist S-Z“‘-S* eine Binheit [/ mit T*
=828 = UL

Algo ist J- T eine schiefsymmetrische Einheit, Folglich emstlelt nach
dem Hlementarteilersatz fir sehiefsymmetrische Matrizen ein unimodu-
lares V: J-U = VEof -V, oder also: U = V*-V. Ersetzen wir § durch
(S-a = 587, so gilt §% 8" = 1. Multipliziert man die Glei-
chung (8) von reehts mit einem. Element aus K, so #ndert sich K’
= §-K -8 nicht, wie wir oben sahen, und a wird durch ein p-Ideal
derselben Klasse [a] ersetst. Zusammen haben wir: B

Sarz 9. DieQleichung X- 8= - o definiert sine sineindeutige Zuord%u%g
zwischen dem p-Tdealklassen [a] mit der Bigenschaft ngyp(a) ~ (1) wund
den groben Klassen sympleltischer Binbettungen von K mit p = K n J
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4.5, Erfillt 8 auBer (7) micht nur (5), sondern sogar &8 = aB,
acQ, a>0; dh. ist Sely so folgh daraus, nach analogen Schliissen wie
auf 8. 83, fitr das p-Ideal a mit Jr-a = J3-8:

fgla) = (@)
und mmgekehrt. B
Fithren wir nun als engere Aguivalenzrelation ein:

K ~FK' <K' =0k U mt Uel,

50 haben wir:

Sarz 10. Ausgehend von einer fasten sympleltischon Hinbettuny I
(mit o = SN K) erhilt man durch die Gleichung J-a = 3-8 su den o-
Idealllassen [a] mit fygp(a) = (@)ngrla), aeQ, ach, Klassen symplekti-
scher Binbettungen K = 8-K-8~!' im engeren Sinne, die diesen Idenl-

Klassen eélneindeutig sugeordnet sind.

4.6. Die p-Idealklassen [a] mit . #%igy(a)
konnen e¢ine echte TUntergruppe der Gruppe der Idealklassen [q] mib
mgy(a) ~ (L)z bilden. In diesem Fall gehen aus einer festen symplekti-
schen Einbettung K nicht alle symplektischen Einbettungen K’ = 8- K- 87!
(mit 0" = 808" =K' n J) durch symplektische Matrizen Sel” hervor.
Fiir die durch -0 = -8 zu diesen 8 gehorenden Tdealen o gilt nach Satz 9:
Nz (o) = (4), wobel hier also i nicht rationales Vielfaches einer Norm
aus K/L ist.

Es stellen gich jetzt zwei Fragen:

1. In wieviele iiqui‘v&lenz]ﬂassen der engeren Art zerfallen die
groberen Aquivalenzklassen?

2. Der wievielte Teil aller symplektischen Einbettungen von X mib
o = K n J geht aus einer festen Einbettung durch Transformation mif
Elementen ang I hervor?

1. Die verschiedenen X', K", ... ciner groberen Klagse gehen aus
einem I durch Transformation mit REinheiten UeX hervor, wobel
U Jel'. Also U*-TU = ¢ ist eine Binheit aus L'. T ist nach friiheren
Uberlegungen (4.3 letzter Absatz) nur bis auf den rechtsseitigen Falktor
"V, wo V =g eine Binheit von K' ist, festgelegt. Also ist e = U™ U mur
testgelegt bis auf U - U-V, (U-V)-U-V=T"e- V=V Vo= nyy(n) s

d.h. big auf Normen von Einheiten aus K'. Jede Einheit & ist anderseits -

in der Weise & = U* U mit' U Rinheitén aus I darstellbar (vgl. 8. 83).
Also ist die Amnzahl D der engeren Kl&ssen in dcn griberen Klassen
gleich dem Index (e, nK,L(.sK))

Nun igt der Index (e, &) = 27, der Index (ep, (eL> 0)) = 2", wo ¢
die Anzahl der total-positiven Grundeinheiten von I ist, J} ist also eine
Potenz von 2: D = 2% mit a—g< d<<n (Denn jede Norm von K/L

= (@)ngr,(0), e Q, aekK,

icm

Fiwpmzktmmn-négféltigkeiten symplektischer Matrizen - 8b

igt total-positiv und Quadrate sind sicher Normen. Die Zahl d hingt
nur von der Relativdiskriminante von &L ab (vgl. Cassels und Fréhlich [1],
8. 29).) Ist speziell ¢ = 0, d.h. sind alle tobal-positiven Zahlen schon
Quadrate, 30 ist 4 = n. ‘

2. Der Index der Idealklassen [a] mit #ngn(n) = (@ 1y (e), ae@,
in dem der Klassen [a] mit ngy(a) ~ (1) ist hochstens gleich der Rela-
tivgeschlechtszahl gz, ((leich ggy genaun dann, wenn alle ae@, a >0
die als Tdealnormen auftreten, schon unter den Relativoormen von K/[L
anftreten). Zusammen: '

SATz 11, Die groberen Klassen von sympleltischen Einbetiungen von K
zerfallen in D = (eg,, ngy(ex)) engere Klassen. (Dabei isi D = 2%, n—g
< d<n,g: Anzahl dor lotal-positiven Grundeinheilen von L.) Der Ipdex
der Menge der durch SeI' ausseinander hervorgehenden symplekiischen
Einbetiungen K mit 0 = 3 n K in der- Menge aller diesser K ist hidchstens

D-gzy1,
(gg: Relativgeschlechiszahl).
K =05, Es ist K
— W5, V_eVB) mit ¢ =(1+V5)2. = ist die Grundeinheil von
I = Q(V5) und die Norm von s iiber @ ist —1.

Die Idealklassenzahl{?) und damit amch die Anzahl der Klassen [a]
mit %z (a) ~ (1), sowie die Relativgeschlechtszahl ggy, ist 1. Sei v der
nicht-identische Automorphizsmus von L/Q. Alle Einbettungen gehen nach
Satz 9 und 11 aus einet festen Einbettung K durch Transformationen
mit unimodularen Matrizen U hervor (wobel nach (5) 7T = 41,
+e, 467, £t ... ete. sein muB). Da jede total-positive Einbeit in I
schon ein Quadrat ist (die Grundeinheit ¢ hat ja die. Norm —1) zerfallt
nach Satz 11 die Agquivalenzklasse nach den unimodularen Matrizen
in D= 2" =4 Klaggen nach 7. :

Da K = Q(¢™F) der einzige total-imaginire Koérper vierten Grades
mit reell quadratischem Zahlkérper als Grundkérper ist, der durch eine
Einheit erzeugt wird, erhalten wir hier gleichzeitig eine Aussage itber
die Menge der Fixpunkte in H*/T, zu nichi-entartetem M aus I'y. Es
gibt also hochstens 4 verschiedene Fixpunkte in H°/I', dieser Art.

Diese Aussage 1i8t sich aber noch prizisieren: Da, wie wir gleich
elgen werden, zwei Binheiten T,, U, aus J existiersn mit Ui Uy = —1

4.7. Als Beispiel wihlen wir uns

- resp. Up-T, = s, die in K den *-Automorphismus resp. v induzieren:

E* = U,-E- U7, resp. K= U, K- U;?, so sind, ausgehend von einem
Reprigentanten X einer engeren Klasse symplektisohe;: Einbettungen von

(& Die einzige auttretende Ordnung ist die Hauptordnung von K, da & und 2mils
als Einheiten in jeder Ordnnng liegen, anderseits aber auch die Hanptordnung erzengen.
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K die Kiorper K" = K*, resp. K = K*, resp. K’
der drei restlichen Klagsen. Der Fixpunkt von K ist aber nach 4.2, 8, 81
anch Fixpunkt von K, K" und K’ (da diese Kérper ja mit K als Ganzes
znsammentallen).
Tis existiort also genaa ein Fimpunkt in H*| Iy au nichi-entartetom M e,
Zwm Bewels von Uy - K- Uy? = K" fiir ein Uy U, = —1 yesp. Uy K- U?
= K" fiir U;- U, = & greifen wir auf unsere spezieﬂe Binbettung K = {M,}
aus (2) (8. 80) zuriick:
L . {20 G(a) AN (R 0
M = Maiors = (o Q1 ) (G(ﬁﬁ) G’(a)) (0 Q)

n 0 " ;
U, ( 0 E) erfu]lt . U1 < —1 und es ist

UMy U7t = Uy Mpys Ut = M, _ays = M.

(20 \ (66 O\ (@ 0y ., (01
U*“(o Q“) (o G) (0 Q) (G_”(l-o))

ist eine Binheit aus S (vgl. M. Eichler [6], S. 56 £f) und es ist Us - U, = M,.
Weiter ist

Uy Me Ut = Up- Moy gz Ur' = My podioys = Mo,

“q.e.d.
4.8. Zum SchluB Gberlegen wir uns, welche Ordnungen » In der Form
o = % n K aunftreten. Wir behaupten:

| 84wz 12. Isto eine beliebige Ordnung von ]i' 80 ewistiert eine symplelti-
sche Hinbetlung wvon K, so doff
0 =33n K.

Der Beweis dieges Satzes stiitzt sich auf zwel Hilfssitze:

Lemwa 9, Tst wy, ..., 0, e¢ine Z-Basis einer beliebz‘gen Ordnung 0g
von L, so ist M§ Mo o5 aus (2) genaw damn in T, wenn aev, pedy!
fwnd ﬁé €Dy, b : Differente von oy, bez. Z).

' Der Bewem des Lemmas ergibt sich aus der Binbettung (2), 8. 80,
wenn wir wie im Lemma gefordert wy, ..., m, als Z-Bagis der belishigen
Ordnung oy von L wihlen (vgl. M. Bichler [6], 8. &6 it).

Lisvma 10. Sei K eine symplekiische Binbetlung mito = J n K. Sei oo
eine o umfassende Ordnung von K. Bs gibt dann eine sympleltische Hin-
bettung K derart, daf oy = S n K’ die 2u 0, isomorphe Ordnung ist.

Beweis. Es sei q, ein vy-Ideal zur genauen Ordnung o, mib gy, (0g)
~ (L) Beist F-0p = J:8=8-F(F = 8§ 3-8). Dabeiisto, = ' n K
- und daher gilt mit ny—80,-87! mnd K' =S K-8 0 =3 K"K ist
“nach 4.4 wieder eine symplektische Einbettung. w.z.b.w.

‘

= K™ Reprisentanten-

icn

Fizpunkimaunigfaltigheiten symplekiischer Mairizen 87

Aus Lemma 9 und 10 folgt schon direkt, daf die maximale Ord-
nung o von K als Durchschnitt 0 = 5§ n K anftritt. Sel jetzt o, eine be-
liebige Ordnung von K = L(V3). Sei oy, = Lo, md @y, ..., 0, eine
Z-Basiz von ory. Durch A und L ist 16 gegeben bis auf Muoltiplikation
mit einem beliebigen Element ans L. Also ist ¥'é aus 0,-b,, wihlbar.
Damit ist dann 5eb“ . Mit dieser letzten Bedingung reduzieren sich -die
notwendigen und hmrelehenden Bedingungen aus Lemma 9 fir M,
= M, pzeJ aut aeog, ,Bsb— Diege OId.nung igt nun aber in p, enthal-
ten: aeo; =p, n L und ﬁ]fﬁeno wegen. Véen,- b, . Mit Lemma 10 folgh
nun unsere Behauptung von Satz 12. q.e.d.

or"

§ 5. DIE SCHWACH-ENTARTETEN
NULL- UND EINDIMENSIONALEN FALLE

5.1. Wir kehren zuriick zun M eI" mit zugehdrigem

e
U(M) =Vre® B oder Vr (?} 249;) (g = 0 (mod=))

aus 3.4.0 resp. 3.4.2.
In beiden Fiallen geniigt M der Gleichung

(1) MM =kE, k=2VrcosgeZ,
oder also .
M-k M4+ E = 0.

In beiden Fillen ist {¥eM{4,0Q}, N = aBE+bM,a,beQ} ein iso-
morphes Bild eines imaginir-quadratischen Kérpers K und in beiden
Fillen sind alle diese N anch symplektisch, d.h. ans Bt{4,Q} n Z. Ebenso
gilt in beiden Fillen Ty = Fu und fir & # 0 Ty = Far.

5.2. SArz 13. Sei K ein imagindr-quadratischer Zahlkirper Q(Va),
d<c0. 86t p eme beliebige Ordnung von K. Hs existieren Finbellungen
von K in {4, 0} N 2 mil erzeugendem Hlement M eI, M schwach-entarial
it walldim. bz, mit eindimensionalem Fur s0, def

A2) ‘ o=KnS

gilt. (o bedewtet hier: Bild von p in {4, 0}, E =G {M}: Bild von K.)
Solehe Einbettungen nemnen wir in diesem Paragraphen kurz sym-

plekilische Tinbettungen mit nulldim. bzw. eindim. .

Beweis. Sel K = Q(]/Zl d< 0, und sei w;, w, eine Z-Basis von o.
Wir ordnen einem belleblgen Element # aug K die Matrix Q,(n) aus

931{2,;)} zu:
(3)
ip) = (

My Mg

T g = My @) Mg Wy, 0y = Mgy 0T Migg (.
gy Mag
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- Bs isb
G, (4) M2, Z} < peo.

Um ein schwach-entarietes M mit nulldimensionalem 5, zu erhalten,

sblagen” wir die Matrix G, {u) ,auf” zu
_(mu B m B
{4) | M, = (mnE mmE) aus  9t{4,0}.
Die Menge dieser M, VueK, ist eine Binbettung von K in {4,001 A X
und die erzengenden Elemente haben einen isolierten Fixpunkt in H?
nidmlich Z, = z,.H, 5, Losung der Gleichung
Mo 2 (Mg — M) 2g— Mgy = 0 mib  Tm(z,) >0.

Bs ist M,eJ < peo und schlieBlich gilt offensichtlich M,+ M) = kE.
Um ein sehwach-entartetes M mit eindimensionalem %M 2 erhalten,
wziehen” wir die Matrix &,(u) (siehe (3)) wie folgt ,auseinander”:

_ |G (m) O
(5) M.u ““" (0 Gn(,u) *
Dies ist eine Matrix aus {4, 0} N Z‘, denn es ist
Go(B)Go (1) = Go(pp) = pul.

Es ist wieder M,eJ<>peo und M,+M% = kE mib rationalem . M,
hat fiir erzeugendeq e eine eindimensionale Plxpunktlnannlgmltlgkelt
Sei

_{ Re(y) Im{z)
G = (ﬂlm(m Rem)

ty ¥
T == 12
(321 322)
eine komplexwertige, symme’n'risehe- Matrix; dann sind die Aussagen
G(u) T = T-G(w) ond T = 28 dquivalent. By ist

nnd

G{M) 2°0G(u)-2  mit Q:( Re{w,) Re(wz))

—Im(w,) —Im(w,)
und daher gilt M, (Z) = Z tix '

Z =070 =g 00,
q.e.d.

Wir erhalten eine symplektizche Einbettung vdn KE=0W E) mit
nulldim. §§,, anstelle von (4} auch durch

;{00 ot o ‘
i, (o o 1) M#-(O Q), M, aus (4).

Fizpunkimannigfoliigheiten symplektischer Matrizen 8%

Es-ist wieder I, {4, 0} n X (allerdings folgt aus M e nicht 3, ).
Der Tixpunkt Z, = zF von M, aus {4) geht iiber in

(6) = QT2 =20

dies ist ein Punkt auf der eindim. Tixpunktnignnigfaltigkeit von M
aus () d.h.:

KorOLLAR 1 zU SATZ 13. Auf eindimensionalen §Fy 2u symplekti-
schen Finbettungen von H = Q(VE), d < 0, sind durch (6) Punkis Z, aus--
gezeichnet, die isolierte Fizpunkie symplekiischer Binbetlungen in K sind.

KororLrar 2 zU SArz 13. Der = Autmorphismus ist in K der nichi--
identische Awutomorphismus.

Denn nach (1) gilt: aBE-+bM > o’E-—bMM.

5.3. Die symplektigchen Einbettungen & = Q{M} aus Satz 13 sind.
einfache Unberalgebren vom Range 2 in M{4,Q}. Sei N die Menge der
Matyizen aus P{4, 0}, dis mit K elementweise vertauschbar sind. R
ist eine einfache Algebra und kann als Injektion v von {2, K}in M {4, O}
angesehen werden mit Zentrom K = y|y (vgl. M. Deuring [4], Kap. TV,
§ 4, Satz 6). Verschiedene isomerphe Einbeftungen 9, i’ (mit ,, symplekti-
gchem” Zentrum K, K') gehen aly einfache Unteralgebren von MM {4, O}
durch innere Automorphismen ineinander.iiber: i

mn N =8-N-87Y,  SeMi4, Q3.

Dies folgt, wie das Analogon in § 4 aus Lemma 1, §1 (o. B d.A. kann man
natiirlich Se¢3 nehmen).

Der *Anti-Antomorphismus ist auch Antlautomorphlsnms anf T
und N, denn es gilt ja (Korollar 2 zu Satz 13) K* = K.

Levma 11, Ist die Abbildung (T) *-Operator-isomorph, so ist Sel und
wmgekehat.

Beweis. Sei N« Bei (7) geht ¥ — & N-8§{iber und N* - 3-N*
X8 = (§-¥-87Y%, da {7) *-Operator-isomorph sein soll. Daher ist.
8% 8-N* = N*-8*-8, VNN Also 8*-8 ist im Zentrum von M enthalten,
d.h. 8% 8K und da 8*-§ *-invariant ist, gilt nach Korollar 2 zu Satz 13
§*-8 = aB, acQ. Die Umkehrung ist trivial. w.z.b.w.

Von jetzt an verlangen wir von § immer: Sel’

‘Wir fithren noch eine Aquivalenzrelation ein zwischen den 9t und ;.

N~ =R =8N-87

mit § el, der Siegel’schen Modulgruppe.
Wir erhalten gleichzeitig eine Klasseneinteilung der den M einein- -

deutig zugeordneten (null- bzw. eindimengionalen) Fixpunktmannigfaltig--
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keiten § ( = Fy); wobel § und §' genau dann zur selben Klasse gehiren,
wenn sie durch ein Blement aug 17 ineinander {ibergehen: ZeF < S(Z) §F’
mit Sel% oder kurz:

g = 1(3).

Die Aquivalenzklassen der § sind Punkte oder Teilmannigfaltigkeiten
der Modulmannigfaltigkeit H2/I7.
5.4. In diesem Abschnitt untersuchen wir den Zusammenhang zwi-

schen den p-Idealklassen von K =0 (Vd) (o eine beliehige Ordnung
aus K) und den Aquivalenzklasgen der §y im schwach-entarteten null-
und eindimensionalen Fall. K == Q {M} sel jetzt eine feste symplektische
Einbettung (mit nulldim. oder eindim. ;) mit

p=3n K

RN = p(M{2, K}) sei wie in 5.3 die Menge der mit @{M} elementweise
vertauschbaren Matrizen. Es sel weiter

(8) ' O =3n M

Sei jetzt a ein o-Ideal zur genanen Ordnung 0. a erzeugt in M{4,Q} ein-

N-Linksideal @ durch £ = 3 a. Die J-Linksideale £ sind Hauptideale.

- Ba ist daher:

{9) . Ja=73"8,  S.<l4,Q}.

8, ist dabei gegeben bis anf Linksmultiplikation mit Einheiten aus 3.
Aus ag* = (a), ac @, folgt 8;-87 = a U mit *-invarianter Binheit U, Nach

Lemma 2, §1, darf daher § = b8, fiir ein geeignetes ganz-rationales b -

als aus I' vorausgesetzt werden und %' = &8 ist daher durch (9)
bis auf Aquivalenz -eindeutig bestimmt (vgl. 5.3). BEs gilt dabei noch:

(o - O =80-8"c 5,
denn 8§~ ¥ 80 =8"FaD =8"3D-ac 8538, d.L
{107 £ ist enthalten in der Rechtsordnung von 3-8;

dies ist aber gleichbedeutend mit (10).
: Ist o ein beliebiges Hlement aus K, so definiert qo dasselbe 9': 8
ist durch das Paar (i, M) bis auf  Rechtsmultiplikation mit Elementen
aus, K, dem Zentrum von %, gegeben. Zusammen also:
Lmmva 12. Den o-Idealllassen [a] sind, ausgehend vom der feston
Hinbettung N = p(IM{2, K}), Binbettungen N mit der Bigenschaft (10)
zugeordnet. ' : :

icm
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TIm Folgendlen wollen wir die Umkehrung von Lemma 12 beweisen: D
ans (8) ist gleich pe;,+ pes+ peg-+ 08y, wobed

S RN NN 1
“=¥lo o)) =Ty BTFle o) HT Lo
bedeuten soll,

Fir die e, gilt u.a.:
(11) 6 = ey,

Hs ist O K = 0.
‘Wir betrachten jetzt Sel” mit

6 =6y, 68, —6,06=0 md &+te —H

2" o' =808t'=3Fn K
und
{10) 0 =§-087<3.

(Dies sind Klasseneigenschaften.)

Sel jetzt D) = ve,+né,.

Bs ist D, = U, also erfillt auch O, die Bedingung (10).

D, ist eine direkte Sumnme und die Summanden sind modul-isomorph
zu n. Der Quotientenring 61 von £, ist halbeinfach:

O, = K0, K e,.

Nun gilt nach Sitzen von Chevalley {2] und Hasse [11] (vgl. 3.2): 3-8
definiert fir k = 1, 2 ein 5, = €, - e,-Linksideal %, dabei ist oe; gleich
dem Durchachnitt der Rechtsordnung von W, mit KH-e,.

Nach Nosther [12] sind -Ideale %, dieser Ari erzengt durch o-
Ideale a, (p: die genaune Ordnung von )

%-8 definiert alse zwei p-Tdeale a, und a,:

(12) I8 = FrarotJoua e

TUm die volle Umkehrung von Lemma 12 zu erhalten, miifen wir jebzt
noch zeigen, daB die beiden p-Ideale a;, und g, identiseh sind.

Dies wird daraus folgen, daf 3-8 in seiner Rechtsofdnung nicht nur
D, (allein dies wurde bis jetzt benutzt), sondern sogar O enthilt:

Es ist 380 = J-8. Oder also ausgeschrieben:

(13) 3'@1(319_”}“ es0)+ -0, (6,04 8,0) = T 0y 6+ a6

(Dabei ist natiirlich J-a, = J-A; mit 4,4, 0}). Gleichung (13) be-
deutet: TN,,N,¢3, so dal fir beliebige M, Mye Jund y,, ,<0 {(L<m,n
< 2) gilt:
(14) -M1A-1313’1,1‘i’MlAI537"1,2+11‘T2A232?2,2+luﬂ44-23472,1

. ‘ — N1A161+.N3A262n
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Wir nehimen nun an a, sei nicht in a, enthalten: a, € a,. Dann existiers
einyeqe: I v-ey § Jray e

{Denn sonst wire J-ay-y-e, aus J-yre, in J-a,'e, enthalten, also
Jvers Jragey, Vyen,.)

s gibt daher ein MyeJ:

(16) MoAye,dJ-ag-ey.

Wiihlen wir jefzb in (14) M, = 0,y,, =0 und p,, = 1. Dann exigtieren
nach {14) ein N, und ein N,¢J:

M, Ao, = N, A,e,+Nyd,6,.

Multiplizieren wir diese Gleichung von rechts mit e;, 80 haben wir M, e,
= N, 4,6 im Widerspruch zu (15). Also ist g, S q, und analeg a, © qg;
d.h. q; =0, = a. Wir haben somit: -

Bary 14. Im  schwach-entarteten nuwll- wnd eindimensionalen Fall
vermitielt die Gleichung S-a = -8 eine umkehrbor eindeutige Beziehung
zwischen den p-Tdsallilassen [a] von K = Q(l/d) und den Einbettungshlassen
N =M{2, K} (O =M{2, 0}) mit ,symplektischem” Zentrum K fir die
gilt: 0 =3 N K und O < J. '

Diesen 9 sind andererseits durch thre Zewtven K oineindeviiy null-,
bew. etndimensionale Fimpunkimannigfaliigheilen vom schwach-entartelen
Typ zugeordnst und den Klassen der N enteprechen Fivpunkie resp. fize
Teilmannigfaliigheiten von HI.

5.5. Fiir die schwach-entarteten eindimensionalen Fixpunktmannig-
faltigkeiten ktnnen wir noch folgenden interessanten Satz beweisen:

Barz 15. Sei T'y die Unt@ﬂ*gq*écppe der Elemente der Siegel’schen Modul-
gruppe I'\, die § als Ganzes in sich dberfithren: S(%) = §F.

Diese Gruppe besitet einen Normalleiler von endlichem Inder, welcher
zur elliptischen Modulgruppe isomorph ist, Genaw gilt: '

Ty = Ux (I3 U VT,

wobet Vely, V2 =B, W isomorph sur Fakiorgruppe der Einhoitengruppe
von K nach {LB}, Iy isomorph zur elliptischen Modulgruppe.
Beweis. § sei die zur speziellen Hinbettung aus 5.2 gehérige Fix-

. o Re(w;) Be(w,)

unktmanuniefaltiskeit — 2 0O . 1 2

P graltigkeit (7 =z 22, 2 = Tm () ~Tnn (o]
A B

= p). Sei ey, § = (G D) , 8 =.g, d‘.h.:'_

s [0gy @,]

(16) (AZ+B) (024D = Z'¢F, VZ§F.
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Nach den Bezeichnungen von 5.2 gilt fiir Z<F: £74-Z- 27 =28 (Im(z) >0).
(16} ist somit gleichbedeutend mit

(17 (@A +BYO +DYy =2 B,
wobei

A" B\ .

(Gl D}) == S 621

" und zwar mit Koeffizienten aus O (V|d]) wnd wobei

Q407 = A
' QEB-0=5 | o
{18) , Koeffizienten in Z haben.
Q7007 =0

QD2 =D
Tine Matrix aus X, welche (17} und (18) erfillt ist z.B.

H 0\ 10 .
V=(O o) H:(G _1) (7 = 5.
(Man iiberzeugt sich sofort davon, dag @H-Q‘und 9" H-Q Koeffi-
zienten in- Z haben.)

_Schreibt man die sich aus (17) ergebenden Gleichungen als Gleichun-
gen tiir die Koeffizienten von 4, ..., D’ explizit auf, so ergibt sich mit (18)
und den Symplektizititshedingungen (8 eZ;):

Entweder 8 oder V8 ist von der Gestalt:

a-G{e) b-G(e)
o-@(g) d-G(e)

mit ad—be =1, a,b,e,deZ und & = sl--}—ezl/ﬁ: Einheit aus K, wobei

1 62]]/5!)

Gle) = (_32“/51 ty

q.e.d.

§ 6. DER SCHWACH-ENTARTETE ZWEIDIMENSIONALE FALL

6.1. Es sei Mel eine symplektische Matrix mit zweidimensionaler
Fixpunktmannigialtigkeit in H? also M -M" = rB. M ist schwachentartet,

wenn V7¢Q. Das zugehorige U (M) hat nach 3.4.3 die Gestalt

U(M) = +Vr-H, H_:(é _2)_.
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M geniigt der Gleichung

(1) M? =¢B und daber ist M = M".
Wir wissen schon (aus 3.4.3), da8 Q{M} eine Hinbettung eines reell-qua-
dratischen Kirpers in It{4,Q} ist und (aus 2.3.3), dab kein ¥ e Q{M},

N = aB+bM, mit a-b # 0 symplektisch ist.

6.2. Damit wir einen analogen Satz wie Satz 15 (§ 5) aunfstellen kén-
nen, studieren wir noch eine gpezielle Einbettung eines reellquadratischen
Korpers K = O (Vd) in IM{4,Q}:

o gei eine beliebige Ordnung ven K und o, eine Z-Basis von p.

o bedeute den nicht-identischen Automorphismus von IC/Q. '

Wir ordnen peK die Matrix @,(x) aus I{2, 0} zu:

oy = Mhyy, O3+ Mgy g pe Go(p) = (mll mm).

[y = Ty Wy Mgy 0y’ Mgy Mgy
Es igt .
6y (1) M2, 2} < peo.
Ist
_[# 0
, G(,LL) = (0 lMt:r)!
80 ist : .
(2) Go(u) = QG L mit L= (wi (03).
_ my, My

. Wir ordnen nun g die Matrix M aus {4, Q} zu:

o “(Géﬂ) ()

Bs ist MeS < pen, M ist symplektiseh fiir u = oVd, aeQ, o8 ist offen-
siehtlich M = M* und M* =78, r = q?d.
SchluBendlich hat die Matrix M eine zweidimensionale Fixpunkt-
mannigialtigkeit in H*: .
Die komplexwertige, syminetrische Matyix T = (:“ ;“") orfiillt die
. . ‘ 21 FPag
Gleichung G (u)"-T = (G(u}-T = ) T G(u) genau dann, wenn f,, = ty
== {3 145, Ty beliebig. Daher gilt VZ = £2°-T-0Q:

(u) Z-G(p), dh. - M(Z) =
Somit haben wir: '

Barz 16. Sei K ein reell- uadmt@schm Zahlkdrper. Sel 0 eine beliebig Je:
Ordmung von K. Bs existier! eine Einbettung von K in {4, Q) mit erzeugen-
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dem Element M el mit zweidimensionalem Ty tn H? vom sechwaeh-entar-
teten Typ, so daf

{3) p=3nI,

o das Bild der Orvdnung vy K =Q{M}: des Bild von K.

Solche Einhettungen nennen wir kurz sympleknsehe Hinbeftungen mit.
zweldim. Faz.

6.3. In-Analogie zu 5.3 seien K = w(K), K = v (K) verschiedene
isomorphe Binbettungen eines reell-quadratischen Zahlkdrpers K mit
mweidimensionalen Fixpunktmannigfaltigkeiten, I resp. N’ die Menge der
mit K baw. K elementweise vertansehbaren Matrizen aus M {4, @} Diese N
sind wieder isomorph zu M{2, K} {(vgl. §5, 5.3).

Hs gilt nach Lemma 1 wiedernm

(4) R =8-S mit 8D, Q%

Ebenso ist auch hier wegen K = K* der *-Antiautomorphismus aueh
Antiautomorphismus auf 9. Wir behaupten nun:
TmeMMA 13, 1. Ist N e *-invariant, so ist N < K.
9. Ist die Abbildung (4) *-Operalor-isomorph, so gibt es unter dem
diese Abb@ldzmy vermitielnden 8 ein Sel. . ‘ B
"~ Beweis. 1. Sei ManK Wegen M — M* nach (1) hat M die

Gestalb o _ :
IR Rt
dabei gilt noch: », = —r, wegen Mel. Wegen N* =N hat N die
Grestalt ( d:*; ;‘,{) Aus NeW, dh. aus MN — NM folgt jetat nach
elementarer Rechnung N = aE—1— bM; d.h. NeK. ‘ _ o
9. Ganz analog wie in 5.8 gilt: S-N*-87¢ (S -N 87, da (4)

*.operator-isomorph sein soll. Also ist §*-8- N* = N*-8%-8, VNN, also
ist 8*-§ in K, dem Zentrum von 3 enthalten. Wir gehen nun tiber zu

p IR = M2, B): 9 (87-8) = xH, =xeK.
Fix jedes @ = (’j g) aus M{2, K} gilt: G -& ist nach der ersten Auésage..

' von Lemmsa 13 in K, also ist G* ein Vielfaches von G~L. Da aber bei G - &

die Determinante erhalten blelbt ist G = (_,;i Mﬁ)

§ ist uns gegeben bis avt Rechtsmultiplikation mit Blementen aus . -
‘Wir multiplizieren nun »¥ = »~1(8%-8) von rechts mit & und von links
mit %, wobel wir « ﬁ,y, § in & so wahlen, daB %G = (ad— ) B
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= °- B wird. Darans folgt @ »E-G = xx"F = aK mit ae @, a > 0. Damit
ist 8 = Sy(6) in X und ein geeignetes ganzrationales Vielfaches von §
gogar in I'. q.e.d. ‘

Von jetzt an verlangen wir wieder (wie in §5), dafi 9 *-Operator-
-isomorph zu ' ist. Wir fihren noch die Aquivalenzrelation ein:

N~ =N=8N-8" mit Sell.

Wir érhalten so, wie in 5.3, eine Klasseneinteilung der M und der
den M eineindeutig zugeordneten Fixpunktimannigfaltighkeiten .

6.4. 8ei & =Q{M} jetzt eine feste symplektische Rinbettung mit
zweldim. §Far. Sel N die Menge der mit K elementweise vertauschbaren
Matrizen (o2 M2, K}) und sei © = J n R. Bs ist nach (3) 0 = J n K.
“Wir betrachten nun unter allen zu X isomorphen Einbettungen K’ nup
«liejenigen mit ) _

D' wd »=3n K.
Wir kénnen auf diesen Fall die Ansfilhrungen von 5.4 tbertragen, aller-
dings miigsen wir dabei beriicksichtigen, dalB der *Antisutomorphismus
nach (1) in X jetzt der identische Automorphismus ist. Wir erhalten also
hier dureh die Gleichung

(5) . Xrao= 3-8
. : p-Ideal zur genaven Ordnung o, Sel™:
(6) 8:0:8tcl, 8pA ' '=3JnKK-F

eine nmkehrbar-eindeutige Zuordnung zwischen den Fixpunktmannigfal-
tigkeiten §' = S(§) und denjenigen der p-Idealklassen von K, die Ideale o
enthalten mit

0% = (d), ac, a >0,

Diese o-Ideale sind bekanntlich genaun diejenigen Ideale, depren Primi-

deaiteiler die Digkriminante der Ordnung o von I teilen. Also:

Sarz 17. Die Gleichung T-a = J-8 vermittelt eine wmbehrbar ein-
deutige Beziehung zwischen den o-Idealklassen [al von K mit Reprdsentanten
aad = (a),aeQ, a >0, und den Finbettungsklassen der | (N = M{2, K},
0=3nK,0 =3In M), fir die gili: ‘ '

8087 =3I §E-S
8-0-87'< 3.

Diesen N sind andererseiis eineindeutiq moeidimensionale Figpunli-
-menwigfaltigheiten sum schwach-entaricten Typus zugeordnet.

6.5. Sel I'y die Untergruppe von 1" begtehend aus den Elementen §
von I, die § aly Ganzes in sich transforraieren. Iiir diese Gruppe gilt:
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Samz 18. I'y besitet einen Normalleiler vom Fnden 2, welcher isomorph
zur engeren Hilbert'sohen Modulgruppe Hy, won K beziiglich der Differenie b, -
ist. Genauer:

1-1-&' w2 an W] VHDID.

(Vel'y, V2 = H, b,: Differento von o bez. Z,

Hp, = { (z g): a8—py =1; a, deo, ’}Ishn,ﬁeb;1 ).
. Beweis. § sei die zur speziellen Winbettung von H aus 6.2 gehorige
Fixpunktmannigfaltighkeit. Sely erfille S(F) = §. Bs ist also:

8 == ('é,t ?))EPM
0 (AZB)(0ZD)' =Z <§, V.
Wie wir in 6.2 gesehen haben ist
ot -1 ty O
T=0Q0"%20" = N E fie  ZeyF.
(7) ist somit gleichbedentend mib
. I i ’ L3 _‘ r i’ 0
®) (AT+B)(CT+D) =1 = (;; tgz)’
wobei §' = (‘é, g,) = §' X, ist, mit Koeffizienfen aus oVa),d>0und
A’y ..., D' den Bedingungen geniigen: '
Q4070 1
R . )
(9) @8- a haben Koeffizienten in #.
Qg J
QLD

Tine Matrix aus Xy, von dieser Art ist z.B.:

G o0 (o1 "
V= (0 G) @ = (1 0)) (V* = 5).
Man .ﬁbexlegt sich leicht, dal 0@ 0t und, 271-G-2 Koeffizienten

in Z haben. . r .
Sehreibt man die sich aus (8) und §'¢X, ergebenden Bedingungen

iy die Koeffizienten der A’y ..., b/ exp]igit auf, so sieht man, daf immer

7 «— Acta Arithmetica XX.1
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entweder A,..., D" oder GA',...,GT Diagonalmatrizen sind. Damit
igt aber (vgl. 6.2) ! :
[ t O +
A" = G(a) ﬁ(g a,,), vy D' =6G()
oder
GA' = G(a), ..., GD =6G(5).

Aug 8eX, folgt nativlich ad—fy =1 und aus (9) folgl: «, dep, ped,,
gyt (2 (m 0 )-Q"i ist ja unser &,(a) any 6.2 Q"]:(g g“)Q ist
&,(6) mwnd die beiden andern Behmxptun&,cn folgen ang 0% 0Q == 4
= (sxg(wjop)} und aus Q0G(u) Q70 = AG,(u) =~ (5fx,'Q(f!'fol’z)))

§ 7. ZUR BESTIMMUNG DER MENGE
DER BEZ. I INAQUIVALENTEN Fpr IN H* Mur M T

7.1. Wir wollen uns in diesem Paragraphen tiberlegen, wie man mit
Hilfe unserer allgemeinen Sitze wenigstens fir » = 2 wnd » =1 — &4
fiir die Blemente der Siegelschen Modulgruppe I, wund fir HY — die
Menge dep  begziiglich Iy infiguivalenten Fixpunktmannighltiglheiten
bestimmen kann. Dabel mitgsen wir nur nech die entarteton Iille behandeln.
Durch das Beispiel in § 4, 4.7, wird rehon die Menge der bes. I'y infiqui-
valenten Fixpunkte zu nicht entartetemy 3 el bestimmtb. Es liegt in
A genan ein solcher Fixpunkt,

7.2, Befrachten wir nun die schwach-entarteten Talle. Da 7 (== 1)
ein Quadrat ist, tritt kein schwach-entarteter zweldimensionaler Fall anf
(vgl. 3.4.3). Im eindimensionalen, bzw. unlldimensionalen Fall ist M
nach §5 erzeugendes Element eines imaginirquadratischen Zahkorpors.

Allh MM* = ¥ folgh: M ist cine Binheit dieses Kirpers., Also treten
nur die beiden Fille aud: :

D=0 und K = 0{p), Q w2 @0 0% g e ),

[1,4] und [1, o] bildim_ dabel in O (1)
Hauplordnung o = [my, w,]

In § 5 hatten wir eine spezielle Binbettung von K in 9R{2, @} erhalten
durch.:

Koo pGo(u) =

resp. (o) eine. Z-Bauis der

(M) mit peoy = My Moy g, [0y = Myy 0= Mgy .

0 1)
BN

Tst o = [1, o], 50 ist G, (o) — (O ““1).

Ist 0 =1, 4], s0ist —G, (1) = (

1 1

icm

Fizpunlimannigfaliigheilen symplektischer Watrizen 99

Durch. die spezicllen Tinbeftungen von K = () resp. K =0(p)

in Mi{4, Q) nach §5 (5.2) erhalten wir:
J . . .
M 1 am, ( 0 ?) mit der Fixpunktmannigfaltigieit
o = {28, Im(2) > 0},
Q.0 0 . o . C
M, 1aim, = .(00(9) GD(Q)) mit der Fixpunktmannigfaltigkeit
P DR A A R \
Fau=12 19}’ nl(z)>()[,
0 B . N .
M; o, R J mit dem isolierten Fixpunkt
§i =% =B,
y 0 —F . e .
Mg, = 5 B mit dem isolierfen Fixpunks

Yu =7 = 'F.

Verschiedene, isomorphe Binbettungen K, K’ von (i) resp, O (g) gehen,'

.wie wir nach § B {5.8) wissen, duxch Transformatwn mib symplektlschem S

11161]1&111161' iber:

K =8K- S“1 Sel.

Ang den allgenieinen Sitzen in §5 folgt, da sowohl Qi) wie Qo) die
Tdealklassenzahl 1 haben: Bs gibt keine weitere isomorphe sympleltische
Einbettung K’ von K in {4, Q) so, daB wieder §0-87' =0 = J
liegh (Dabei war © = N J, N == M {2, A} die Menge der mit K element-
weise vertauschbaren Matrizen). Ey ist aber moglich, daf zwar nicht
O = 5 legh, aber doch o’ = §-0-87" (0 = J n K) bei Transformation mit
einem Sel. Unsere mit den p-Tdealklagzen wvon K ilbereinstimmende
Klagsseneinteilung der Einbeftungen K kann also, wenn @ {M} nicht maxi-
male kommutative Unberalgebra in {4, Q} ist, noch weiter zerfallen.

Betrachten winr nun fiir die obigen M die moglichen §-M -8~ mit
Sel". Als zusitzliches Hilfsimittel bendtigen wir cinen Satz ther die Gestalt
der Reprisentanten der Koklassen von I, bez. [, den man nach einer
Methode von B. Witt [14] (vgl. anch M. Bichler [6], 8. 47 £, und [7],
8. 52) leicht gewinnen kann:

‘Sarz 19. Vr >0 {r ed) a5t I, eine endliche Ve?ezmgu vy VoW dwwﬂ Lten

Kollassen:
ﬂL 1

UI'M

L=l

Myel,.
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Die M, kann man auf folgende Normolform transformioren:

M= (ét g), ¢ =0, B reduziert mod D}, A'D = rH,
Fi
e 0
7y * ”y
4 = , D={ .
' 0 ' ' } r
‘rﬂ

: ,
Oy BACR Ty, dy, NEch . rodugiert, |1, ..., TLlr.
k

i ) (A B
Fir # =2 algo: ¥ = (G .D)
7y O
LU N B
: ¥
(1) M = _0 -8
. O i’"1
‘ -
—d —
7y

' r
amodr,,d mod o Bmod D und {ansden Symplektizititsbedingungen):
L

a e 1y
- A B
Wir diirfen also § = ( oD
Zugsitzlich identifizieren wir zwel &, 8 eI’ von der Gestalt (1), wenn
8 =T8N mit Uel', und Nel aus der Menge der mit I vertaugch-
baren Matrizen ist. Denn, genau fiir diese § und 8§ gilt, wie man leicht
nachrechnet: I (Feus—1) = Feare—1. Schlieflich soll o’ = §-p-87? wieder
in J sein, d.h. §-M-8§7'in J. Nach elementaren Rechnungen folgt aus
diegen Bedingungen: Die zu M, i gim. s My oeqim, W04 M, 000, gohbrigen
Fixpunktmannigfaltigkeiten gind die einzigen Fixpunktmannigfaltiglkeiten
in H*/I') ihrer Art. Hingegen existiert zu M, 4, ein (bis auf Skalarfaktor
eindeutig gegebenes) Sel', daz stimiliche Bedingungen erfillt und §y
= {zl|Im{2) > 0} in eine I'-indquivalente Mannigfaltigheit tberfithrt:

‘ B @ 01
'S"“(O 2E)’ GL=(1o)’

) 0.B.d.A. von der Gestalt (1) annehmen.

' —10
8-My g, 8= 8 J 0 8= T GI—JG_ |/ 01 = M tom.
Slo g o 771, Y :

mit der Fixpﬁnktmannigfzultigkeit K = {#E+46| Im(z) > 0}.
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7.3, In 3.4.3 hatten wir schon eine spezielle zweidimensionale Fix-
punktmannigfaltighkeit kennengelemnt:

) T = {(301 22)| Im(2) > 0, Tm{z,) >0}

(H O o s
m M= ( 0 H) eI’y gehiérig.
(H = (3 _g)). Esist M = M*und die charakteristische Gleichung von M

lautet: (w?—~1)% = 0. Alle zweidimensionalen Fixpunktmannigfaltigkeiten
sind nach § 2 zu (2) Z;-dquivalent. s gilt also fiir alle zugehdrigen M : M*
= M. Ein Ml mit zweidimensionaler Fixpunkfmannigfaltigkeit ist
daher allgemein von def Gestalt:

M =(£ 3{) mit A:(z: _Z:), ay, Gy, b, 0eZ.

Das charalkteristische Polynom eines solchen M lautet: (#®— aj-+ a;)® —
—2a?be und mub nach obigem gleich (#*—1)% sein. Daraus folgt: b.¢ =0
und a, = 0, a; = £1. Wir nehmen 0.B.d.A. ¢ = 0 an. (Ist ¢ = 0; b = 0,
so transformieren wir M in das Ij-dquivalente J~'-M-J.) Soll dieses

M= :i:(g bJ) ‘eine zweidimensionale Fixpunktmannigfaltigkeit besitzen,

( By ‘i’zl—l“'b) _ (2’1 _ﬁa) '
—2y— b 2 [ % — %
sein, A0 2, 2, heliebig, 2, = bj2. Ist b gerade, so sind alle diese Fixpunkt-

mannigfaltigkeiten zu (2) I'j-iquivalent, ist aber » ungerade, so sind
sie dguivalent zu

g0 mub :

1
3) Tar = { (zll ; )I Im(z) > 0, Im(z,) > O} mit zngehorigem

2

r.

(23

0 Hl®
(2) und (3) sind also die beiden einzigen stark-entarteten zweidimen-
sionalen Fixpunktmannigfaltigkeiten zu Matrizen auns I', in H2/IY.
Stark-entartete, eindimensionale Fizpunktmannigfaltigkeiten. gehdren
nach § 3 zu Rinbettungen von direkten Summen KE@Q in M{4, P}, wobei
K = Q(l/;l), d< 0. Das erzeugende Hlement der Binbettung soll eine
Matrix aus Iy sein, d.h. fir  kommen wie in 7.2 nur —1und —3 in Frage:

K =Q() K =0 (o),

arif6

‘und. 0 =6
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icm

fipezielle Einbetiungen erhalten wir — unter Beniifzung der in 7.2 be-
schriebenen Einbettung von K in I{2, 0} — durch

00 —10

. I T 01 00
Q.(’br)@Q > Q{ M.} .1]1] LR P

00 ¢ 1

‘ 00 —~10

00U wit My— | 0

Op) B —-0{H} mi [, = N Lo

00 01

Wie man sieht, ist M = (ig g[) in beiden M'\.trizen'rinwen enthalten:
—M} = M vesp. —M3 = M. Zu M, bezw. M, E-aqulvalente M baw.
M, aus I erfitllen daher, da es ja nur zwei I'-indquivalente M mit
stark-entarteten zweidimensionalen Fixpunktmannigfaltigkeiten gibt: .

—M? I'-dquivalent zu M = (f A 0) oder M = (H J

0. 0o H)’
' Pl 1 .;. . _ H 0 - g II J
—M; IN-dquivalent za M = ( 0" oder M = o ol

Also 0.B.LA, —M? = M oder M, — M} = M oder M.

Man erkennt nach elementarer Rechnung: Die Gleichung — M = I’
und —M,} = M’ fiihren auf einen Widerspruch zu M bzw.

M’e] 1y aus den Gleichungen . — M = M Dzw, —_.Zl.[” =M folgt

M, ist I'-dquivalent zu My, M, T-dquivalent zu M,

M mit der Fixpunktroannigfaltigkeit

s = { (5 o)1 e >0},
M, mit der Fixpunktmannigfaltigkeit

Tu = { (gz 0)] T (a) => 0}

sind also die cingigen Matrizen. mit qtall\-bnmlwhm eindimensionalen
Fixpunktmannigfaltigkeiten in H*I7.

7.4. Als letztes behandeln wir den ,stark-entarteten” nulldimensio-
nalen Fall.

Q{M } ist in diesemn Fall ein maximaler kommutativ er, halbeinfacher
Ring in M{4,0}. Die charakteristische Gleichung von M it reduzibel
und. zerfillt in Q in zwei sogar in R irreduzible Faktoren

wi—kotr, @P—lkaotr - mit. ky # %y,

-3.4.0).
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O { M} wird direkte Summe zweier imaginir-quadratischer Korper (vgl § 3,

Ist MM =8, sé wird jeder dieser Kérper durch eine XHinheit
erzeugh, es trift also wiedermum nur Q%) und @(e) auf:

Q{M} = B @R, mit B =Q{)und B =Q(e) (o=c¢
Bine Binbettung von O (1)@ Q(e) in M{4, 0} erhalten wir durch ,,Vm:-
schachteln” der Binbettungen von Q(¢) und Q(g) in M2, O} Mit G, (1)

"mlﬁ)

01 oo e = on.
=(_._1 0) und G, (o) = (1 1) (vgl..T.J).
0 0 —10

u 00 01

) "Y1 0 10
0—1 0 0

(1. und 3. Zeile 4- Spalte: &,(p)).

Genau die Hauptordnung © = 0g;) ®ogy wird aunf these Weise in 5
eingebettet.

Jede Transformation wird nach dem Satz von Chevalley, Hasse und

Noether erzeugh durch ein ©-Ideal 9 = g Pagy (vel in diesem Fall

insbesondere C. Chevalley [2], 8. 84-88). o
G{?) und Q(o) haben die Klassenzahl 1. Jede Transformation D
90’ < § wird uns daher durch eine Matrix U -8 mit U unimodular
und 8 aus Q{M} geliefert. S transformiert Q{M} elementweise in s1;ch
wir kénnen uns also beschrinken auf das Betrachten der Tmnsfo_rma,tlpn
mit unimodularem U. _ o
U-Q{M}-U™* goll wieder eine von einer symplelktischen Einheit
erzeugte . Binbettung der hier behandelten Art sein. Also inshesondere
(U-Q{M}- U = U-Q{M}- U™, &h. U*-U vertauschbar n_lit Q{M}.
Da aber Q{M} maximal-kommutativer Ring in M{4,Q} ist, folgé:
U*- UeQ{M). Ausserdem ist naticlich U*- U*-invariant und unimodular.
Dies ist nur moglich (vel. (4)), wenn '

H 0 , . 1 0y
0 JI) oder +4-F mt‘. (H»—(0 _1).)

Das Vorzeichen stort nicht:

2O (B Y -m

U'-U = :J:(

. H O
induziert in Q{M} einen nicht-identischen Automorphismus. 0"
' " O\*[H O H O .
kann geschrieben werden  als (O E’) (O E) Auch (O E) erzengt

’
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in @{M} einen nicht-idenfischen Antomorphisimng. Die Q { M} unserer Art
gelien also alle durch symplektische Rinheiten auscinander hervor! Daher

4
igt der zn (4) gehdrige Fixpunkt (g 2) der einzige Fixpunkt in H207
der zuwmn stark-entarteten nulldimensionalen Tall gehért.

7.5. Aunf einem andern Weg bestimmt . Gottschling [8] die Menge
dey beg. Iy-indquivalenten Fixpunktmannigfaltigheiten zu M el i Fall
» = 2. Hier sind aber noch sehr viele I'y-dquivalente §y mit anfgefihrt.
U. Christian [3] hat dann untersucht, welche von diesen §; genan 17
-infiquivalent sind. Wir wollen diese Liste zom Vergleich hier auffiihren,
wobel wir uns in den Bezeichnungen an die gpitere Arbeit [9] von I
Gottschling haltén:

w w02 '
Loy, = (w—[— e —j-w_l ), w = M
7 in-1 .
bon = (%(nﬂl)' 2(777 )) o bR,
Z()3 = T:E, .
Ly = ¢*- T, o = ¢,
; V3 (2 1
Zos = 3 (1 2)’
5 i 0
511 = (0 _z)’
g [0
él& - (0 Z)’
Zig = 2l
. 0
7,4 = 2B+ 16, G = (1 3),
. 2 1
Ly = % (l 2):
. 2 0
A’s\l = (01 z?)’

Z.aa = (0 d)"?"%:G

Abgesehen vom Auftreten von Z,, und Z,, stimmen die Ergebrigsse genau

mit wnseren Untersuchungen iiberein. Z,, und Z,; sind in ungerem Sinne

icm
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keine echten isolierten Fixpunkte von M7, sondern nur Schuitépunkte
von Fixpunktmannigfaltigkeiten, Z,, ist Schnittpunkt von

1--1
% 1 10 ° o
1 9 (z1 aus 7.2 gehorig)
Y
und 4
z 2 o 0 —H s
.(z, 2 ), 2% —2% 1 =0 (zu H = (H (_)) gehdrig);
Z,y; ist Sehnittpunkt von
, 0 0y
(Z, Z): #—z—2"+1l =0 (m 16 gehorig)
a (HY

mit

(z z), 2t =2 (' +2)  (zun (é 3) gehorig) ().

Z,, ist der einzige nicht-entartete isolierte Fixpunkt in H*/I; su MeT,
(vel. § 4, 4.7, Q {M} o= Q (6*F)). Zy3 und Z,, sind unsere schwach-entarteten
Fixpunkte aus 7.2 und Z,; gehirt zum stark-entarteten Fall von 7.4.
Dad bei diesen isolierten Fixpunkten nur Koeffizienten aus @ (6™}, 0 (4)
und @ (e*%) auftreten konnen, ist bei unserer Deutung woll eingichtiger.

Z.; und Z,, sind die zu Q{i) gehdrigen, Z,; der zu Q(¢*°) gehorige

- schwach-entartete(n) eindimensionale(n) Fixpunktmannigfaltigkeit(en} aus

7.2. B sind dies genau alle eindimensionalen Fixpunktmannigfaltigheiten
zn M el in HY I, die ,uniformisierbar’ sind. Z,; und Z, sind die beiden
starkentarteten Fixpunktmannigfaltigkeiten aus 7.3. Sie sind ,unifor-
nisierbar®. ]

Z, und Z,, schlieflich sind die beiden zweidimensionalen Fixpunkt-
mannigaltigkeiten ans 7.3 (Bs sind. ,,uniformisierbare” Mannigtaltigkeiten). -
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