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ACTA ARITHMETICA
XX (1979)

Sur la repartition modulo 1 de la snite no
par

Jacques Lesca (Talence)

§ 1. Introduction. Principaux resultats. Tdentifions le tore 7' = R/Z
& un cerele orienté de Iongneur 1, muni d*une origine 0.

Si § est un point de T, {5} désigne le représentant de g dans R caracté-
risé par

0<{f}<1.
Si B, v sont des points distincts de T, 8, y[ désigne Pare dé&fini par

{6 {B} < {0} < {1}, si{f}<<{rky
{8e T {o} < {y}ou {8} = {81}, sl {8} >3}

Lrarc )8, y] est défini & partir de [f, ¢[ par suppression de # et adjonction
de 4.
Par la suite, a est un irrationnel de T.
On. définit, pour B, ve T, ue N*:
I (B, v w) = card{n: nae 18,3151 < n<<ul,
(8, ysu) = card{n: noc[f,y;0<n <

ET{B, 5 u) = II*(B, y; w—umes(]f,])

(mes 17, ] désignant la longueur de l’arc ] ,6’; ¥1
L7(B, y; w) = I (B, v; u)—umes ([, y[)
enfin, pour § = ¢, on pose: _
BT (y;u) = B (0, y; ),
B (v u) = B (0,75 ).

Ce papier est conzacrd & I'étude des fonctions B et H-.
Teforime A (Reélation de réciprocité). Pour fout fe T, 1w, ve N*

BB, ptuo;v) = B (—f, —p-+vazu)
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et en particulier
Bt (ue; v) = F {va;u).

Posons, pour ue N
Olw) = 2 (fne} —1/2)

TrtordME B. Pour toul ne N, u22 2 00 a
Clu—1) = —(1/2) B (un; u—1).

Introdnigons la diserépance de la suite (na)

D (n) ZASHP B (6, n)].
. BeT

TrforiEve C. (1) Pour tout a irrationnel

limint oD {n) < 1

N0
{2) Pour toute suite de nombres réels {p(n)) qui tend wers -+ oo avee
il ewiste des a i'rmtiomwls tels que ‘
11111 sup D(’!’.’;)'I,U(_’J’&) = o 00,

00
&

On sait, (voir [8]) que, si on définit la fonction E¥(A; w) pour une
snite quelcongue de pointg de T, il existe des f pour lesguels la suite
u— Bt {8, #) est non hornée; cependant, pour certaines suites de points
de T, B (8, u) peut &tre majoréde ou minorée; il n’en est pas aingi pour
les suites (na):

TrgorBME D. Powr tout o irrationnel, il exisie des éléments ﬂe T tels
gue la suite w — BT (B; w) n'est wi majorée ni minorde.

Er outre, Vensemble de tels dléments a la puissance du commu dans

. tout ouvert de T.

Nong obtiendrons enfin:
TotiorEME B. Seit ueZ,u #0 6 « trrationnel, considérons la suite

1~ Bt ((n+u)a; n).

(1) Pour toul o celte suite est non bornde.

(2) Il existe des o pour lesquels cetfe swile est majorée [resp. minorée]
pour tout u.

(3) Pour toule suite de nombres réels w(n) qui tend monotonement
vers -+ oo avee w, il existe des a irrationnels tels que:

_]JJnSup | E"({n—i—u)a; n)|p(n)n = + co.
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Remarquons que Ia relation de réeiprocité peut &tre un outil de
caloul pratique, elle nous a permis, par exemple, de redémontrer le résultat
suivant du & H. Kesten [5]: La suite #—B1 (8, ;%) est bornde si et
seulement #'il existe u, ve Z tels que {f}—{y} = u{a}+v

§ 2. Démonsiration du théoréme A. Traduizons le pmbléme dang
B; pour §, ye R, B < y, ot ve N¥, posons:

OB, p50) = D 25, (na-tm)

Lgnsty
med

{xz désignant la fonction caractéristiqne de l'ensembls E).

I (Bys0) = 3 gy (natm),
ngr;fzéj—l

B (B, y;0) = 1T (B, y;v) —v(y —B),

E= (B y;0) = II (8, y; ) —v(y~ ).

Notons que & 8, v, 8¢ R, <<y << & af v N*
Ev (8, 6;v) = B+ (B, y; v) +Etty, 6;0),
B~ (8, 8;0) = B~ (B, y; ) +E (v, 85 0).
D’autre part, poui' tout %e N¥, 'ﬂe R, veN*
BB, fhusv) = B (B, fusv) = 0.
8i § et ¥ désignent les classes dans R/T des nombres réels 5 et y
B (8,75 0) = B* (5,75 0),
E={B,y;v) = B (B, 7; v).
T est maintenant elair que la relation dé réciprocité se réduit i:
“Pour tout fe R, u,ve N*;
I (8, p+uayv) = LI~ (—, —p+va;u).”

On a:

ﬁ-{_ (ﬁ! ﬁ+ua3 'U) = 2 2 x]ﬁ+ka,ﬂ+(k+‘1.)a] (ﬂa—{‘m}

Ignst meZ 0sk<Su—1

= 2 Z 2 %[(ﬂ—l}ﬂ+m,M+m[(ﬁ+ka)

lensy meZ 0shstu—1

= 2 2 2 x[ﬂ.ﬂ-i-(ﬂ—l)a,—ﬁ-t-#m[(ka;“'m)

1<t meZ oghsu—1
=I"(—§, —f+na;u).

2 Acta Arithmetica XX.4.
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§ 3. Applications du théoréme A, Démonsiration de Ia premidre
partie du thésréme (.
PROPOSITION A. Pour tout fe T, ucZ, u # 0, ve N*

(3.1) [BY (B, B+ ua; v)] < Min{|u|, v},
(3.2) (B, B+ua; 2)] < Mlll{l’w{, v}

Démonstration. La majoration par o est congéquence immédiate
des définitions. 8i » est positif, la majoration par « est conséquence de

la relation de réciprocité.
Bl u est négatif, on utilise, pour conclure

BB, B+na;v) = —ET (+nq, B;v).

C. Q. F.D.

Remarquons que le fait que la snite (na) est équirépartie se déduit
sans difficultd de la proposition A.

Considérons leg fonetions

B—=ET(Bu), B—E (B;u).

Elles sont linéaires en dehors de leurs points de discontinuité, Ta
premiére est continue 4 gauche, la seconde & droite.
Soib fe T, 81 {f} << {ua}, alors B (f; u) vaut B~ (8; w) ou B~ (8, u)—
suivant que f§ est ou n’est pas I'un deg points {0, a, 2a, ..., (4 —1)a}.
Si {p} = {ua}, alors B (8; ) vaut B (8, w)+1 ou F (B, u) suivant
que f est ou n'est pas Pun des points {, 2g¢, ..., ua}.

Notons (gy,), 1a suite deg dénominateurs des convergents du développe-
ment en fraction continues de a.

PrOPOSITION B. (1) Pour e N*
(3.35) _ Um B~ (ua; ¢,) = 0
(2) Pour tout ne N¥et tout ve N
(34) S L< B (gue; ) < 1.
(8) Pour tout ne N* et pour tout feT
(3.5) —1<E+(p;q)<1.
Démongtration.. 1) On a:
B~ (ua; g,) = B (g5 w).

Or quand  tend vers l'infini ¢, tend vers 0 dans T; comme la fonction
£ B*(8; w) est continue au point 0, (3.3} est claire.
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2) Supposons » < g,, et # impair [resp. pair]; D'intervalle 10, g, a]
[resp. [¢,a, 0f Jne contient aucun des points de discontinuité de la fonetion
B —E(B; v), alors

B (g,a; 11) = 1—@2 [resp. B (g,e;0) = vi,)]

Ay démgna,nt la Iongueur du petit intervalle d’extmmltds 0, gpa Il est
bien connu que 1, est. majoré par 1/g, 11; 0N & bien:

(3.6) 0< B (gua;0) < 1.

3) Pour tout fe T, et pour tous ve N*, on peut écrire:

Min B (ua; ) —1 < BB v) < Max BV (ua;v).

L st TE-t 1] L=<y
St on écrit ces inégalités pour v = g, i on utilise Ia formule de
réciprocité et (3.6), on obtient (3.5).

4) Enfin, (3.4) est conséquence de la formule de reelproclté et de
(3.5). C. Q. F. D,
La premiére partie du théordme C est congéquence de (3.5).

Remarques: (1) fonction g— B+ (8; ¢,) s'annule exacterment une
fois enfre deux points de discontinuité.

(2) Pour tout B¢ T, n, ve N*
BT B+ dnas )| <2, (BB, B+ qaa;v)] < 2.

§ 4. Démonstration du théoréme D.

Leywve A. La suite double u, v —> B (ua; v) west wi minorée; ni ma-
Jorée.

Démongtration. Prouvons toub d’abord que, quels gue soient
gy Uy, OB peut trouver deux autres entiers u, v tels gue:

B (ua; v) < B (U5 vy) —1/2.
1) 81 u; <y, on utilise le fait que.
lim, E+(ﬁz ¥y) = EF(uya; v,)—1
ﬁ-—*‘woa
{By<fugal
ainsi gue le fait que Iz suite na est denge dans I, pour conclure.
2) Bl wy>wg, on berit B (uya;0,) = B (v,a;4,). En utilisant

le fait que § - B (8; u,) est continue & gauche et le fait que la suite (na)
est partout dense on obtient un premier entier ¥ > 1, tel que

- (wa,uo)é_E (g s Vg) +1/4.
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On écrit alors:
B (uga; v) = B~ (va; iy}

et on termine comme ci-dessus.
On démontre de facon analogue: pour tout couple dentiers (g, vy)
it exigte u, v, tels que

B (ua; v) > BT (wga, vy) +1/2.

C.Q.F.D

LevMME B. Pour tout A B ef fout > 0:

(1) il existe re N tel que, dans tout intervalle I de T' de longueur supé-
riure & n, il existe deuw points ua (uwe N) tels que

(4.1) Et{ua;ry > 4.

(2) I1 emiste se N tel que, dans fout intervalle I de T de longueur supé-
riewre & n, il ewiste deus poinis uwa (ue N) lels que

Et{ua; s)< —4.

Démonsgtration. Soit 4, un entier assez grand pour que tout inter-
valle de longueur supérieure & 7 recontre deux des points de Lensemble
{0, &, 2a, ..., upa}. Sir et v sont des entiers tels que:

(4.2) ' B (va;r) > A+,

et I un intervalle de longueur supérieure & #, I contient deux deg points
de Vengemble {va, (0-F%)a, ..., (v-+ug) a}. ’ _
8i (w+a)a est un tel point, (4.1) est vérifié avee, v = v+, en effet:

BH{(o+o)a; )~ B (va, #) = B(ve, (v+a)a;7).

La deuxidme partie du lemme g’obtient de fagon analogue. C. Q. F. D.

Achevons la démonstration dn théordéme D. Nous construisons les
intervalles fermés de I': Iﬁ-fa,---:‘in (3 = 0 oun’ 1), tels que:
{1) Pour toute suite finie d’indices 4,, ..., 1,
el

Tgaennay?

I

1y ey

I,

Faenes in,l <

I;

Iy,

o NIy, s,

’

L =a.

Loeeeripe

(2). I, et I, sont disjoints et sont inclus dans P'intervalle donné.
(3) 8i n est impair, il existe un entier #, tel que pour eI
A EERLY
B (1) = m. '
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Si # est pair, il existe un entier 7, tel que pour tout feI,
B (B 1, < — 1. | o

11 est clair que la constrnetion ainsi définie démontre le théoréme D.
Tant qu’a la possibilité de la eonstruction, c’est une conséquence immé-
diate du lemme qui préceéde et du fait que la fonction 8-+ E*(8;r,) est
continue & droite.

§ 5. Démonstration du théoréme B. Si B est un point de T, (5>
désigne le représentant de p dans R vérifiant:

| —t<B <t
Pour tout fe, on a:
{8} -1/2 = {B—1/2>.

Désignons par y et o' les milieux des arcs d’extrémités 0 et na (ne N*),
ce sont les points d’abseisses respectives ({na}+1)/2, {na}/2. Remarquons
que, pour tout feT;

sy S BEDSOL B-1/2) = Byt frh-1p2,
s Be (0,57 [, (A—1/2) = (9> +{p}—1/2-1.

Désignons par & D'ensemble des points de T: {a,2a,..., (n—1)a}.

s . . n
1) 8Bi 4 ¢ 8 (n est impair ou 5= ), on peut dcrire:

A1 .
Z {ai—yp) =0
=1

et on a, d’aprés (5.1)

g? (wi— 4> = (n—1)({y}—1/2) —IT*(0, y'; n—1)

= —F*(y';n—1)
= —3 BV (na; n—~1).

2) 8i ' est le point d’abscisse, Z«a (m pair)

n—1

D ei—y) = —1j2

fum]

eb

2, {ai=1[2> = (n=1)({y} —1/2)+1/2—IT*(0, s n—1)

=1

= —%E“*‘(ﬂna;n—i).



352 : ‘ J. Liepea

§ 6, Application du théordme B. Fin de la démonstranou du théoréme
€ et démonstration du théerdme E. Les résultats restant & prouver sont
tradnction immédiate des trois résultats eonnus suivants, eoncernanf
la suite o,. (Il suffit d’utiliser que, pour toub ueZ,

| B {(n+u) a; n) - BT (ne; n—1)]

est majorée par |ujt1.)

1) Résultat du & A. Ostrowski [9]. La suite ¢, n’est pas
bornde.

2) Résultat du & V. T. Sos [11]. Tl existe des a pour lesquels 1a

guite ¢, est minorée [resp. majorée].

3) Résultat du & Hardy and Littlewood [4] Quelle que
soit 1a snite ¢ qui tend monotonement vers - oo quand » tend vers 4 oo,
alors il existe des a tels que : ’

Lim sup e[ (n)fn = + oo.

N—-00
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Fonections zéta p-adiques des corps de nombres
abeliens réels

par

YVvETIE AMTcE (Paris) et JEAN FRESNEL (Bordeaux)

C. INTRODUCTION

Soit K un corps de nombres algébriques, la fonction zéta du corps
K est définie par:

= dW¥(a)*= H(l.—

ol la somme est étendue & toug les idéaux entiers non nuls de K ot o

le produit est étendu & tous les idéaux prenriers non nuls de K.
Supposons désormads que K soit une extension abélienne réelle finie

du corps @ des nombres rationnels. Soit ¥ l'ensemble des caractéres pri-

mitifs du corps K. A chaque yeX on associe la fonction L (-, y) définie
par: )

s 1) = D amn™ =[] (1= 2(g)q

a

N{g)*)' powr Re(s)>1

pour Re(s)>1

ot le produit est étendu & tous les nombres premiers. On peut alors facto-
riger la fonetion zéta sous la forme:

Z(s, E) =[] L(s, ).
Xex

Soit Z l'anneau des entiers rationnels, ¢ le corps des rationnels, 0, le
corps p-adique élémentaire, Z, son annean de valuation, C, le complété
d’une cléture algébrique de @, muni de sa valeur absolue |- [

Bi y est un caractére primitif de conducteur f, la fonation L p-adigue
Liy{+, z) définie par Kubota et Leopoldt [10] est lapplication continue
de Z, dans Qy,(y) = Qp(x(1), 2(2), ..., x(f)} telle que:

Lp(l—m, z) = (L~ 2(@)p"™ ) L1 —m, 1)



