352 : ‘ J. Liepea

§ 6, Application du théordme B. Fin de la démonstranou du théoréme
€ et démonstration du théerdme E. Les résultats restant & prouver sont
tradnction immédiate des trois résultats eonnus suivants, eoncernanf
la suite o,. (Il suffit d’utiliser que, pour toub ueZ,

| B {(n+u) a; n) - BT (ne; n—1)]

est majorée par |ujt1.)

1) Résultat du & A. Ostrowski [9]. La suite ¢, n’est pas
bornde.

2) Résultat du & V. T. Sos [11]. Tl existe des a pour lesquels 1a

guite ¢, est minorée [resp. majorée].

3) Résultat du & Hardy and Littlewood [4] Quelle que
soit 1a snite ¢ qui tend monotonement vers - oo quand » tend vers 4 oo,
alors il existe des a tels que : ’

Lim sup e[ (n)fn = + oo.

N—-00
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Fonections zéta p-adiques des corps de nombres
abeliens réels

par

YVvETIE AMTcE (Paris) et JEAN FRESNEL (Bordeaux)

C. INTRODUCTION

Soit K un corps de nombres algébriques, la fonction zéta du corps
K est définie par:

= dW¥(a)*= H(l.—

ol la somme est étendue & toug les idéaux entiers non nuls de K ot o

le produit est étendu & tous les idéaux prenriers non nuls de K.
Supposons désormads que K soit une extension abélienne réelle finie

du corps @ des nombres rationnels. Soit ¥ l'ensemble des caractéres pri-

mitifs du corps K. A chaque yeX on associe la fonction L (-, y) définie
par: )

s 1) = D amn™ =[] (1= 2(g)q

a

N{g)*)' powr Re(s)>1

pour Re(s)>1

ot le produit est étendu & tous les nombres premiers. On peut alors facto-
riger la fonetion zéta sous la forme:

Z(s, E) =[] L(s, ).
Xex

Soit Z l'anneau des entiers rationnels, ¢ le corps des rationnels, 0, le
corps p-adique élémentaire, Z, son annean de valuation, C, le complété
d’une cléture algébrique de @, muni de sa valeur absolue |- [

Bi y est un caractére primitif de conducteur f, la fonation L p-adigue
Liy{+, z) définie par Kubota et Leopoldt [10] est lapplication continue
de Z, dans Qy,(y) = Qp(x(1), 2(2), ..., x(f)} telle que:

Lp(l—m, z) = (L~ 2(@)p"™ ) L1 —m, 1)
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pour m entier positif et m = 0 mod (p—1) & p 5 2 (resp. m = 0mod 2
§i p =2), ceci a bien un sens puisque
B™(z)

L(1—my) = — =

ot B™y) est le m-idme nombre de Bernowlli ([4],[11]) relatif au cara-
ctére y, ce nombre est algébrique et appartient an corps @(x).
Pour construire ces fonctions, il existe jugqu’iel trois méthodes [10],

[4], [8]. ‘
Kubota et Leopoldt [10] utilisent le fait que:
. 1 L '
B7(y) = lim— 2 y(aya™  (limite p-adique).
Tﬁwpf =1

Os considérent une forme lindaire continue 3N, sur un certain espace
de fonctions et montrent ensuite que:

1
LyA—% 1) = —— M (a>a).
La seconde méthode [4] revient & examiner la fonehion:

B" (%)
m

(L—m)—» —

définie pour m entier positil ef m =0mod (p—1) sl p #2 (Tesp. m
=0mod 2 sl p == 2) et & montrer en utilisant un théoréme ’interpolation
p-adigue [1] qi’elle se prolonge & £, en une fonction eontinume. On
mentre en fait que le probléme est équivalent & celul de D'existence de
congruences du type Kummer pour les nombres de Bernoulli.

Iwasaws [8] congtrunit ces fonetiong par une méthode différente.
11 les obtient & partir C’un quotient de séries enbidres en T en remplacant
cette indédterminéde par (1L4¢)°—1, ¢ étant un entier déterminé par le
caractére y. Cette définition Iui permet de metire en évidence une relation
entre les fonctions I p-adiques et la p-composante du groupe des classes
d'idéaux de la Z,-extension fondamentale an-dessuy du corps K.

L'objet de ce travail est de dopner une construction des fonetions
L, qui rappelle Panalogie avee les fonetions L définies par:

Lis, 1) = ) xlmn™.
a1
Ilidée de départ est la suivanfe. On a

L(s, ¢} = Z'Z(W)n‘s pour Re(s) > 1,
n=1
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d’autre part on sait que

Bm(x)
i1

L{i—m, y) = — pour m entier positif.

Pour Ia méme définition de m on congidére la série de Taylor suivante:

X
%

(1) | Hi{m, X) = > y(mjn"
n=1

cette série est une fraction rationnelle e X gui peur y 54 £ n'a pas de
pble en 1. On moentre méme que

Hr(m, 1) = — %

= L(1—m, y).

On pent done &tre tenté de considérer la fonction m — HE(m, 1) pour m
entier positif et m = 0mod (p—1) si p #* 2. On sait tout d’abord que
8i pfn la fonetion m —» «™ définie pour m entier positif ot m = 0 mod(p —1)
se prolonge de facon unigue en une fonction continue sur Z,. Par guite
la gérie

oo In
(1) Hm, X) = D) gl —
. ) n=1
PR
définie pour m = 0 mod (p —1) et |X| <1 se prolonge & Z,. 11 resterait
done & démontrer que pour tout me Z, Ia fonction X +— Hi(m, X) se
prolonge analytiquement au point 1 et notant par Hi(m, 1) ce prclon-
gement il suffirait finalement de vérifier que la fonetion m > Hi(m, 1)
est continue sur Z,. Sachant de plus que

Bm
H*(m, 1} = ———W;E—?-Q pour w entier positif
il est alors aizé de :vérifier que
— _Bm.{ )
Hym, 1) = — (1= @)™

On pourrzit alors conclure que
L_'p(l — 1, Z) = Hﬁ(m: 1)

Malheureusement le probléme .est un peu plus difficile parce que
la série X > Hi(m, X) n’est pas prolongeable analytiquement au point
1, lorsque le condumcteur du caractere y est p (ou lorsqie x =-g). Clest
pourguoi nous sommes obligés d'introduire une séris wn peu plus compli-

ponr tout me Z,.
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guée. Soit f = f(x) le conducteur du caractére y, soit ¢ un entier tel que
(¢, pf) =1 et x(e) # 1. On pose alors

2,) Hi(m, X) = (L— y(e) ™) (HF (m, X) — x(c) "HE (m, X%)

(bien entendu dans le cas olt y = ¢ cette série n'est pas définie pour m = @).
On peut tout d’abord remarquer que pour m entier positif, K(m, X)

est une fraction rationnelle en X sang pole en 1 et que (proposition 5)

Fly

H(m, 1) = -

—(t—y(p)p™)

Pour montrer que X > Ki{m,X) est prolongeable analytiquement au
point 1 on procéde en plusieurs étapes. Bi £ est une racine primifive
¢-iéme de 'unité on a (lemme 1)

—1

2 Hj(im, & X

=1

K%(m, X)

On. egt alors ramené 4 prolonger Hg (m, X) au pomt 5" powr 1L i<e—1.
On déecompose ensuite H%(m, X) en somme de séries plus mmples Soit
tonjours f = f(y) le conducteur du caractére y, v(x) sa somme de Gauss,
Z,; une racine primitive f-idme de Punité, on a '

¥
(%) -
= : N2,
=T ZM #@]

X) se décompose sous la forme

Aingi la série Hl{m,

X T(x m @ Yy .
Hym, ) = 2 Z (a) (;_; (Z5X)"
’ ain
$i ’on pose . .
SR ¢
w37 = Sr
poo

on voit qu'il suffit de prolonger X — U, (m,
faire on montre que (proposition 1) U, (m,
do Laurent sous la forme

X) au point Z¢£5 Pour ce
X) est développable en gérie

Uyim, X) = 3 Ay (m)(L—X)™  avec |4, (m)| - 0.
a1 .

Cette série converge done pour {1—X|> 1. D’autre part étant donné

le choix de ¢ on & [L—2}¢'| '= 1, par suite 1 série X > U, (m, X) est ana-
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lytiquement prolongeable au point ZF&* et si U, (m, Z4£) désigne ce pro-
Iongement on g
U, (m, Z5E) = D i (m)(1—Z2 )"
n=1
On montre de plus (proposition 2) que m /ln(wi) est me fonction conti-
nue sur Z, (méme analytique) et que la suite (2,(-)), converge uniformé-
ment vers 0. Cela suffit done pour conclure de montrer que X > K (m, X)
est analytiquement prolongeable en 1 (proposition 3) et que si E%(m, 1)
désigne ce prolongement Ia fonetion m — K%(m, 1) est analytique (pro-

position 4) sur Z; (et méme sur un disque de rayon plus grand que 1)
et que (théorémes 3 et 4)

L,(1—m, y) = K&(m,1).

Pour démontrer que ces différentes fonetions sont prolongeables
analytiquement nous utilisons un critére de prolongeabilité gui permet
de caractériser, par des propriétés de la suite des - coefficients, les séries
qui sont série de Taylor & lorigine de fonections sommes de certaines
séries de Laurent. Le § 3 est consacré & Ia démonstration de ces résultats
et d’autres plus généranx.

L’expression obtenue pour les fonctions T, nous pelmet de démontrer
dans Ie § 2 un analogue p-adique de Ia formule des résidus pour le nombre
de clagses d’idéanx d’un corps de nombres abélien réel (théoréme 6).
Cette formule, d’nne part, généralise des résultats connus {27, [13], [14]
en ce sens qu’elle transforme des congruences modulo p en des égalités
de nombres p-adiques [5] ef d’antre part permet des caleuls explicites
de nombres de clastes d’idéaux [3].

L. CONSTRUCITION DES FONCIIONS Ly (-, x)

Aingi que nous Davons exposé dans Uintrodunetion nous définirons
la fonction (m, X) = U,(m, X) par

Xﬂ
Uy(m, X) = N —
T
n=1
pin
pour [X|, <1 et pour m =0med (p—1) sl p 52 (resp. m = 0 mod 2
81 p = 2). Désormais la locution précédente sera abrégée par m =0
mod (p —1) (resp. m = 0 mod 2), I’infroduction d’un caractére 6@, défini

sur Z,, permet d’écrire
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e
" _(ﬂpm))

pour m = 0 mod (p—1) (resp. m = 0 mod 2). D’autre part Ia fonction

m
" I—)(—B—%—_) se prolonge en une fonetion analytigue définie sur un disque
&0

D, contenant Z, (§ 1.2). Notant toujours par U,(-,

par
< R
U, (m, X) z;( Bp(m) —

pin

-} 1a fonetion définie

pour me Dy et |X|, < 1, on montre dang un gecond temps (proposition 1)
que Ta fonction X — U, (m, X) est développable en série de Laurent sous
I forme:

Uy m, X) = ' L(m)(1—X)™%  pour [1—X|,>1
s

et que finalement pour | X —1j,
que sur D, (proposition 2).

On définit alors snecessivement les fonetions Hj et KX de la fagon
suivante:

1 Ia fonction m — U,{m, X) est analyti-

zm, T(’”Zx(a)v (m, Z3%),

a@=1

ot f(y) =f est le conducteur du caractére i, &y une racine primitive
J-idme de I'unité et v(x) la somme de Gauss associée & y et Z,. De plug
¢ étant un entier satisfaisant certaines conditions, on pose

150m, 2) = (170 5] ) 5w D— 00 (55 E3tm 1)

»

On démontre que pour me D, la fonction X s K (m, X) egt analytigue
(proposition 3) {¢’est-h-dire développable en somme de séries de Laurent).
On montre ensuite que

Bm
Kgom, 1) = — (1~ o)) 2
pour m >0 et m = 0 mod (p—1) (Tesp. m = 0 mod 2). Il en résulte que

Ly (1 —m, x) = EX(m,1).
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1.I. Un théoréme de prolongement analytique. Pour prolonger ana-
Iytiquement les fonetions K%(m, X&) au point X =1 nous utilisons les
régultats ci-dessous.

TERoREME L. Pour que la série formelle a, X* s0it la série de Taylor

=20
& Porigine de la somme dune série de Lauvent

‘ A
10 =

k=1

(A = 0)

convergente pour |1 —X|, = 1 4l faut et il suffit que la fonclion n — a, soit
prolongeable en une fonclion conlinue sur Z,. 8%l en ost ainsi on a de plus
Ifl = Bup |f@)l, = Sﬂpm = Sup la,l,.
fz=0

=11

Les suwiles a, et %, sont Vides par

(3) a, = sz(nTE 1)_

=l
8i 9+ a(w) désigne le prolongement continu de n +— a,, on &

. E
) B = 3 a(=i (=1 (i=1)-

On voit gue ce résultat permet non seulement de caractériser les
géries de Taylor & l’origine des sommes de séries de Laurent & l'aide de
la fonction coefficient # —-a,, mais ausei de caleunler explicitement les
coefficients de la série de Laurent. De plus, sl la fonction coefficient ()
o un module de continnité suffizssarnment bon, on en déduit des propriétés
de déeroizsance de la suite |4,|. Plus précisément, nous utiliserons pour
les fonctions I, le théoréme 2 ci-dessous, qui est 1énoncé dans un eas
particulier du théordme 2 bis. Le corollaire du théordme 1 (§ 3) est aussi
un exemple de ce type de résultats.

TaEoREME 2. Soit a une fonction confinue sur Z, & valeurs dans Z
Suppo-sons quil ewisle un entier w tel que pour fout eﬂmer t positif et tous
x ety dans Z, on aif

! -

Iw J];n |p|p Ia’(ﬁ)“a(@/”x‘ g Pp

Les coefficients. 4; de la série d’interpelation de a sur les entiers
négatifs définis par les relations (3) et (4) satisfont &
Valp < pfp  pour k> p't

Les démonstrations des théordmes 1 et 2 bis seront données at § 3.
Nous allons maintenant leg appliquer & la construction des fonetions L.
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1.2, Rappels sur le caractére 6,. Introduisons d'abord un caractére
6, qui nons permetira de prolonger la fonction m — a™ définie pour
m == 0 mod (p —1) (resp. m == 0 mod 2) et p+n, en une fonction analytique
de type exponentiel définie sur wn disque de rayon supérieur & 1.

Soit p un nombre premier, p 5= 2, nous noterons #, Iapplication
de Z, dans Z définie par

0 (@) =lim a?"
00

(limite p-adique)

ou ce qui est équivalent par
Op(a)’ = O,(a} et fy(a) =amodpZ,.

Pour p = 2 nous poserons

0 si ac2Z,
Gg(a):{ 1 s a=1mod4Z,,
—~1 s = —1mod 4Z,.

Soit # un entier rationnel, nous conviendrons de notier 6 Papplication
définia par ‘
by (@) # 0,
By(a) == Q.

(@) | s

0 sl

En particulier nous noterons s, = 03, c’est-a-dire que
1 si adpZ

& (a) =l . P

¢ si o aepZ,.

' : 1{ =

Siwe Z,—pZ,, le nombre E_( TR Ml) est dans Z,, celte remarque
. o .

nous condwit a définir Vapplication ¥, de Z, dans Z, de la facon mui-

vante:

sip #£2
S 1Y ELE R
— - our o
V(@) = [19 Bp(m)_ o P i
: 0 - pouwr  zepdy;
sip =2 ' ' ‘ :
' 1( 2 1) 2Z
— = ~pour  m¢
Y, (n) = [_4 0, (x) P -,¢ 23
0 , pour we2Z,.

Soit dans le corps C,,

Dy ={ae G| ol < [pf@ 07" si p 2
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respectivement

D, ={zeC,

lol, < 1215 si p =2.

Alors pour ne Z, la série

o

(5) )+ 3¢ (7] Phn) s p ~2
k=1

respectivement

(5") e;,(n)+§22k(’;:)@f;f(ﬂ) s op =2

converge uniformément en m sur tout sous-disque circonférencié de D). .
Les séries (5), (5') considérées cornme fonction de (m,m) définies sur
Z,x D, seront notdes

n m
{n, m) H( Gp(n)) .

On voit en particulier que si # est un entier tel que pin, la fonetion

mn—>( g n)) constitue un prolongement analytique & D, de la fonction
n ' '

m > #n™ définie pour sm entier positif et m == 0 mod (p—1) (resp. m =0
mod 2).

m
Pour tout ne Z, 1a fonction m — ( ) est bornée sur D,, et plus

O (m) ‘
précisément satisfait aux majorations suivantes: pour tout ne Z,—pZ,
et pour tout meD; on a

8 i )m
© ( B, (1)

et
” m
(ﬂp(n)) -1

(67)

1.3. La fonction U, Considérons pour meD;, la série entitre
RS Ok
L\ ()] n p(ny] m "

r =1
Btn
5 m 1 i
-—~) —| <1, done cette série converge, pour
bp(m)] 7y - .

| X 1p< 1 et a une somme bornée par 1. Remarquons que, pour p = 2,

B

<ol .
»

On a pour n = 1,
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si m est wn entier et m = 0 mod (p—1), on a

hnd 9% e X’ﬂ- i X!’b
;(ep(n)) P R

n=1
DR

respectivement 51 m =0 mod 2 on a

St 5-3%
Lmd 0, () 7 L 7

24m
DiprnrrIoN. Pour wme Dy et | X[, <L nous posons

= n \® X" = n \MI"
Up(’m,X) =Z(0 (%)) Tmé’(a‘p(%)) T

nin
Soit D ={XcCp| 11— X, > 1}, alors on a la
PROPOSITION 1. Pour iout me Dy, Ila fonction X — U,(m, X) est
prolongeable em une fonction analylique sur D,. Elle se développe en série
de Taurent sous {a forme

oo

= D h(m)(1—X)*F

fo=1

*2( (wl)( e:(»;))m%'

En effet, Papplication de Z, dans C, définie par %1—);( e )

(N Up(m, X}

(8) A (m) =

est continue. En appliquant le théoréme 1 & la série de Taylor
kit n \™ X
; ( 0, (n)) n
on en déduit qu'il existe une suite de scalaives {i,(m)) tels gque A,(m)—+0

et que sur I, U,(m, X) soit somme de la série uniformément conver-
gente : :

U,(m, X) = D kyfm)(1— X)~*

k=1

En utilisant ce méme théordme on a la relation

k . \m
2 (m) = —2:(—1)1.""1 (:;G:ll)(gz(i)) %

i=1

Nous noterons encore (fm,, e T (m, X) le prolongement & 1)1>»<D2
de la fonetionU,. :
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PROPOSITION 2. Pour tout X ¢ Dy, la fonction m — U,(m, X) est analy-
tique bornde sur Dy, Plus précisément on o .

sup [Uy(my, X)|, = 1.

(m, XjeDy % Dy

Nous avons montré & la proposition 1 que pour tout me D, et tout
XeD,

o

= 3 (my(L —X)"

AﬂJ

eb nous savons par le théoréme 2 que les scalaires 2,(m) sont les coefl-
figients d’interpolation sur la suite des entiers strictemnent négatifs de

la, Tonction continue _
1 L " m .
—_f — z 2
an(@ﬂ(n)) +yp() " S or7

regpectivement -
1 %

= + 225‘( ) 1 sl = 2.

% - ( 62(%)) 25 (1) Z FXS (wz, s p =2

1 ]
Développons - o (1) et ;«;‘I’;(ﬂ) en séries d'interpolation gur la suite

-1 S o {n+r—1
.EEIJ(%) :20"1'( Pl )7

=1

des entiers négatifs:

oG

— n+r—1 .
_IIIJ (9’& -—Za ( 1 ), J

r=1

W

1,

on en déduit gue

A (o) =2Ja;}'cpj(?:') i op A2,
i=0
respectivement

hlm) = Y a2¥ (’;‘) s p=2.

=0

1 1
De plus les fonctions e (n) et - !P;, (n) satisfont anx hypothéses du

théoréme 2 avec u — 15l » # 2 (resp. 4 =2 sip = 2), donc pour-ke> prt
Sip#2 (resp. 522" 51 p =2), on a |afl, < |pl} pour j=0. On en
déduit qgue pour k= 9™ sip #£ 2 (resp. k=2 gip =2)on a

1A ()l < |25

3 — Acta Arithmetica X¥.4.
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La série de terme général ik(m)(l—-X)"’ﬂ converge donc uniformément

gur D x D,.
%

t,(n)

'i in
done pour k= 1, A;(m) qui est combinaison lindaire de valeurs (9_(1)) ,
r

m
Enfin, pour ne Z,, Ia fonetion m > ( ) est analytigue sur Dy,

1 <<k, est elle-méme analytigue sur D;. D'autre part pour tout me D,

w \"
ool

il

sup ()], = sup
k nzl

d’ol la proposition.

1.4. Les fonetions H} et HZ.

CoNVENTION. Introduisons fout d’abord wume conwvenlion & deriture
pour leg sommes ol intervient un caractére, Soit y un caractére primitif

pair de conducteur f = f(x), %, une racine primitive f-idéme de 1. Rappe-
lons que ’on définit la somme de Gauss 7{x) asgociée &4 y et Z; par

t
() = D) (@) 25
a=1
Remarquons que t{y) dépend du choix de Z;, bien qu’on le note z(y)
pour alléger Iss notations.

Soit ¢ une fonction définie sur les entiers premiers & f & valeur dans
un corps contenant @(y(1}, x(2); ..., x( f)), on donne par convention un
sens & lexpression y{a)p(s) si (a,f} 1. On .pose x(a)p(a) =0, ceci
revient, lorsque p(@) n'est pas définie, & prolonger ¢ de fagon arbitraire
gur tous les entiers. Cebtte convention étant donnée nous avons deux
relations clagsiques qui interviennent couramment. Soit d un entier tel
que (d, f} =1 et ¢ une fonction & valeur dans un corps contenant

Q(X(l)a 2(2)y -y X(f))a de période f, alors

' !
(9) Malaplad) = x(d) Y 7la)pla)
a~=1 a=1
ofl y désigne le caractére défini par
zla) =0 s yla) =0,
2@yxla) =1 si ygla) #0.

Supposonsg de plus que ¢ soit de période fy, ol Jf; divise f et fy #f, -

alors

. . 7
(10) ' D ala)p(a) =0.

a=1
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Pour tout meD; et Xe O tel que 1 -Z3X[, =1 pour I<a<<f et
(@, f} = 1, la fonction H est ainsi définie

¥
rx Ty L T(%) = o
(11) Hi{m, X) ) ai x2(a) Uy(m, Z7X),
(@.f=1
en particulier si |X|, <1 on 2
' = n \™X®
9) Hi(m, X) = — ) =
12) som, ) = >t () 5

=1

8i de plus m est un. entier aves m = 0 mod (p —1) (resp. m = 0 mod 2)
on a

hiod Xﬂ
Hiim, X) = Z x(%)nm—;;.
n=1
i
On voif, immeédiatement en utilisant la proposition 1 que si f n’est pas
une puissance de p, X + Hi(m, X) est analytiquement prolongeable au
point 1. En revanehe si f(y) = p® Ia proposition 1 ne nons permet pas
de conelure, on pourrait mé&me montrer que pour f(y) = p, X > Hi{m, )
n’est pas analytiguement prolongeable au point 1. Aussinous introdaizons
la fonction un peu plus complignée A . '
Soit ¢ un entier astreint aux conditions suivantes:

0<e<p(x), (opflx) =1 et z(e) =1 (sig#e)

Pour tout me Dy 81 y 5= ¢ (resp. pour tout me D, ef m 0 51 ¥y = ¢) on
pose '
(13)  K¥(m, X)

=(l—x(0)(

my —1 e

HE — u? X%
ep(a)) ) ( s ) “G)( Bp(a)) 0 ))
Etudions maintenant Uanalycité en m et en X de la fonetion KZ.

Levvm 1. 8oit & une racine primilive c-iéme de Vunitd, alors pour
meD, e | X],<<1 on a
c—1 .

K3 (m, X) = — Y Hi(m, £X).

=1

c—1
1 suffit d’appliquer les relations ,(¢) =1, 3 £" = —1 si ¢fm ot
c—1 i=1 .
> =01 § eln.
i=) ’

Soit Dy le domaine suivant de C,:

Dy ={XeC} 1~ERX|, 21, 1<i<e~1, (af) = 1}.
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PROPOSITION 3. Pour toul m e Dy, la fonction

XP-—B*(].—*Z(C)( )m)Kf,(fm, X)

e
0,(¢)
est prolongeable en un dément analytique.sur Dy. Blle se développe en somme
de séries de Laurent sous la forme

ny (120 5) | om0 = (T(”’sz(avtm,szm

(u,f) =1

La décomposition ci-dessus utilise la définition méme de K7, H7 et
le lemme 1. D’autre part nous savons d’aprés la proposition 1 que
U,(m, &2 X) se développe en série de Laurent sous la forme

o<
= M h(m) (1 - FZFX)
=1
_PrOPOSITION 4. Quol que soit X e Dy, la fonction

s (1= 295 ) ) 3o, 0

st malyt@qus bornée sur D,

En effet d’aprés la proposition 1 st |L— ,f%Z“X |, =1 Ia fonctlon
m i Up(m, EZ7X) est analytique et bornée sur Dy, Il suffit alors de
-considérer la décomposition de la proposition 3.

Relation entre K% et L,(-, z). Nous allons maintenant caleuler
K%(m, 1) lorsque m est un entier posmf m = 0mod (p—1) {resp. m =0
mod 2) et finalement prouver que KZ(m, 1) = L,(m, x).

PROPOSITION 5. Soit K% la fonclion définie selon (13)
caractére y. Alors guel que soit Dentier m positif tel que m = 0 mod {p —1)
{resp. m = 01mod 2) on o la relulion

Bm)

U, (m, E75X)

€
0p(c)

Ei(my 1) = —— z(p)p™ }wq;iﬂ

?

ot B™(y) est le m-iéme nombre de Bernoulli associé aw caraclére y.
1 s’agit done de démontrer que

{8 (m, X)— y{o) e HE(my X)}xoy = —(L— () ™)
On samﬁ (4], [11} que les nombres de Bernoulh B (xep) satlsfont
la relation de réeutrence

Bm(xszﬁ
-—-———m )

df’

an DM sy - mmzx

f=(

& partir du
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et d un entier positif. Posons
Bi(zep) = (L — z(0)d) B'(ze,),
on déduit facilement de (15) la relation '

(16) i‘ ('n'b-i—l) B (ye,) (ef JH

i=0

ot f* = ppem (f, p)

ef’
= (1) yygj, NP (n- 1)y

l 1

Zx o

Considérons les séries

yx L1
1'-!.

pir

Bi ¢=0mod (p—1) (resp. ¢ =0mod 2) on a
:(&) = Hj(i, X)

pour iz 0.

et
(17) 9:(X) — 7 ()¢ g X°) = HA(i, X

Caleulons maintenant Pexpregsion

— z(e) " HE(4, X°).

5} (“fl) (ef V3 {g,(X) — 1 (e) gy (X°))

i=0

On a d’une part, pour d entier popitif

2( T aary-tigx)

1=0

w1
= (%-l_l)(xdf —1) G (X) — e Z sep (P AT

En éerivant ces relations successivement pour d =0 et d =1 on
obtient :

e

s ("7 oo ® -

t=0

()¢ 33}
1 ' . :
= (0D (7 =) (D)= 200" 52—

n+1 v N n+1) g (e) gt L
_FZ 28 ()7 X”-}—(—“)gcf—)— y KEp (F)r KT,
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Nous avons

g () — gle)eg (X

}_jxmr—x(c Zx X,

P*ff' Pf‘t“

Uette expression est une fraction rationnelle sans péle en 1. IYautre part

si D désigne Popératenr X ,on a

ax
Feen (X)) — 7061, (X°) = Dy (X) — x(0)eg (X))
par suite g;,,(X)—g(e)¢* g;1 (X)) est une fraction rafionnelle sans

pble en 1, pour tout @ €.
Posons maintenant

- (19) B = (i (X) — 1) €4 (X)) w15
il régulte de la relafsion {18}, en posant X = 1, que

DT g = oa+1)2xsp(o EETARIPRPLS
=0 r=\
Aussi — f,; satisfait la méme relation de réecurrence (16) que Bi{ye,) eb
eomme

JBG = B(l}(xsﬂ) =0
on a .
(20) B = —Bil(ge,) = —(1—x(0)e") B'(zs,) pouwr iz0.

81 Pon remarque que pour m = 0 mod (p—1) (regp. m = 0mod 2) la
fraction rationnelle X > (g,,(X) — x (¢} ¢™) g, (X%} n'est autre que la fonetion
analytique X — (1L — y(e)e™) KZ(m, X}, en utilisant (17), (19) et (20) on
en déduifi la proposition.

Rappelons Ja définition des domaines D,

1

— 1
Dy={we Cpl lml,<Ipl5* } si p#2
Dy ={we C,) |u|, s op =2,

THROREME 3. Soit y un coraciére primitif non trivial et K la fonction
agsaciée & y selon (13). Alors pour foul me I

Lp(l__m: Z) = K{o('m’; 1)

Cest une foncﬁon'analytigm sur Dy,

Nous savons que m (

e \™ '
7 (0)) . est analytique, bornée sur D, d’aprés
r
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(6), {6) et que pour me Dy

1

° V1 < T
619(0) [p 23 D H
done
~1“X(@)( ‘ ) = [1~y(e)l, quel que soit meD,.
A0} p
my —1
La fonction m (1— x(c)( 5 (20)) ) est analytique bornée sur D,. Cecl
P

joint & la proposition 4 montre que m > KZ%(m, 1) est analytique hornée
sur D,. Or d’aprés la propesition 5, pour m positif et m = 0 mod (p—1)
(resp. m = 0 mod 2) elle coincide avec L,(1—m, g), d’ott le théoréme.
THEOREME 4. Soit & le caractére trivial et I, la fonction associée & &
selon (13). Alors pour lout me Dy 6l m 350
L,(1—m,s) = Z,(1—m, Q) = H;(m, L).
La fonction Z (-, Q) est méromorphe sur Dy, elle a un unique pole en 1,

il est simple de mszdu (p—1)/p, enfin (s—1)Z,(s,Q) est analytique bornée
sur I,

w
On vérifie facilement que (G_G(—J) = 1-4-mg(m) olt g est une fonction
il .

analytique sur I); telle que

<1
27 .

lo(mly = ;1— X

Done m — m (1 —( ) _ ) est analytique et bornée sur D, et m > Kj{m, 1)

4
0,(¢)
y est méromorphe avec I'unigue pdle m = 0. Pour calculer son résidu
on a :
| (L—xp

1-Xx7

1—x°
Ta Xy

1
HE (0, X)— 15 (0, X°) = _;mg{ }, X, < 1.

12Xy 1 X%
1—-Xr (1L-XP }
o log désigne le prolongement fonctionnel (cf. § 2.3) dn logarithme,
est un élément analytique gur Dy, et par snite de I'unicité du prolongement
analytique on a done

11 est alors facile de vérifier gue la fonction X »—>10g{

. i '
lim (H3(0, X)— Hg(0, X°)) = —log(¢*).
X1 P
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é i3
-(55)
0,(e
m—0 — . Bp 0) p— 1
@0t le résidu (p—1)/p. Bufin d’aprés Ia proposition 5, les fonctiony
coincident sur une infinité de valeurs de s, d’ol le théoréme.

Dauntre part

log(cP™h,

2. FORMULE ANALYTIQUE p-ADIQUE
POUR LE NOMBRE DE CLASSES D'IDEAUX

2.1. Définition de IL,(y). Comme précédemment, y est un caractére
primitif pair, f(y) son conducteur, Z, nne racine primitive f(y)-iéme de
1 et z(y) la somme de Gauss associée & y et Z;. Rappelons la définition
de L,(y) (Leopoldt [127):

(a) Cas oll f(y) n'est pas une puissance de p. On ‘pose alorg

#{x)

L(z) = ——2 (@)log(1—29).

En effet, dans ce cas, 1 —Z} est une unité p-adique lorsque (a, f(x)) =1,
done log(l—Z7) est défini (cf. 2.3).
(b) Cas o f{y) = p. On pose

g e 25

=p% e> 1. On pose

F(x)
T 1 1— Z“
01 8 g7

L;u (X) =

(¢} Cas ol f(y)

Ly (g) =
" T b 4
2.2, Démonstration de la relation (21).

THEOREME 5. Quels que soient le caractére primitif y + ¢ et le nombre
premier p, on o

@y La,(lfx)=(l m)) )

Preuve. (a) Cas oi f() n’est pasg une pulsmnoe de P.
Supposons @’abord que pif, alors daprés (9)

Zx(a )log(1— Zf Eica)log(l —Z3),

a==1 a=1
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done

22) (1mi(£))1;p _ t(x Z ()_ {(1 g) }

Siplf, alors y{p) = 0 et daprés (10)

7
D ala)log(1—Z7) =0

d’ot encore la relation (22).
(b) Cas oh f(x) =, alors

%(p)

(23) (1_T)L () =Lyl = ——E %

, L ja—gp
_ log s ——2_ L,
Foy 71 24 |y

(c) Cas ou f{y) = p% &> 1, alors
[-2)ca-

on retrouve la relation (22),
D’autre part d’aprés le théoréme 3, on a

{24) L) = (1 95(0))‘1&{1111 (HZ(0, X)— y(e) HE(0, X9)).

Explicitons 1’élément analytique X w» HZ{0, X)— y{c)HZ(0, X°). Nous
aAvons

=Xy :
U,(0, X) = ——1 _xe Pour X, <1
1l s’ensuit que
B (0, X)— y(e) HZ(0, X”)
R0 @—zZExP (1—2¢ X9\
TP T s (“>(l°gT_zWﬁ" e T e

en utilisant la relation (9), ceci g'éerit
HE(0, X)— y(c) HZ(0, X°) . _
1 %(y) (L—ZEXy 1—Z®IP)
T Z tloytog | Lo T,
T f (L—2Z; X7 1-2;*X

I est facile de démontrer que si log désigne e prolongement fonctionnel
du logarithime, la fonetion

(1— 7% X°)P
G-z X7

— 798 XP }

X-»»Iog{ . ].—Z}‘WX""”
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est un &ément analytigne sur Dy, Nous sommes done ramenés & chercher
1a limite de cetfe fonction lorsque X tend vers 1.
Bif=sp et si{mfl=1
(1—ZFXyP 1-72X7 ) {(1-2;”)1”_ i—z;ﬂ}
{ Gzixy 1—zeixe|” la—zy 11—z

lim log

X—1
or

1L—Z%p 1z 1--2Z8 1-—Zg™
gl G2 =27 }slog fo oL
(A—Z3P 1—ZP (1—25) (1 —2Z%)

En atilisant toujours la, relation (8) on 2
! .
1 z(y) - (1—Z7°) 1—2}”’}
T2 Ho8| e 12
1 () 1z
- E(:L_ 2(0) g 2 y 2l@log = R

ce qui avec (24) et (22) montre la relation (21).
S8i f=»ebsila,p) =1
{(1—2;%@“)2’ _ 1—Xﬂ} 1 {(1»2;‘;”)1’ .i}
(l—zXpP 1-X%

lim log
X1

_ pan\p
i]gg{_—_—(l Z ) i}

—Ogmc

or

(I—Z5Y ¢
__ zacyn—-1 1_za n—1 1
-1 log s log{( z) }——log c.
p—1 —p — P
En uvtilisant toujours (9) on a
1 7(y - 1—Z55% 1
15y (a)log{( 2y ,_}
v 1) & (1—Z57 ¢
_ _.pe -1
~ l1te r(z)y 1 1g(1 p)‘

f()

Ceci joint & (23) et (24) montre Is relation (21).

—P

2.3. La formule analytique. Nous sommes maintenant en mesure
de démontrer une expression analytique p-adigque du nombre des classes
Q'idéavnx L’un corps de nombres abélien réel.

Précisons tout d’abord quelques points relatifs au “régulateur p
-adique” qui intervient dans. cette. expression.
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Soit » le degré sur @ du corps abélien réel K, 4 la cldture intégrale
de Z dans IL ef oy, ..., m, une bage du Z-module 4. Soit U le groupe
des unités de A: on sait que U7 est le produit direct du groupe {1, —1}
et d'un groupe libre de rang r = n—1; soit e, ..., ¢,., une base de ce
groupe. 8i ¢ = Gal(K [Q) nous noterons ¢,, oy, ..., 6,_, les éléments de &
ol o, est I'élément neutre. Enfin ||, désigne la valeur absolne du ecrpg
€ des nomhres complexes et log, la fonction logarithme définie sur les
réels positifs. ‘

Etant donné un hemomorphisme f de K dans € on sait que le ré-
gulatem

= | det (logmlfua o) (A€ig<n—1,1<k<n—1)
ot le discriminant
d = det?(foo;{w)) (<im0 f<n—1)
sont indépendants des choix de f, {w;), (g;), {6z). Par contre, la quantité

det (log | foo;{e)l)
det(fooy(w;))

Agi<a—L1<kgn—1,1<ig<n0gLli<n—1)

A«oo((wf)s {o5); (3:;)} =

est un reel indépendant de f mais dont le signe dépend des choix de (w,), '
(ex); (o).
Lia guantité |
(@0, (), (6| = Becd ™"

o8t un invariant du corps E, qui figure dans la formule des résidus pour

le nombre des clagses d’idéaux.
Les analogues p-adiques du régulateur et de @~ ne sont pas détinis
de maniére indépendante des bases, mais le sont seulement an signe prés

" (pour les valeurs réelles on a choisi Ia valenr positive, ce quin’a pas d’équi-

valent ici). Cependant leuwr produit, qui intervient dans la formule p-adique
des résidus est un invariant p-adique de & défini de la fagon suivante.

Soit €, un complété une cléture algébrique de @, et U, sa circon-
férence unité, U, = {we C,| ||, = 1}. Le logarithme p-adique

1 i
log,(z) = Z (—1)"'—  pour |w-—-1,<1,
Azl "
et prolongé & U, par la relation fonctionnelle [8]. 8i @e U, il existe une
et ine seule racine de unité £ dont ordre est premier & p et telle que
w— &|, < 1, le logarithme est alors défini par

log, © = logj,g.
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Soit g un homomorphisme de K dans €. Btant donnds (w,), (o)
et (e} la quantité p-adique

det(logp(gow(eﬁ))) l<i<n—L1<k<n—L0<l<n—1,1<i<n)

det (goay{emy))
est indépendante du choix de I'homomorphisme g. Nous la notercns
A (e, (o) (ﬂek))u Parmi les bages (w;) et (¢;) et les permutations de @,
choisissons celles pour lesquelles

Af{es), (o) (ex)) > 0.

Pour de tels choix la quantité 4,((w;), (o), (6,)) ne dépend plus que de
K et nous noterons
(25) Ap((wi)s (Uj)a (Gk)) = de—llz_

La quantité ainsi définie est un invariant p-adique du
corps K. Il faut remarquer que seule la notation globale “R,dNe
g wn sens, chacune des quantités p-adiques K, et ™' nétant définie
que par son carré (qui est un invariant de K):

@ = det?{gos(w,))

A<ign 0<Ii<n-1)
et

R = dett(log,gom(ey)) (<k<n—1,1<l<n—1).

11 est neanmoins habituel d’appeler Pune des racines carrées de R}
“le” régulatenr p-adique. '

Cest la quantité (B,d™ %) ainsi définie qui intervient dans Ia rela-
tion
(26) 2" (R d ™) = [ [T, (%)

XS

démontrée par Leopoldt [12], ainsi gue dans Ie

THEORBEME 6. Seit K un corps de mombres abdlien réel, n son degré,
I som nombre de classes didéoun, (R,d 7 la quantité définie selon (25).
Soit Z,(-, K) la fonction zéta p-adique de K, alors

2 (Rya™ ) — [ (—N(p)7)  iim (s —1)Z, (s, K).
plo 51

Preuve. On mait ([4], [10]) que par définition
Zy(, K) = [ [0 %)
zexX

oli X désigne D'ensemble des caractéres primitifs de K. Ainsi d’aprés le
théoréme 4 noos avons

. : 1
]:E}(S"‘l)zp(s? K) = (1 '—'I_j)nr’p(lr %)

KFE
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e}
-3
o

Diautre part d’aprég les théorémes 4 of 5 nous avony

(s ~1)Z,(s, K) = [ Jli— @)™ [] Lo(w)-

-1 weX Yt

En utilisant Ia relation (26) et la relation clagsigue

JTa—xwe) =] fi1-Nw™

xeX Pl
on en déduit le théordéme.

3. UN THEOREME DE PROLONGEMENT ANALYTIQUE

Wous désignerons par A un corps valué complet algébriquement
cloy, de caractéristique 0, M lidéal de valuation, p la caractéristique
résiduelle, et {-] sa valeur absolue.

HEtant donnée une série formelle convergente

ALY = D a, I E[[X]],
n=0

nous allons chercher & prolonger §a Somme en un élément analytique
dans un domaine contenant strictement son disque de convergence.

Nous nous Hmiterons au cag ol le disque de convergence est Wit et
olt Ia somme y est bornde: on sait en effet [97 qunne fonetion analytique
dont la série de Taylor en un point a un disgue de convergence circonté-
rencié n’est pas prolongeable hors de ce dizque, et qu'une fonction prolon-
geable est bornée sur le disque (non circonférencié) de convergence de
sa série de Taylor, on ge raméne enfin i 9N par homothétie.

Aun § 1 nous avons applqué le critére obtenw au prolongement au
point 1 de fonctions analytigues borndes dans M.

Soit 4 une partie de K : un élément analytigue sur A est une fonetion,
définie sur 4 et qui y est limite uniforme d*une snite de fractions ration-
nelles sans pole dans A.

@ . .
Soit en particulier D = {me K [ 1< \ri}, un disque non circon-
a

férencié, A4 = (D, et H,{4) Pespace des éléments analytiques sur 4 et
nulg & Pinfini, moni de la norme de la convergence uniforme sur A. Cet
espace H (A1) s'identifie & 1'espace des séries de Laurent

. - @ k1l
s = i fi-2), do I =Sw .
n=l @ " .
En effet, cet espace de séries de Laurent et complet pour la conver-
gence nniforme sur A, ef les fractions rationnelles nufles & linfini sans
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pble dans A4 y forment un sous-espace dense. On voit done que leg fonetions
AN ,
(8, )pm1 s B () = (1 .—-E) #, constituent une base normale de H,(4) [1].

Soit maintenant D;, 4 = 1, ..., N, une famille finic de disques dis-

m .
joints non-circonférenciés, D; = {$€ K ] ll w?' < |fr,-1}, A; = [ Dy, soit
A = N4; =FUD; et Hy(d) Pespace des éléments analytiques sur 4
et nals & Linfini, muni’ de la norme de convergence uniforme sur A.

Alors:
LEMME 2. Avec les nolations ci-dessus
” .
H(A) = @ H,(4,)
i=1

- et les foncligns
@ —n
en,i(m) = (1—-“—) ozl =1, N,
%
constituent une. base normale de Hy(A)
Preuve. Soit R une fraction rationnelle, nulle & Iinfini, sans pole
N

dans 4, R se décompose de fagon unique sous la forme R = 3 By, ol B,
=1 ’

est une fraction rationnelle, nulle & Pinfini, dont les poles sont dans D
Sachant que le corps résiduel de K est infini, on vérifie que

Sup |B(#)| = Max (Sup |B;(»)]).
’ e 2 ey

Il en vésulte que I’applieation R (R;), qui est une isométrie sur les
fractions rationnelles, se “prolonge en un isomorphisme (isométrique)
des complétés.

Llassertion sur les fonetions e,, résulte alors de la juxtaposition
deg bases normaley dans les sommes directes.

On voit done gue si A = {{D;, tout élément analytique sur 4 et
nul 3 Pinfini s’éerit de facon unique (lorsque des centres ¢; ont été choi-
5ig)

o) = 221 Yi-2| avee Supifo) —Sm i1

i=1 nz=l

A:n.,'i - (.

Cette décomposition est un cas particulier du théoréme de Mittag
—Lieffler sur les éléments analytiques au gens de Krasner [9].
~ Bfant donpné un ouvert 4 du type ci-dessus, contepnant IR, mous
allons caractérizer les suites de coefficents de Taylor -4 Iorigine des élé-
ments de Hy(A): cela dquivant & déterminer, parmi les séries de Taylor,
celles dont la somme est prolongeable en un élément analytigue sur A
et nul & Dinfind,
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Hoit B(K) lespace des snites bornées (a,),., dans K, si feH(4)
nous noterons T{f) la suite de ses coefficients de Taylor & P'origine: nous
cherchons donc & caractérizer le sous-espace 7' (HO(A)} de B(H). L'espace
B({K) est muni de sa norme naturelle |la] = Sup |a,|.

T

Nous traiterons d’abord le cas particuliérement simple de louvert
Ay = lg(1+M) = {xec K| |#—1| = 1} et nous en déduirons une echractd-
risation de H{A) pour certaing autres domaines.

3.1. Cas ott 4 = 4,. Soit ¢,(x) = (1—=z)7% la série de Taylor & L'o-
riging de ¢, se calcule immédiatement:
-k Etn—1
e(X) = 2(“1)75( » )Xn :2( o1 )Xn'
n=0

nz=l
Done la suite (Lo (%)),s, des coefficients de Taylor de e, est:

]ﬁ+n—1)

Pey(n) = ( E—1 |

Sachant que H,(4,) s’identifie & 1'espace des séries »' 1,6, ow 1, —0,
k=1
muni de la norme Sup |2, on voit que T'{H,(4,)) est le sous-espace de
k=l

B{E) constitué des géries Z‘}tk_’[’(ek ) oft 2, +—0.

Soit: done & = (an}n;oe B(K}, ae T(H ()] & la condition nécessaire
ef suffisante qu'il existe une suite i, 1; — 0, telle que:

Zlk (“”“ )

Soit maintenant ¥ = 0(Z,, K) l’espace des fonetions continues sur #Z,
3 valeurs dans &, muni de la norme de la convergence uniforme sur Z,.
Par restriction & N = Z,, B g'identifie & un sous-espace fermé de B(IX),
gue nous noterons C(X).

On sait [1] que la suite des fonctions polynémiales # — (m;"]_a; ! ), kz1,

qui est la suite des polyndmes d’interpolation sur les entiers négatifs,
st une base normale de €(Z,, K). Done les suites T'(¢;) définies ci-dessus
par T(e){n) = (”H’k 1) k = 1, sont une hase normale de C(X). L’espace

O(E) est done le sous- espace de B(XK) constitué des séries Y AT (ey),

k=1
Jy—+0: clest aussi T{H(,)).
De plug, la norme naturelle snr O(K) est sup {4, nous avong ainsi
montré le:

THEOREME 1. Pour que la série formelle > a, X" sozt Lo série de Taylor

nz=0
& Vorigine d'une jouatwn I analytique sur

= {xe K| [&— 1\ 1},
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et nulle & Dinfing, i fout ef il suffit que n > a, soit prolongeable en une
fonction comtinue swr Zy; alors:

Iflls, = sup |f(@)] = Sup |a,.
wedy nz=l

COoROLLATRE. Roit f = ) a, X" une série de Taylor satisfaisant auw

n=0
conditions du théordme 1. Supposons gque la fonciion continue a prolongeant
nis a, & Z, soit analytique dordre b sur Z, ([1}) alors [ est analytigue
dans Te domaine Dy ={weE| 1—2| > pUO=VY By particulier sioa est
strictement analytique sur Z, (h = 0), et 8i B désigne son rayon & analyticiié,

[ est analytique dans le clomaiow:

1
Ap = {.’Be K| 1~ > Elpl’”‘l}.

Noug savong en effet que: f(X) =2(_1v%f—k ol A, est la suite
=1 N ’

)

des coefficients d’interpolation de & sur les entiers négatifs

ala) = Y i (““jj]l)
k=1

D’aprés le théoréme 3 de [11, « est analytique d’ordre hsur Z, 4 la condition
nécessaire ot suffisante que:

Ep!” o ol

- 0,

(e—1)! 1)'

goif

lim [, — |p e

d’ot la premisére assertwn
La seconde se déduit aisément des valuations de rayon d’analyeité
fournies par le théoréme 3 de [1].

3.2, Cas du complémentaive d'wn nombre fini de classes entiéres
module 9%. Soit % un entier premier & p &b Z une racine primitive m-idme
de 1 dans K.

Pouri =0, 1,..., m—1, s0it D, =z—"5+s1Jt, i ={weK|[L—Z'0]>1}
le complément&me de D;, ot 4 = U D; = ﬂ A4,.
=0 i=0 - .
Soit e (@) = (L—Z'X)7% k= l,z =0,...,m—1, les fonctions e,

conslifuent une base norma,le de Hy(d) (théoréme 1):

Le développement de Taylor de ¢, nous fournit la smite des ‘coeffi-

clents T (ek AH

I(elc,i)(n) z"'(kj‘;”'l).'
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On en déduit comme précédemment gu’étant donnée une suite hornés a,
aeT{Ho(d)] & la condition nécessaire et. suffisante qu’il exizste des suites
de sealaires: (A ;)psi,im,...,m— telles que A ; — 0 et que:

m—1 Tt 1

ng 4 G

- 2o T
21

Pour chague 4, Ia guite:

eat dang Pespace C(H) deg restrictions & N de fonections continues sur

Z,. Soit done:
wo) = 2 (31T 002, 1)

on a:

= Z_ 2%, (n).

Nous pouvons énoncer le: _
Lmwyvm 3. Soit Z wne racine primitive m-idme de 1, A, = {pe K| [1—

m—1
~Z'g| =1} et 4 = () 4, alors:
. i=0

m-«l

T(Hy(4)) = Z“’C(K),

la somme étant une somme directe d’espaces de Banach.

Nous avons en effet montré que acT(H,(4)) & la condition néces-
saire et suffisante qu’il existe des @;¢ C(H) telley que:

m—1
a, = 2 Z%pAn).
i=
De plus, si @ == T'(f), avec

m—1

f= Z ( 2 )vk,igk,i):

i=0 Kzl
on a:

11l = S;lip Al = Sup gl

ce qui montre qu’on a une somme directe d’espaces de Banach,
On peut encore transformer la conchtmn obtenue. Soit en eﬂet
aeT(H, (A )) : :

= 2 ZMp(m)  avee  g,(%) Zlk,(mﬂ"hl). :

k=1

4 — Acta Arithmetica XX.4.
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Soit # un entier, 0 < r << m et u, la suite:

P> U (1) = Doy
Alors:

1
(0} = 2 Z%g;(r +nm), done

=0

u, e C(XK).

Réciproquement, Solent #g, ..., #, ., 7 fonetions conbinues sur Z.P’ gy
ovy Y.y leurs restrictions &4 N. Pour ¢ = 0,..., m—1 les fonetions:

m—1

) = 2 777, (=]

sont continues sur Z,, car (m, p) = 1, alors la suite:

m—1
b =3 B3 (0)
i=0

est dans T(H,(4)), de plus, on a:

Sup |a,| = Max ]| = Max ||,
) i T

LEMME 4. Avec les notations du lemme 3, lo suite & = {a,),5, appartient
& T{H,(A)) & la condition néeessaive et suffisanic que pour 0 <7< y
chacune des suites n i u () = 0., soit prolongeable en une fonelion U,
continue swr Z,.

CorOLLATRE 4. Soit fe Hy(A4) et a ~T(f sif = 2 fi ot fye Ho(4y),
aves
1

filw) = sz,im :

k=1
on o les relations:

m—1
Nt ~ -E—1
amez galn) ok py(®) Zﬂh(mt ),
: 1=0

)
el

w [
o~ 3wl
1r<m

ol u, est le prolongement continu & Z, de la suite % > 4, (0) = Gpy .

Plus généralement, considérons maintenant an nombre fini de classes
., 0, modulo M, distinctes de M.
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Soient a,, ..., a, des centres de 0y,..., 0,: supposons qu’il existe
an enbier m tel que o« 14+, ¢ =1,..., % (ce qui sera toujours vrai
si Ie groupe multiphcatif du corps résiduel est de torsion et, en particulier,
si K est le complété de la cléture algébrique de @,). Etant donné un tel
entier m, notons Z une racine primitive m-idme de 1 et k; les entiers dé-
finis par

Co=Z7" 1M =Dy, 0<I<m L<i<<n.

n
Soit 4 = C;, alors

i=1

i m—1
Ho(4d) = _C"_Bl-HU(.Aki) = _@Hu(ﬂe)-

Le lem_me 4 nous permet de caractériser les suites qui appartiennent
& T(Hq( ﬂ 4,)), et le corollau’e 4 permet de distinguer le goug-espace

(Ho(d)) cal sif= 2 Jir Joe Ho(4y), fe Hy(A) 8l et seulement si f; = 0
pour 1¢{ky, ..., Bt Nous avons donc montré le:

THEoREME 7. Soit K un corps valué complet algebmquemem dos de
caractéristique ¢ of de caraciévistigue résiduelle p. Solent ay,...,q, ¢ K
tels que la;—ayl =1 pour i +j et |y =1, soit 0; = o;+4,

Ii=0 = {wek| lp—a) 21}, 4=NI%
f=1

Soit m un entier premier ¢ p ef tel gue of'« 13-, ¢ =1, ...
primitive m-iéme de 1, k1, ..., k, les endiers définis par:

y Ty Z Uns racine

Ok, <<m e [1—Z%al <1

Powr qu'une série eniidre a, X" soit la série de Taylor & Vorigine dun
g Y g

n=0
lément analytigue f sur A et nul & Pinfind 41 fout et 0 suffit que:

(a) Pour 0 < r<m la swile ni—>u.(n) =

Opymn 308t prolongeable en
une fonction u, continue sur Z,.

(b) Pairmi les m fonctions continues sur Z, définies par:

oL reaf)

les fonotions @; telles que ¢ {ky, ...

y En} soient nulles

. Bi ces conditions sont satisfaites, alors f — _):’ f, ot fre Hy(4)) avee

i=1

Ifls = sup [fllr, et Ifilln, = [Felz,-
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REMARQUE. Si K est le complété dune clbture algébrique de Q,, pour
toul o tel que Jo| = 1 il ewiste un entier m fel gue o™ e 1+

2.3. Généralisation. Bien que nous ne lutilisions pas dans Iétude
des fonctions I, signalons que le théoréme 1 se généralise trés facilement
4 Ia situation suivante.

Soit A un guasi-connexe fermé de K contenant ¢ et le point & Pinfini.
Nous dirons que A est un bom quasi-connewe si son complémentaire A’
est réunion d*une famille de disques D, dont le rayon r; est la distance
de D, & Porigine. Alors [6] H,(A) est sgomme directe des espaces Ho(D;)
o D) = [ D;. On déduit trés facilement du théoréme 7, le:

TakoRrkME 7 bis. Soit K un corps valué complet algébriguement clos de
caractéristigue nulle of de caractéristique résidusile p.

Soit Ma, X" une série convergente, powr gw'elle soit la série de Taylor
nzi
& Vorigine dun Bément analytique dans un “bon” gquasi-connexe 4 de K

et nulle & Uimfind, 4l fout et 11 suffit qu'il emiste:

une suite (0, b1¢ K,

une suite my, mye N, (mg, p) =1,

pour tout couple (7, 1), 0 < ;<< my, une fonction wu, ; continue sur Z,,
tels que: :
Lim (Sgpw'imn“r,i(n),i(”)“ =0

o0

-, 9 —r; ()
a =6 (,m( )

7}1

et

o 7, (%) désigne le veste de n modulo ;.

3.4. Module de continuité des coefficients de Taylor. Le théoréme 1
montre que Sl la fonctlon N> a4, S8 prolonge en. une application continue

d¢ Z, dans K la série de Taylor 2 a, X" est développable en rérie de

. =0
Lauvrent, sous la forme:

oG [==]

2 o X" = Zﬁg avec

n=0 k=1

)qc”}O.

Le théoréme qui va suivre montre que la facon dont la guite (4,) tend

vers zéro dépend du module de continuité de 1z fonetion » -+ a,. Rappelong
tout d’abord. que si (u,) est une suite frés bien répartie [1] le n-idme
polynime d’interpolation sur la suite (u,) est:

{w—ud{d—au,) ...
{2 — o) (%, — 1)

(& — )
o (U — Uy q)

Qn (ﬂ';‘) =
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ainsi (@) ©st une base normale dn Q,-espace de Banach O(Z,,Q,)
des fonctions continnes de Z, dans ¢, muni de la norme de la conver-
gence uniforme [1].

LeMmE 5. Soit (u,,) une suite trés bien vépariie de Z, 6t n < " ) T un
entier positif ou nul, alors:

@ — ] < 15" = [Qul@) — Q)| < |77

Preuve. Si ac Z,, kx>1, posons V() = {ve Z,| lv—a|< |p|*}.
On sait [1] que pour p** < n < p% Q,(@)] = 1 si et seulement =i

{5 11y ooy Uy} O Vi{z) = 0.
De plug, il existe 4, (nécessairement unique) tel que

= |p}*¥7, alors:

o —u; | < |pl¥,  alors |6 — | 1o

Soient » et y tels que jo—y|
Guly) _ (1L Y2\ [ y*ﬂ?) (4 ¥=® )
Qn(m) €T — Uy & Uy Uy,

() 1} ax { lpl*+” }
Q,,(x) o< (@ — 2y

Done:

8 :
P k-
@.(x)] =1, max ———<[p|™"" et  [@,(x)—

oscicn |0 —

2u()] < [pI™

Sinon |
Qn(@/) _ . ﬂ _ ]p|k+r I [m“"u.,;ol B -
@ (2} lI - % — g, | o 1@aly) = ulmi < | — 0y, | Ip [ =|p{""".

TotoriME 2 bis. Soit O i‘,,QlJ Vespace de Bamach des fonetions
continues de Z, dans Q,,. Soit f« O(Z er) telle que:

@) Mli<1

(i1) 41 ewiste um entier u tel que, quel que soit k entier posilif, quels que
sotent @ et y dans Z, satisfaisant | —y| < ipl* on ait:

If (@)~ J )| < 157

Soit f = 2 @,Q, lo série Qinterpolation de [ sur la suite (u,), alors
n=

pour n =Pt on g |a,] < pl-

Preuve. Soit z % la surjection canonique de Z, sur Z,/pZ, st
geC{Z,, E,) notons g Papplication @ Hm) de Z, dang Z,[pZ,. D’aprés
Uhypothése du théoréme, f appartient au sous-espace B, ,, de C(Z,, Z,[pZ,)
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des fonetions localement constantes sur les bowles de rayon [p**'], or
{@ulocnepu+t 656 Une base de H,,, [1], ainsi il existe Pt dément de Z,,

(@n)ognecgutl tels que
1)"""'["1—1

fo=(f= D) mad),

n=0n

soit une fonction de (%, Z,). D’autre part, 'hypotheése (i) du théoréme
et le lemme 4 montrent que f, est une fonetion localement constante gur
Tes houles de rayon |p*™ el le théordme se laigse alors aisément démontrer
par récmrrence.

Notons que ce théoréme admst une généralisation et une réciproque

[7]-
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The Hausdorff dimension of sets related to g-expansions
by
Jiwog Garsvpos (Philadelphia, Pa.)*

1. Introduetion. The classical theorem of Borel states that for ¢ = 2,
the digits {g,} in the expansion

oo
(@) o= g™ 2e(0,1),
Fe==1

are stochastically independent with respect to Lebesgue measure, hence
the law of large numbres implies that the relative frequency of 0°s among
€1, 8y ...y 6y tends to p = 3. By this same theorem we also have that,
with any prescribed m, for almost all ze (0, 1), there are infinitely many
g such that e, = e = ... = 6y, = 0. These problems become very
difficult if we take g in (1) to be 1 < g << 2. The ¢;’s are no more indepen-
dent, though the results quoted above for y = 2 remain to hold (except
that p = &; it will be an expression in terms of g), see [8], [3] and [4].
Recently I came across a problem in mathematical statistics [5] where
I needed the distribution of the length between two consecutive one’s
in the expression (1} if g is the (only) solution in (1, 2) of

(2) P

with some integer a > 1. Note that if 4 = 0, then g = 2, hence the number
theoretical problems related to (1) with this g are natural generalizations
of Borel’s investigations. In the present note I shall evaluate the Haunsdorfl
dimengion of the get of those »’s for which the distance between any con-
secutive one’s is bounded by M, a given number. Before giving the precise
statement, however, I should specify the algorithm for (1). Without an
algorithm, the digits e are not defined, as the following example shows
this. Let g = %;(P’g~|—1), the solution of (2) with ¢ = 1. Then for # =

%(V’E—«l} we have

1 28.1 N o 1
b= = ey Z %
g m=lg k=28+sg

* The author was a recipient of $ummer Faculty Research Award at Temple
Univeraity. : i



