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5. Proof of the thesrem. For Res > 1 we have

e 1
s T Iy
f’;;j N(I) rel' TeS(z) N( )

with d(z} =< M for each reI, thas
M

1
Vol 2“ VS
£t N(IP 2 <4 N (I
Tesd =0 r:i;j TeS(r)

d(r)

and by the last corvollary this equals

g(s)"//"(log sil)
) (8___1)1,%

with ¥"(¢) being a polynomial over 2 of degree M, with leading coefficient
pogitive at s = 1 and g(1) > 0. Applying the tanberian theorem of M,
Dela.nge ([1]) we get our assertion.
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Uber die Idealklassengruppe des Dirichletschen
bigunadratischen Zahlenkdrpers

von

Hang REICHA®RDT (Berlin)

Zum Gedenken on . Sierpinski

GauB hat seine komplesen ganzen Zahlen nicht nur wm ihrer selbst
willen eingefiihrt, sondern um eine Theorie der biguadratischen Reste
in Analogie zu der der quadratizehen Reste aufzubauen, was ihm, solange
er viele Jalire im Bereich der rationalen Zahlen blieb, nicht in befriedigender
Weise gelingen wollte, aber dann im Komplexen sofort znm Rezipro-
zitidtsgesetz nebst Erginzungssitzen fir die 4. Potenzreste fithrte. Tm
Gegensatz zu Gaub schlug Dirichlet [1] vor, die ganzen Gaubschen Zahlen
als selbstindiges Forschungsobjekt zu betrachten und deren Theorie
ganz nach dem Muster der Theorie der rationalen Zahlen soweit wie
moglich aufzubauen. Es lag fiir ihn natixlich besonders nahe, seine eigenen
neuen Methoden, vor allem die analytische Bestimmung der Klassenzahl
quadratischer Formen, zu ibertragen, also die Klassenzahlen solcher
quadratischen Formen zu berechnen, deren Koeffizienten und deren
Variable ganze GaufBsche Zahlen sind. Das fiiv ihn itberraschendste und
schonste Ergebnis war die Erkenntnis, ausgedriickt in unserer heutigen
idealtheoretischen Betrachtungsweise, daf die Klassenzahl  eines Kor-
pers B, der von 4 und VD, wobei D die Diskriminante eines quadratischen
Zahlkbrpers iber dem Kérper ¢ der rationalen Zahlen ist, tiber Q erzeugt
wird, gleich fiyhy oder by hyf2 ist, wobei h; die Elassenzahl von @, = (VD)
und k, die von @, = Q(V - D) ist. Daittir, welcher der heiden Fille vorliegt,
gab er ein einfaches Kriterium an.

Spéter hat Hilbert {3} den Vorschlag von Dirichlet weiterverfolgh
und eine zur GauBschen Geschlechtertheorie ¢ analoge iiber @, =@ ()
aufgebaunt. Die Ergebnisse konnte er zu einem newen und rein arithmeti-
schen Beweis des Resultats von Dirichlet verwerten. Zwar lautet dag
Hilbertsche Kriterium anders als das von Dirichlet, doch lagsen sich
beide leicht .ineinander iiberfithren.
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Die Formel h == h by oder hhy/2 leght die Vermutung nahe, daf
die Klassengruppe von B gehv eng mit dem divekten Produkt der Klassen-
gruppen von. @, und (), zusammenhingt. Ks wird zich zeigen, dalB der
ungerade Bestandfeil der Klassengruppe von B tatsdchlich gleich dem
divekten Produkt der ungeraden Bestandteile der Klassengroppen von ¢,
und €, ist.

‘Wie die 2-Klagsengruppe von B sich auf die von ¢, und ¢, redu-
gieren 1ift, erfordert jedoch Hilsmittel aus der Klassenkorvpertheorie
nd wird hier nur fir den Fall durchgefiihet, dal D eine positive oder
negative ungerade Primdiskriminante ist.

1. Die Produoktformel fiir die Klassemzabl. Die Formel von Dirvichlet
fiir & erhilt man am einfachsten, indem man aus den Darstellungen der
Dedelindgchen £-Funktionen von @,, @, Y, und B als Produkt der Rie-
mannsehen £-Funktion mit den jeweiligen L-Reihen und aus den Fithrer-
Diglriminanten-Formeln  fiiv Q,/Q, Q./¢, Q./¢ wnd B/Q die L-Reihen
eliminiert und dag bekannte Verhalten dieser Funktionen bei s == 1
ausniitzt.

Beriicksichtigh man in der 80 entstehenden Formel noch die Reali-
titsverhaltnisse und die Anzahl der Pinbheitgwurzeln in den einzelnen

Koérpern, so erhilt man, wenn s die durch g > 1 cindeutig festgelegte -

Grundeinheit von @, und e eine der dureh |ef > 1 bis auf eine Potenz von ¢
eindeutig bestimmte Grundeinheit von B ist, dic Formel

Ine
(1) _ Bo= hyhy b

21n |s|

(Den Fall, da B der Korper der 8. oder 12. Rinheitswurzeln ist, schlies-

" sen wir aus, weil in diesen Xérpern die Klassenzahl bekanntlich 1 ist.)

Die Beziehungen zwischen den Grundeinheiten e, und & kann man

folgendermassen ermitteln; Bedeutet " den Automorphismus von B,

der @, elementweise festlilt, so ist 6 eine Binheit in ¢, hat also wegen
der obigen Normierungen die Gestalt

@ g8 == 7,

wobei o eine natiiliche Zahl ist. Andererseits ist s, Hinheit auch in B

. und hat daher die Form

- (3) ' . | e = 104°,
wobei b zundchst mod 4 bestimmt ist, aber mod e noch abge#ndert
werden kanm, indem man e mit einer belisbigen Potenz von 4 multipli-
ziert. Bs folgh jetzt £ = 4™ e® und daraus durch Ubergang zu den abso-
luten Betrigen -

(4) ' e = 2,
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Da also ¢|2 und b insgesambt mod (4, ¢) bestimmt ist, kommt es bel b
sehliefilich nur anf die Restllasse mod ¢ an, Ist nun @ = 1, go ist ¢ = 2,
und von den beiden nur in Betracht zu ziehenden Fillen b = 0 oder 1
scheidet der erste aus, weil sonst wegen &, = ¢* der Korper B von e iiber ¢,
erzeugt wiirde und daher reell wire. Hier ist also e = i, Bedeutet "
den Automorphismus von B, der i festldft, so ist g, 8, = i&% 46’7, Anderer-
seits ist & = &'e™ > 0, also £, = 1 und damit schlieBlich &&® = —1,
also ee’ = 41, .

Ist dagegen ¢ = 2, 50 ist ¢ = 1, und b kann gleich 0 gewahlt werden.
Also igt 2y == ¢ und damit ee’ = +1.

Die Formel (1) geht nun iiber in

Ryhy

(5) b=t

s

und damit haben wir das Hilbertsche Kriterinm: Ist é¢" = 4, so ist
I = hihyy, nnd I8t e’ = 4-1, s0 ist b = Ay ,/2. Ausserdem hat sich
nebenbei ergeben: Ist e’ = -4, 80 ist g6, = 1.

2. Der ungerade Bestandieil dex Klassengruppe. Setzt mamn allge-
meiner als bisher voraus, dafl der Korper B ein beliebiger absolut abel-
scher Korper vom Typ (2, 2) ist, so 148t sich aus der Produktdarstellung
der Dedekindschen. Z-Funktionen nnd aus der Fihrer-Diskriminanten--
Formel fir B und fiir seine dreli quadratischen Teilkdrper @,, @, ¢
mit den Diskriminanten D,,D,, D, und den Klagsenzahlen hy, by, by
der Satz herleiten, daf sich die Klassenzahl h von B nur um eine Potenz
von 2 von dem Produkt h,h.h; unterscheidet, wobei man im Falle, daf
der Korper B reell ist, ein Brgebnis von Amberg (vergleiche etwa Leo. [2])
heranzugiehen hat, nach dem sich der Regulator von B auch nur um eine
Potenz von 2 vom Produkt Ine-ine,-Ins, unterscheidet, wobei die e,

" die Grundeinheiten mit &, > 1 von ¢, sind.

Dieses Ergebnis kann man leicht dadureh erhalten, daf man einer-
seits diese Grundeinheiten durch ein System von Grandeinheiten 7y, %a, %,
von B (gegebenenfalls noch mit geeigneten Hinheitswurzeln multipliziert)
darstellt, andererseits die Relativonormen. der #,, beztiglich @, (s, 1=1,2,3)
als Potenzen von g, schreibt und autf die dabel auftretenden Matrizen
von Exponenten den Multiplikationssatz der Determinanten anwendeb.

Ist b der griBte ungerade Teiler von h, so folgt jetzt h o= leﬁzfog.
Es sei nun ¢ ein Ideal von B, dessen Klasse eine ungerade Ordnung « hat,
a* ~(1). Dann ist, wenn *'” wnd ' die Automorphismen von B bezei-
chnen, die ¢, bzw. @, elementweise ungedndert lassen,

a’N(a) = an”aa-aa’.
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Daher ist o ~ B;b,05, wobei Jedes b, ein Ideal aus @, ist, zB. b, = aa’.
Daber it '

5 1 u-+1

a~a ® ~ (bybaby) *

also 140t sich jede Idealklasge wungerader Ovdnungen von B durch ein
Produkt von Idealen aus ¢},,@.,Q, darstellen, die in ilwen Korpern
auich von ungerader Orvdvung sind; denn ey ist .B., wenn o* = (a), (qa’)*
= (aa’), d.h., (0a')" izt Houaptideal schon in .. Nimmt man fiir die Klagse
von o einen anderen Reprisentanten, so dndert sich b™? offenbar nur
uin einen Hauptidealfakior ans @,. Daraus folgt nun, dal die Gruppe A
der Tdealklassen ungerader Ordnungen von B sich aus Idealklassen ungera-
der Ordnungen von €y, Q., @, (genauer gesagh, aus den diesen Klassen
entgprechenden Klassen von B) erzeogen 138t. Bestimde nun zwischen
diesen Klassen eine echte Relation, so wiirden sie eine Gruppe erzeugen,
deren Ordnong kleiner als 7”31 ﬁg fag ware, was im Widerspruch zu h = ?El h; 7::3
stehen wiirde. Also ist ¥ das divekte Produkt der ungeraden Bestandteile
© der Idealklassen von @, @, und §,. (Vergleiche dazu auch H.-W. Leo-
poldt [4].)

3. Die 2-Klassengrappe. Wir betrachten hier wieder nur den Diri-
chletschen. Fall, in dem B die drei quadratischen Teilkdrper @, = @ (1),
@ = QD) und @, = Q¥ Dy} ist mit Dy > 0, und zwar beschrinken
wir uns auf die beiden Fille, daB D, oder D, eine ungerade Primdigkrimi-
nante ist, daB also Dy =p =1 (mod4) bzw. D, = 4p =12 (mod 16)
ist. Im ersten Fall mit D; = p ist nach einem GauBschen Satz e 6 = —1
und 21k, aber 2(h,, und die 2-Klassengruppe von @, ist zyklisch. Auf
Grund der einfachsten Bigenschaften der Trigheitsgruppe ist B/Q, un-
verzweigh, und daher lisgt B im absoluten 2-Klassenkidrper von Q,. Da
e = —1, kann, wie im 1. Abschuitt gezeigt, a nicht gleich 1 sein, und
daher ist o = 2. Hieraus folgt % == h;%,/2, und daraus argibt sich, dafg
der 2-Klagsenkorper von B einen halb so grossen Grad hat. Anderersoits
umfalt er nach obiger Betrachtung den 2-Klagsenkbrper von €, und
hat den gleichen Grad iiber B wie dieser. Algo fallen beide 2-Klassen-
- korper miteinander zusammen, und damit ist die Struktur der 2-Klagsen-
gruppe von B bekannt: Sie ist zyklisch von halb so groBer Ordnung
wie die 2-Klassengruppe von (.

Im 2. Fall D, =4p ist D, = —p eine Primdiskriminante. Daher
ist hier 2h,. Wegen p = 3 (mod 4) ist 6, = 1, also ist die im engeren
Sinne genominene Klassenzahl von @, gleich 2k,. Jedoch ist sie nach dem
K:riterium von Reédei [5] nicht durch 4 teilbar, da die im wesentlichen
einzige echte D-Zorfillung D) = (—4)( - P} nicht von zweiter Art igt,
was schon daraus folgt, daB die beiden Faktoren -4 und — P negativ
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gind. Also ist %, selbst ungerade, und die Gleichung % = &, hyfa, in der
¢ nur 1 oder 2 sein kann, ist nor mdglich, wenn a = 1 ist. Daraus folgt,
dal die Klagsenzahl A in diesem Fall nngerade ist, und auBerdem hat
gich nebenbei noch ergeben (vergleiche Abschnitt 1), daB 2 = &, & = &
und es’ = -4 ist.
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