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At this point it may be appropriate to recall also the following known.
(zee [2]) fact:

78

{¢) For n= 1, 8, = H,({) where H,(7) = ¢, (m)e* ™™ with ¢, (m)
= 21+ (14 (= 1)mmfn) o_ sy (m) (for a od_a H A7) = 2P (7).
H,(v;4) = L 2 (m) 6, (m) ™ righ

me=al

éh(m) =2(1+(1+(—1)”*“5)7cm/?m)a_(m,m(m}, where y(m) is a real,
primitive (non principal!} congruence character module %> 1 and
§ = (1—yg(—1))/2, then H,(i, )n ®+Y belongs to the quadratic field
generated by vk over the rationals. This result apparently cannot be
extended in any obvious way to y(m) a principal character.

Neither of these remarks seems to have any direct bearing uwpon
the rationality or transcendency of =~#"+U7 (204 1).

|l

If we define, more generally,
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ACTA ARITHMETICA
XXI (1972)

Sur la résolubilité de I'équation 2*-+y°+2* =0
dans un corps quadratique

par

TryeveE NAGELL (Uppsala)

§ 1. Méthede nen-constructive

1. Imireduetion. Pour gque Péquation
(1} pityii-et =0

soit résoluble en nombres x,¥,# d'un corps algébrique K (hors le cas
¢ =y =z=20) i faut évidemment que K soit totalement imaginaire
{=t.im.). Pour reconnaifre si cefife équation est résoluble ou mon il
est naturel dappliquer le résultat suivans: '

LevvEe 1. Soit donné le corps algebrigue K t. im. Pour que Péqua-
tion (1) soif résoluble en nombres entiers o, 4,2z du corps K (le cas & =y
= g == 0 élant ewclu) il fout et il suffii que la congruence

E2+9*+ L = 0 (mod j)

goit résoluble en enliers &, n, ¢ de K pour tous les idéaux de K, tel g_fu on atl
(&7 41 =1
. Ce régultat est, bien entendu, un eas particulier d*un théoréme de
Hilbert sur les formes quadratiques; voir [2](}). Il est évident qu’on. peus,
dans ce lemme, remplacer Pidéal | par lidéal (¥} ol N parcourt tous
les nombhres naturels.
Or, si ¥ est 4mipair il est bien connu que Iz congruence
224+ y?+2? = 0 (mod N)

est toujours résoluble dans le corps rationnel de maniére qu’on ait (2, ¥, 2, N)
= 1; voir p. ex. [4], p. 192. Done, on peut remplacer le Lemme 1 par le

(1) Les numéros figurant entre crochets renveoient 4 la bibliographbie placée A la
fin de ce mémoire. :
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Tmne 2. Soit K un corps algébrique . im. Pour que Péquation (1)
soit résoluble en nombres entiers x, vy, z de K (lecas © =y =& = 0 étant
exelu) il faut et 4l suffit que la congruence

(2) §2+7;2-i-§2 = {} (mod 2™)
soit résoluble en entiers £, m, L de K powr toutes les valeurs entitres de m,
tel qulon ait (&, £, 2) = 1. :

Torsque Péquation (1) est résoluble dans le corps E, il y a une infinité

de solutions. Quand on connait une solution de (1) on aura toutes les
autres par la méthode de séeante; voir p. ex. [4], p. 216.

2. Nous nous proposons d’étudier la résolubilité de I'équation (1)
dans le corps quadratique imaginaire engendré par le nombre VTB,
oiL 4 est un nombre naturel, qui n’est divisible par aucun carré > 1. Dans
le corps K(B/T—_Z) nous avong les régles suivantes: Si 4 = —1 (mod8)
Tidéal (2) est le produit de deux idéaux premiers digtinets. $i 4 =3 (-moéiS)
Iidéal (2) est un idéal premier. 8i 4 =1 ou =2 {mod4) l'idéal (2) est
le carré d'un idéal premier,

~ Dans la suite K signifie le corps H (1/_—"21“). 1 faut distinguer plusieurs
eas suivant le reste de 4 modulo 8: :

Premier cas: 4 = —1 (mod8); deuxidme cas: 4 ==3 (mod8);

troisidéme cas: = 5 (mod 8); quatriéme cas: 4 =1 (mod8);
cinguidme cas: 4 =2 (mod8); sixiéme cas: 4 = —2 (mod8).

Nous allons montrer que la congruence (2) est fomjours résoluble
‘sauf dans le premier cas.

Nous avons besoin du fait élémentaire suivant (voir p. ex. [4], The-
orem 72):

LevMe 3. 8i a =1 {mod8) o congruence

@ = g (mod2™)
est résoluble en nombres entiers (rationnels) pour foutes les valeurs de m.

. 3. Premier cas. Dans ce cas nous avons (2) = pp,, ol p et p, sont
des idéanx premiers distinets du corps K. Pour tout nombre entier du
COTPE On & '

£ = £ (modyp).

Si & n'est pas divisible par qj, il s'ensuit que & =1 (m‘odp) et méme
& = —1 (modp), done

(3) £2 =1 (modp?).
Supposons qu’on ait la relation

(4) _ ' w2 yd-2? =0
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en nombres entiers du corps. Noug pouvons supposer que deux des nombres
%, ¥, # solent indivisibles par p. Bn effet, soit @ divisible par p™ et non par
p™+ soit y divisible par p™ et non par p™+1 et goit # divisible par p° et non
par p°'. Supposons de plus gue

1< mLn<s.
Alors, il faut évidemment gue m = 2. 8i #, est le nombre conjugué & @
nous aﬁrons en multipliant (4) par # la relation
(wmy )2+ (ywq)? - (2m,)* = 0O,

olt w; = 2™u et yo, = 270, u et v étant des nombres entiers dans & non
divisibles par p. Done, w == 2,2~ ™ est un entier, ef Péquation (4) sera
remplacée par ‘

(B) ul+v2 - w? = 0.
Bn vertn de (3) nous aurons #? = v® = 1 (modp?). Aingi Téquation (B)
entrainera w? == —2 (modp?) ce qui est impossible. Done, la congruence

(2) n’a pas de solutions pour m = 2. Par conséquent, nous avons obtenu
le résultat: '
Lédguation (1) est impossible dans le* corps K 3 4 = —1(mod8).
4. Deuxiéme cas. Dans ce cas la congruence
E* o+ {2 = 0 (mod8)
est satisfaite par

=1, 5—dutV—d), (=3ia-V-41),

oL 1 est un entier rationnel =1 (mod8) 5i 4 = 3 (mod16), et =3 (modB)
gi A =11 (mod16). On a done

4t == A—2 (mod16).
D’aprés le Lemme 3 il existe alors un nombre entier rationnel %, tel que
= 4—2 (mod2™t)
pour toute valeur dennée de m. Par conséquent on & la relation
1+ [ +V — AP+ [Fuy—V — )] = 0 (mod2™).

Cela mnous le résultat: : .
Téquation (1) set résoluble dans le corps K st A =3 (mod8).

5. Troisidme cas. Dans ce cas la congruence

£24-n2+ 2 = 0 (mod8)
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cst satisfaite par
\ 17 = 2’ C == ]/—__.Z’

olt % est un entier rationnel impair. Done

§=u,

ut =4 —4 =1 (mod8).
Alors, vu que la congruence
u? = A —4 (mod 2™)

egt résoluble pour toute valenr de m (Lemme 3), on aura le résultat:
L équation (1) est résoluble dans le corps K si A == 5 (mod 8).
6. Quatritme cas. Dans ce cas Ja congruence
£24-n*{* = 0 (mod 8)
est satisfaite par
§=u, ¢ =V_4,

oli-% est un entier rationnel impair. Donc

n =0,
. - wr =4 =1 (mod8).
Alers, vu que la congruence '
Cut = A (ed 2™)
est résoluble pour toute valeur de m (Lemme 3), on aura le résultat:
L équation (1) est résoluble dams le corps K si A =1 (mod8).
7. Cinquiéme cas. Dans ce cas la congruence
| 24 y24 22 = 0 (modd)
est sabisfaite par ‘

21‘;’: n =1, ‘C‘._—..]/__A,

ol % est un entier rationnel impair. Donc
. w? = A—1 =1 (mod8).
Alors, vu que la congruence
: w' = 4-1 (mod2™)

est résoluble pour toute valeur de m (Lemme 3), on aura le résultat:
Léguation (1) est résoluble dans le corps K si A =2 (mod8).

8. Sixidme. cas. Dans ce cag la congruenee

£ 7242 = 0 (mod8)
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est satisfaite par

g=2ut+V—d, p=u—2/—4, ¢=1,
ot » est un entier rationnel impair. Done
Bu® = diA—1 =5 (mod8).
Alors, va gue la congruence
Bu? =541 (1nod9’”) ‘
egt résoluble poﬁr toute valenr de m (Lemme 3), on obtiendra le résultat:
—-2 (mod8).

9, En résumant les résultats des numéros 3-8 nous pouvons énoncer le

Légquation (1) est résoluble dans le corps K §i A =

TaRorEME. L'équation (1) est résoluble dans tous les corps quadrati-

ques imaginaires engendrés par le nombre V=4, 4, sauf dans le ecas od
A = —1 {mod8). :

A laide de ce théoréme on peut évidemment obtenir des 1es1ﬂtats :
sur la résolubilité de I'équation (1) dans certains corps cyclotomiques,
dans des corps bigquadratiques du premier rang ete.

Il faut observer que la méthode employée dans ce paragraphe n'est
pas constructive, c'est-h-dire elle ne donne aucun algorithme pour dé-
terminer effectivernent une solution lorsque ’équation (1) est résoluble.
Cela est une conséquence de la non-constructivité de la méthode de Hil-
bert dans son mémoire cité an commencement.

§ 2. Méthode comstructive

10. Introduction. Le but de ce paragraphe-ci est de montrer que le
résultat du § 1 peut &tre obtenu par une méthode constructive, essen-
tellement différente de celle appliquée aux pages precedentes

Des méthodes constructives dans le cas du corps K(l/ A) ont deﬁm
&té employées lorsque A — 1 et = 3 (voir Skolem [5]) et lorsque 4 = 1,2,
3,7 et 11 (voir Hemer [1]). Les méthodes de Skolem et de Hemer sont
appheables seulement pour les corps euclidéens.

Dang le cas d’nn 4 quelcongue nous allons montrer gomment on-
peut ramener le probléme de résoudre Péquation

(6) . 2 yirat =0

en nombres d’un corps quadratique, au probléme de 1ésoudre en nombres.
rationnels Péquation de Legendre

aX‘-i—bY“_—i—cZ_2 =0,
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ol a, b et ¢ sont des nombres rationnels qui n’ont pas tous le méme signe.
1t y a des vésolutions constructives de ce dernier probléme; voir p. ex.
[4], no. 61 et aussi [3], Theorerm 5, p. 47. De celte manidre nous
aurons aussi une méthode constructive pour résoudre équation (6).

11. Comme dans le §1 nous supposons donné le corps K(V — A) A)

engendré par le nombre ¥ — 4, ot 4 est un nombre naturel qui n’est
divisible par aucun carré > 1. Pour les Taits sur les corps quadratiques
DOUS Tenvoyons au numéro 2. Dans le numére 3 nous avons déji montré,
sang appliquer le théoréme de Hilbert, que I’équation (6) est impossible
dans le corps lorsque 4 = —1 (mod8).
Dans la snite nous distinguons les quatre cas suivants:

~ Premier cas: 4 = 1 (mod4); deuxidéme cas: 4 = 2 (mod8); troisidme

cad: A = —2 [mod8); quatridme cas: 4 =3 (modS)

On voit; sans difficulté que 1’équation (6) peut &tre supposée d’avoir
la forme

Wi (-0 — )24 (0, — vV — A =

ol w, 4, ¥, %, €6 v; sont des nombres entiers rationnels. Tl en résulte les
denx éqgmations

W+’ i — A — At = 0
et .
' WY == Uy Uy,
En élimimmﬁ % de ces relations on aura

(2 +02) (40" — ) = (vw)?.
Supposons maintenant qu’on ait
' v=de, v =Adz, (22)=1,
A’ étant le plus grand commun diviseur de o et vy, Il en résulte
M A AL i) = (.

Vu que uz = U %1, 0N Voib que w,; est divisible par 2. Alors, en posant
%; == Bz, nous aurons de (7) la relation

® (- 2)( 442 — BY) = (ﬁg_)2 .

ol w, est un nombre entier ratiounel. Dang les trois 1)1emmrs Gas nous
- choisissons z et 2, tels que

Ftdd=p
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soit un nombre premier = 1 (mod4). Alors w, est divisible par p. Si nous
posons w, = pC, Péquation (8) peut s’écrire

(9) PO 4+ B — A4 =0,

Maintenant il faut choisir le nombre premier p de fagon que 1’4quation
{9) soit résoluble en mombres entiers rafionnels 4, B et (. Pour cela il
fant le nombre —p moit un reste quadratique modwlo A. Done, nous
choigisgons p tel gue -—-p soit un reste guadratique module chacun des
divigeurs premiers impairs ¢ de 4. En vertu du théoréme de Dirichlet sur
lez nombres premiers dans les progressions arithmétiques, l'existence
d'une infinité de tels nombres premiers p est assurée. Un nombre premier p
satisfaisant aux propriétés exigées peut &tre trouvé par essai.
Nouns avons alors pour tous les nombres premiers g:

(_p) = +1, dob ("q‘) = (-1,
q _ P
Si g =1 (mod4), g est un reste quadratique module p. 8iqg = —1 (mod4),
¢ est un non-reste quadratique modulo p.

12, Premier cas: A =1 (mod4).
qui sont = —1 (mod4) nous anrons

AWHQ._

Vu que 4 =1 (mod4) il faut donc gue % soit pair. Nous avons de plus

1= [THg oo o

Cela signifie que 2 est un reste quadratique modulo p. Par conséquent,
toutes les conditions sont satisfaites pour gue 'égquation (9) soit régoluble.
Done, Véquation (6) est aussi résoluble pour 4 =1 (mod4). Vu qu'on
peut trouver une solution de (9), cela est aussi possible pour ’égquation (6).

8i % signifie le nombre des ¢

1) (mod 4).

13. Deuxitme cas: A =2 (mod8). Dans ce cas le nombre premier p
sers choisi = 1 (mod8). 8i % signifie le nombre des ¢ qui sont = —1 (mod 4)
NOuE aurens . '

14 =[]4 = (-1 (mod4).

Done h est pair, et nous aurons de plus

3= (1)~ (-t -

¢’estra-dire que A4 est un reste quadra.mque modulo p. Ainsi toutes les
conditions pour la résolubilité de (9) sont remplies. Done, I’équation
(6) est aussi résoluble pour A = 2 (mod4). Vu qu’on peut trouver une
solution de (9), on peut aussi déterminer une golution de ’équation (6).
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14. Treisidme ecas: A = —2(mod8). Dang ce cas l¢ nombre pre-
mier p gera choisi = 5 (mod8). 8i & signifie le nombre des g qui sont = —1

{mod4) nous aurons
14 —,:Hq = (—1)* (mod4).

Done & est impair, et nous aurons de plus

I

cest-d-dire que 4 est un reste quadratique modulo p. Alors, towt-i-fait
comme dans les deux cas préeddents on obtiendra le résultat: L’équation
(8) est résoluble pour 4 = —2 (mod8), et 'on peut toujours trouver
une solution de celle-ci.

15. Quatrieéme cas: A =3 (mod8). Dans ce cas nous choisisgons
# et z; tels gu'on aib
2 e = 2p,

olt ¢ esb un nombre premier == 1 (mod4).
Alors w, dans (8) est divisible par 2p. 8i nous posons wy = 2pC,
Péquation (8) peut s'éerire

10y IpCt LB — A4% = 0.

Maintenant nous choisissons » de facon que —2p soit un reste guadra-
tique modulo A. Pour cela il faut et il suffit que —2p soit un reste gua-
dratique modulo chacun des diviseurs premiers g de 4. D'aprés le théo-
réme de Dirichlet sur Tes progressions arithmétiques, D'existence d'une
infinité de tels nombres premiers p est assurée.

Nous supposons ensuife que e des nombres premiers g solent == 1

(mod8), que b de ces nombres sojent = —1 (mod8), que ¢ de ces nombres
soient = B (mod8y) et que d de ces nombres solent = 3 (mod §).

"8ig=1 ou =3 (mod8) on a évidemment {(g/p) = +1; 8i ¢ = —1
ou =5 (mod8) on & {g/p} = —1. Alors on aura

—1)°-5%:3% = (—1)P-3°" (mod 8).

A:”qz

Il en résulte, vu que 4 = 3 {mod8), que b-+c est pair of c+d impair.
Nous aurons ensuite

() T oo o=

Done 4 est un reste quadratique modulo p. Aingi toutes les conditions
pour la’ résolubilité de Iéquation (10) sont satisfaites. Par conséquent,
Péquation (6) est aussi résoluble pour A =3 (mod8). Vu qu'on peub
trouwver une solution de (10), on peut aussi trouver une solution de Iéqua-
tion (6). - ' :
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16. Ainsi nons avons montré gu'il existe dang le cas de Véquation
{6) ane méthode constructive pour déterminer les solutions lorsque celle-ci
eyt résoluble dans un corps guadratique. Il esf évident qu'une méthode
analogue et eonstructive peut é&tre développée pour résoudre dans un
corps quadratique Péguation plus générale ax2-+by*+ e =0, oll e, b et ¢
sont des nombres rationnels. Cela est possible méme dans le eas d’an
corps réel, lorsque les coefficients a, b, ¢ n’ont pas le méme signe.
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