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Une généralisation d'un théoréme de Cugiani-Mahler
par

MAURICE MiaroTTE (Paris)

I. INTRODUCTION

" Dang Touvrage de Mahler [2], on trouve le théoréme suivant qui
généralise un résultat de Cugiani [1].

TutiortME. Soit & un nombre algébrique non nul de degré f. On désigne

par g' =2 ef g = 2 deun entiers premiers entre eux; par 1 of p deux réels
vérifiant . '

0<igl, 0su<l, A+p>0;

par ¢,, ¢y el ¢, troié constanies positives; par e(H) la fonction
s(H) = 5V1og(4f) (logloglog H)™*,

et por Z = {KW, KD, |} une suite infinie de rationnels distincts

pw
E® = gy ob PO o0, 00 0, (PO, Q0) =1,
H® = max (|P®], |g™]) > expe,

tels que ‘
(1) : .IKU‘) — GIH(Ic)MAV,,mG[H(}c))
ot |
@ [P0, < o B QW < o B0,
Alors _

log H®+Y

limsup- g =00,

Tr—t0 w10gH(k)
Notre but est de démontrer le théoréme 1 qui est légérement plus
fort que le théordme précédent.

, TaiorEME 1. Les notations et les hypothdses sont les mémes que dans
le théoréme préoédent sauf que VPon définil :(H) par

£ 172
ot — o [ELLERELT,

- 1og1_oglogH)f1’2, aréel, 0 <a< B,
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Alors, si ¢ ost un véel, of 1 - g <2 2 W gy g

log Jte 14

Ao gw S
i sup (log H )¢

R OU.

* Il PRELIMINAIRES

L. Le lemme de Roth.
Lmywmaz 1, Sott 0 <<t 1, Sotl o wn réel o
o H,, des entiers positifs, m =2, fels que

Lo Soiend ryyoeey Py Hyy oo

S, mlogH, onlogll,,

Hy Qb -dymim |‘.L), @ sl 1”1.[1”)rlﬂ‘

By
;S'uwm Ky, == des rotionnels tels que max (1P, |Qu) == H,. NSoit un

h
polyndme & coefficients entiers
o R . i,
Afityy ooy ity) 24 ., ,m.x, cooin
ameu
T
nmx!wn_"w] LA

Alors il existe des entiers jy, ... 4, tels que

('):fﬂ-m Fdo
et . b Ly oy ) % 0
H0EC

d b :i?.’? R L R

0 in
Démounstration, Voir [2], pagos 77-47.
2. Le polynéme d'approximation.

Ly 2. Soit B s Byl - F ol P4 00+ A wn pol; Jndma & vueffi-
clents emm'ms, do mwms iy ey & drsmua!es. Fowr ram entier-l = 0, A arisle

dw entlers ¢, ..., o\, de valeur absolue Jjﬁ‘] tels que
‘mlﬂ Ew i gg” ‘.l_ g(l,) ‘S-w k oot N)lé'ﬂ
(w= 1,2, f5 [B] = max (18], [y, ..., [F)))).

Démonstration. Trés fzwilci., par réeurrgnce gur I,
Livmu 3. Soient vy, ...,7, des enbiers > 0. Soiont o, 8, 0uy.evy Om

i;:m
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des réels positifs, o < 6. Il emiste & = ¢(a), tel que 0 < & < 12, et que les
condilions

v,
*
RSP

vy e, (E=1,...,m) ¢
&

8 &

impliguent le résulial qui swil:
Le nombre' N de solutions entiéres § = (iy, ..., 1,,) des inégalités

mo, m

E 1 % i
] m)! "_L'\(‘- (%—8) -t
. =1 n . fry ‘Qh

(rm—l—l)exp(—amsz)._

0 &= ’i:h, = s, (h == 1,....

o8t majoré par _
(ry+-1)...

Démonstratiqn. Soit % une variable z 0. On pose

n

- By (w) :ZGXP[’“( b _-_QL)], b1, ..., m,
i =0 én 291:. .
h
m 1 T'm mn
' ' q ¥
F(u) m[-[Fh(%) =Z Zexp[uZ(Ji_EL)]
fi=1 =0 gy = Al &n O

On remarque que

sh{(r,+1) (4/2g)]
sh(u/20,)

sht
Fyu) = < (1), avee

u
b= (r+1) 3

&
' .. o, . shi .
En calculant les dérivées successives de la fonction log{—— ) ot en lui

appliguant la formule de Taylor, on mentre 1'existonce d'une constante e
telle que

sht ' 12

N = exp|—- 6 -+ ett), . pour tout i.

Il en résulte que
| W N RN [ AL\
Pl € 4 +1) e (b e [ 2( -------- ) +o D[ ]
24 Y @ o 2o

In effectuant la transformatiom 4, —7,—i, (b =1, ...,m),' nous c¢on-
statons que N esh aussi égal au nombre de solutions des inégalités

mo, m
. QR N 7
0iysr, (h=1,m), > -En(3rs) 32,
’ fd Oy, n
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11 en résulte aisément que
m

‘ 7
£(u) zz Nexp ( s 2 ")
ot &n
En comparant les. deux inégalités portant sur (), il vient
: g

N {r+1) ... (P +1)exp ( — T80y -} :l v Wiy~ u‘mata)

24
Aver
. m m )
.]. 3"’,‘ 1 ’l‘],( ‘"}‘“1 i .
51 ‘:':";T; § " Gy == m § R I 1 29 4,
i En feud @n

On choisit u = 12-°% s, aiusi
’2

8¢t ot -
NV (r 4D o (1 +1exp | —m [~ 82 —1dde E;_L e, 8.
.. 2 H

Il est clair que si & esb assez pekit, alors
N (ry+1) oo (P 1) oxp (= amat),
LeMME 4. On suppose vérifides les conditions du lemme 3. Soient ' S
ooy Oy Try eeey Ty, de8 véels positifs, fels que
rpop’ =1l <e I’ ~1l<e ho=1,...,m.

On suppose, de plus, ams® > log(f-+2). Il existe alors une constanie g,
ne dépendant que de F et de a, telle qu'il emiste un polyndme

m

"l
- 2.
A(CU“ Dyy »o ey w‘m) - 2"' Z a‘il...amml oo T

1y==0 =0

non nul qui posside los propridids suivantes
i) 1] < o1,

{ii) b o+ o b < (_L _ 3) (..,J":} o} | ..Tf"_*:.)
01 2n 2 & Om
0U
L Yon, 1 Fin
by }(.. BT
a1 Ty oy O

impligue Wiy, iy, = 0.

(iii) 2'(2) ddvise 1 &) pour tous les (Ji, ..., ju) tels que

AN
o {1 a0

. wo,
O‘S;jhg Th (h == 1, AR | ml) 6‘5 "2“7'»“"5;_ ('}"“"9)2"”‘":

T
Timal b Rl
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af1+...+:%“
Hrto i
X .. Oulp
ot 1 ah
Dol B ' B
Démonstmtlon Soit & < o < 6 tel que a'ms? > log{f--2), et ¢ un

entier > 0 qui sera fixé ultérieurement.
Considérons 1’ensemble des polyndmeg du type

) A, ey 8,) L L) (1 )m,
,—t} <01'1"*‘...*{'1‘,”1(1_I_t)v‘1+...+rm

\

m

B(ml, ...,‘mm) == Z Z bil A .’I}i . :;?1, @Q @y b’il"'im entieI'S 2 0,

ilno 'zm—o
(3+s) > 2.

D’&prés le lemme 3, ces eonditions exigent Pannulation d’au plus

et

. m
. § 17 2 T i
b’i i = [} 81 — -—S) 2 ou —_—
o i,
) Qh el Oy,

h=1

2(r+1) ... {7y +1)exp({ — ams?) < (ry 1) .ol (1, 1)

coefficients. II y a dome au moing
M = (a+1)(f/(r+2))(r1+1}...(rm_+1)

2
f+2

polynémes B. On voit facilement que
afﬁ-m-i‘jm"
02l ... Ol

D’aprés le lemme 2, on a une égalité du tiype

B, ..., 8y € a2t m(l 4+ ... gttty

o Gt tint . .E N P
0 _amjl—amjm { PERERY) a,u) # Sy {w greend )y
... Ool

avec ,
BY entier, |BY| < 2a(8[F)" -y f = (f1, ey fm)

B0ib § = (fy, ...y Jm) vérifiant

m . "
7
() 0<hism (=1,..m) e >Lggog M
= Rl *h

Daprés le lernme 3, il ¥y a au plus

a'fa .
(f—ig) (31} ... (1)
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choix de j pogsibles (on applique le Temmae avee o). T1y a done au plus
7 , J
* = (da(8[H) i Iy 1)

b,

valeurs de B(&,, .. &) possibles, 11 suffit de  cholsir

Dl .. Dl
(4(8[7#*’]‘)"1* “”m)’“, k = k(a) &tant un ontier axsez grand ponr que
M = MY antremient dit, il existe denx polynéues B, ot B, divtinets
tels guo

aj:['{”--l |.‘;m, 01[ I"""‘j'ﬁ’b

H[(‘f,,n, faeag Ei,‘l) & BQ(EW vy ‘S:VJ)

(p = 1,2, .00,

().Lﬂjll . . dmi};ﬂ (’);1!5][1 e (')mg,'r!u.
pour tout (i, ..., 4,) vérifianh (*).
Il est cluir que A = B, I, convient,

L. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

On va supposer que Passertion du théordmoe ot fausse; il est facile
de voir gue Pon peut se Hmiter & supposer que cetbe limite rupérieure est
< 1. Posony a = (log{f+2)log2 /e, Soiti m un ontier positif trés grand.
Boit n > 0 asses potit. Choisissons

1 . R 2
§ == Fpar [log(f+2)/6m1#, 1= exp(—2™ 'm), Xy=X = axp (--{ m“).

Par hypothdse, X est infinie, done lim H® = co. T est done possible
de choisir m 6léments e
‘ , Y P,
I(h e f\ “h’) e ! s
G h

de poids H), efi qui vérifient ‘
X< Hy<expiflogXy)¥), avee X, = 3% k- 1,.,m-1.
O on déduit | |

Lgt o ot . )

Soit ¢ < p"< 20y wlors, si m ost assez grand,

- l.og‘Xms; exp Jexp[mlog(2¢7]].
Dol Pon tire :

< Vi
= e(Hy) > me(H ) 2 vommimeens

> 4 (L4 7)s,
& Tog(2e')
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pour un certain x> 0 assez petit. On choisit r, trés gTand puis m—1
entiers positifs ry, ..., 1, tels que

(7"}4."“1)103 Hy, <nlogH, < Tr’#(logﬂh) (h = 2: ceey M),
de sorte que
' ‘ 1

\ 1
# = MAX ——— & e,
I 'i’;, "'-“1 m

- 1 :
Ces conditions entratnent #, | >-+t-— 7y, Pour h =2, ..., m.
On peut appliquer le lemme 4, od F(z) désigne le polynbme unitaire
irréduetible de racine £, et ol on pose

- e
Op = 0y = Fp 3137 Ty = ﬁﬁﬁm

. Les conditions sont vérifiées pourvu que-m et r, soient assez grands.

Dol V'existence d’un polynéme A vérifiant les conditions de ce lemme.:
Le lemme de Roth s'applique aussi, pourva que

Hl > 2(}[t)m(m~1)(2m+l) at oM < H(lllm]r]t_

Oes Inégalités wont vérifides pour m asses grand car
L 2
H, 2 X = exp —g-ma .

Par guite, il existe (I;,...,1,) tels que 0<<U, <<wy, b =1,...,m,

011,,}_“'_'_11"‘: Lo
- A(Ky, . Ky) # 0

m
A 2 bWy et A, = -
o vy SO gl datm

h=1

une borne supérienre de 4yt
Soit J* P’ensemble des J == (Juseeey dm) tels que

S’EM%— )2’"".

hm’] b=l

-Am == Z jjli’”fﬂ’ A(E, ..., E.) (JI:) (jm) (K~ E)jrll v By f)f’f—l’”

Bt ... Oim b

afl-[' o, ‘ . im .
SR TR

SIS 0y,

(;'1 .?71 "o (kml,;..,



64 M. Mignotia i
Daprés le choix de Hy,r, ot 7, on a

ki
max [Ky — &R0 LK, — Effmin e @1t e max [ HyUnmtnd ekt o)
Jart Jed* 3.3y

L

AN
A.l )y I }R ( ...-_) - ,.._..,! .
< OfH i Lagp) T ,%l ™.

Al
m

o o
Hn remarquant que ) T, = M- A ol Ty (L 6y e vy, on obtiont
T o+
f:=-= 1 *h f

afgément indgalité

A < (eyeg ™ H | (i I‘“” o (may ) -2,

¥, . o
w-—, avee (N, Dg) = 1. Pour obtenir une borne
®

-inférieure de Am, on va majorer Dy, ot minimiser Ny,.

Une majoration de Dy,. On a

" i .
N(E) e o (?31) (fm) (PL) Iy (.E’ ) I .
B e Brpotyy 11, )

D 2 2 vt 1y by 0, Qu

Tyl D

S o

‘l.],...,'tmu

Posons Ay =

olt I désigne Tonsemble des {1y vrey b)) telg que O&;'ihn——lhsé.?';p-l,,‘
(B =1,,..,m) &t
m

l
8, < e 8,
fo | lri'

avee S = ('*}«s)m——./.l ot 8y = {§5)m |- A
Aingt
Do) €D = pp.cam (@l Q).
D’apréa l’mégahm 1Quly = %. i~ on peut derire ¢, sous la Lforme @,
= Q11" ol Q% ost e puissance de ¢ ot ol

e Hlm'u |Qh

e -5~ Hi* < o Hi™" (avec o 1),  |QrY] <5 ag0” HY.
4

4
I est clair que D < D*D™, avee D* = p.pean. (QF-h ... Qnin-tm) eb

. 1l
D" = popem. (@PEH L Qi mtmy ‘
ied
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Ainsi
D* = max (@714 ., Qhtm—tn) g G- 1498
iel
ob :
DY @ RIS pyee 8, =m—A,
d’ofy

]D(l)l Q cg’trlﬂgl—-#)(1+0)r1[(&+8}'m-A]+,u(1+15)'r1(m—z1)_

Une borne inférieure pour Nj. Le méme type de ra,lsonnement
donme
|N(1)| = c;mrlﬂ'gl—l)rl[(}—a)m—A]_
ComorusioN. Il résulte de ces inégalités que

— I*
[ Ayl = o L HT,
avec

Er=1=D{F—a)m—AD]— (L u) (1 -+ 3 (E48)m—A]— p(1—B) (m — ).
En compmant‘aeci avee lo majoration de 1Ag|, il vient

E
H < &y
anrec

144

B = (=s)o— 01— s~ (TE) m— 1+ 20— ).

Les inégalités vérifiées par tous ces paramétres eonduisent & &>

- l/%:_;—«m On en tire H, < of* pour m assez grand. Ceel contredit H,

2 .
> exp (Tms), ce qui achéve la démonstration.

IV. APPLICATIONS

TrforEME 2. Soit ;p wn nombre premm g un entier tel que p > q =
Soit X = {nl0, n®, ..} une suile sirictement oroissante dentiers >0 tels

qire
0
&) e

Loxp | — m=—==] # nel
! ( l/loglogfn ) :

: e -~ [log3log2\Y*.
avec g, = Uentier le plus proche de (ﬁ) o 9§ = 4 (i__g_) 0 < a< 6.
Alors q a
PSR o
hmsup_(_«m-j— o0, 8 l<g< 2(6_@@.

5 — Acta Arithmetica XXII
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Démonstration. Cest la méme que celle de Mahlor ([27], p. 177)
a cecl préy quon utilise lo théorérne 1.
TukortME 3. Soil g2 un entier fiwé. Soit (§,) une suite de réels,
0 < &, < 1. Soit (w,) une suite de réels > 0 qui tendent vers Dinfing. Soit
{(m,) une suite d'enliers qwi vérifient
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Il en résnlte que

(1= = (1—F)v¥ ' = (F+1)2y sl N assez grand.

Aingi

0 < R.N < GQRTU+ 1

(.U
Y3y P, (1 + i e g )1 81 N asgez grand, ceci contrediti le théoréme de Liouville, done & et trans-
Ing ] 0& Yo cendant,
Boit {a,) une suile Pentiers .- 0 premiers & g qui vévifient
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Si on suppose que la suite (1—9,) w, tend vers Pinfind, et qi*il ewiste g > 1
tel que (L—9,)v tend vers Dinfind, alors le nombyre

E’:Za’ngwn

[2]

el
est transcendant.
Démonstration. Posons
N oi
' \ 1 o ul
Py = .{IWZ A "y Qe g, By = o Wl
wm o V- L
de sorta que
£ PN Ry 0
— N = Ry
Oy

On voit faclloment que (Py, @) = 1. Do plus,

. o]
0 < By < oy, 1 "V 4 2 §L By g TV,
MU
dona

0 < »RN“: SQ&IM(I i phw g ogloglog @ prllog ) 1%
< Qﬁl-—&(l--«&N)wN(loglt.ngﬂa‘qN)' 11'2,

si N agssez grand.
Supposons £ algébrique cle degré f. Appliquons le théoréme 1 avec
=0+l A=1, p=0, g =g, ¢, =1, ¢ =1, ¢ ontior arbitraire
premler avee ¢, ce qui et 1ég1t1me car (1 — )wn - 00,

On obtient b
lim sup 1og@y 1 = 00, 06 qui équivant & limgsup L .
(logQx)* ¥

Collectanea Mathematica, N. 169, Milano 1958.
Kurt Mahler, Lectures on diophantine approximations, Part 1, Notre Dame 1961,
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