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Introduction. Soit £ un compact du plan C de capacité d(F) > 0,
pour toute fonction f définie et bornée sur £ on pose:

on(f) = Inf{|[f —pll: pe Py}

ou Z, désigne ’ensemble des polynomes de degré <z et || || la norme unifor-
me sur E. La borne p,(f) est atteinte par un polynéme P,e 2, : o,(f) =
= ”f_-Pn”'
- Dans un récent article [5] Winiarski a établi le résultat suivant:
THEOREME. f est la restriction @ E d’une fonction entiére d’ordre o
(0 < p<< o0) et de type v (0 << T << o00) st et seulement si:

lim supn¥|[f — P, = d(E)- (egr)"™.

Dars le cas ou E est régulier ce résultat a été annoncé par Rice (Bull.
A.M.S. Janvier 1970). A notre connaissance aucun résultat analogue
n’est connu pour ’approximation polynomiale en norme L* (1< p < o)
relative 2 une certaine mesure x sur E. C’est ce probléme que nous traitons
iel, u sera une mesure finie positive admissible au sens de Widom (voir [4]).
Notre méthode s’étend trivialement aux fonctions de plusieurs variables
complexes quand on se limite, pour I’approximation polynomiale, & un pro-
duit cartésien de compacts de C de capacité positive. C’est dans ce cadre que
nous donnons le résultat principal (Théoréme 1); nous rappelons au début

quelques résultats connus utiles, tout en y apportant quelques complé-
ments.

A. Préliminaires. 1° Soit 2 la composant connexe infinie de 2 = [ E,

soit E le complémentaire de Q. {a,} désigne une suite de points extrémaux
de Leja [1] de E, c’est-a-dire:

I(an+1_an)(an+1_an—1) v (@ —ag)l = MGEXKZ—G?,)(Z—GR_I) v (2—ay)l.

On pose: L,(2) = (z—a,)(z—a,_;) ... (2—a;), Ly(2) =1
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LeMME 1 ([1]).
(a) lim (Max|L,(2)|)'" = Capacité de E.

n— zeE
(b) {L,} est une base (au sens de Schauder) de H(C) (espace des fonctions
entiéres), elle est une base commune de H (IZ’) (1) et H(C) lorsque Q est
régulier pour le probléme di Dirichlet.
2° Soit x une mesure finie positive et admissible au sens de Widom
sur E (voir [4]); pour chaque entier » il existe un polynéme W, (z) = 2"+
+ap 12" '+ ... +a,, unique tel que:
2= [ |W,(2)*dus = Inf [ "+ ap12" 4 .ot +aglduz.
E (agsa1,--r 2y 1)eC™ I
On désigne par L}, (E, x) le sous-espace fermé de L*(FE, u) engendré par
les polynomes. '
LEMME 2.

(a) lim (1,)'" = Capacité de E.

(b) {W,} est une base orthogonale de L(E, u) qui est aussi une base de H(C).

(e) S Q est régulier pour le probléme de Dirichlet, alors

lim (Max |W,(2)])' = Capacité de E

n—o0o zeE

et {W,} est une base de H (177).

Démonstration. Pour les parties (a) et (c) on renvoie a 1’article
de Widom [4] et au chapitre 2 de [3]. Il est évident que {W,} est une base
orthogonale de L} (E, u), montrons qu’elle est une base de H(C); nous
reprenons la technique utilisée dans [3] (chapitre 2, proposition 6)

Posons A = L%(E, u), on a:

(1) H(E) c. A

<, signifie ’inclusion continue. Il en résulte que toute forme lindaire
continue ! sur A est une forme linéaire continue sur H (E’), donc d’apres
le théoréme de dualité de Kothe il existe une fonction unique pe H o(!..'?) (3
telle que:

1(f) =<9,f> = [p()f(z)dz  pour toute fec H ().
'}'f '

Par ’application I — ¢ on peut identifier le dual A’ de A a un espace

hilbertien 4* de fonctoins holomorphes sur Q et nulles  'infini avee la
norme:
: ol = I1Lare
(}) Note. H (E‘) désigne I'espace des germes de fonctions holomorphes au voisi-
nage de £ muni de sa topologic inductive usuelle.
(?) Note. Hy(2) = {fe H(Q):f(0) = 0}.
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La suite {W,} est une base orthogonale de 4, soit {y,} 1a suite dans 4*
qui forme avec {W,} un systéme biorthogonal, ¢’est-a-dire:

Wy W = [9p() Wolz)dz = 8, ,.

(n+1)!

On a: p® (c0) = 0 pour k < n, pi"(o00) = 2im

ol = —
wnA‘_ln'

Soit G(z) la fonction de Green de Q avec pole au point oo, pour tout
> 1 on pose;

E,=Eu {ze Q: G(2) < logr}.

On voit que (W,, y,} est un systéme biorthogonal dans H(K,) X
x Ho(BK,) (1) implique: A* ., H,(£2) donc si ’on pose:

I, = {ze Q: G(2) = logr},
{I-]l, = norme uniforme sur I, on a:

(2) ”'/’n”r < Mr”wn”A' = Mra;l!

Maintenant si o est fixé dans G(Q.) et r arbitraire > 1 on a pour tout
£>0:
[Yallor < M(ry €)(1+e)" (rd(E))™"  (d(E) = Cap. E)

(on applique le lemme de Schwarz généralisé et utilise le fait que lim(4,)""
D’autre part Widom a montré que . log|W,(2)] converge uniformsé-

ment sur tout compact de C\Env. E (Env. E désigne I’enveloppe con-
vexe de E) vers G(z)—logd(¥), donc:

W, < M(r, e)(1+¢)*(rd(E)f* pour r assez grand.
On obtient ainsi deux inégalités qui impliquent que la série ' W, (z) x
0

Xy, (u) converge dans la topologie inductive de H (K, x{K,), ceci pour
tout r assez grand; la somme de cette série est évidemment le noyau de

Cauchy % ul—z puisque {W,, y,} est un systéme biorthogonal.

11 en résulte que toute fonction entiére f est la somme d’une série
unique 20 W, (z) convergent uniformément sur tout compact du plan,
avec C, = f f(2)y,(2)dz olL € est un cerele contenant E dans son intérieur.

{W,} est donc une base de H(C).
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3° Complément. Nous donnons ici un complément au lemme 2. Soit
une mesure finie positive sur E, désignons encore par {W,} la suite des
polynémes extrémaux associés a u.

PROPOSITION. Les propriétés suivanies sont équivalentes:

1 1/n
(i) imsup [Maxlw |- —] <1;

n—00 zeE An

(i) lim (4,)"" = lim (Max |W,,(2)|)"" = d(E);

n—oo n-»>oo0 zel

(iii) {W,} est une base de H(E).

La démonstration, que nous omettons, se fait par la technique déja
utilisée dans [3] (prop. 6 et Théoréme 7 du chapter 2). Voici une conséquence
de la proposition qui nous parait intéressante:

On suppose que FE soit une réunion finie d’arcs et de contours de
Jordan rectifiables; soit x une mesure finie positive sur EF absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue (notée m). On va montrer
que la suite {W,} associée a u posséde les propertiétés (ii) et (iii), d’apres
la proposition il suffit de montrer que (i) est vérifiée; on va utiliser le
lemme polynomial de Leja pour établir (i).

Posons: _
| W, = (i - [ a)
EY = {z< B: o"|W,(2)| =N} (0<o<1),
¥ _ ) BV,
On a: 0
m(EY) < 2”(EN ZNZ B N2(1—g
limu(EY) = 0.
N—o0

Donc, sauf pour 2 appartenant & un sous ensemble ¢ de ¥ avec u(e) = 0
(donc m(e) = 0), on a: limsup " |W,(2)| < oo.

n—00

Le lemme polynomial de Leja [2] donne: Ve > 0, 3 M, tel que

[Wa(2)| < Vz‘eE

e"

Ppiusque ’on peut choisir ¢ arbitrairement petit et ¢ arbitrairement voisin
de 1 (0< p<< 1) on a:

hmsup(Max[W 2))"<1 C.Q.F.D.

n-—>00 zeE
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B. Approximation polynomiale en.norme L”. Pour chaquei=1, 2,..., K,
soit E; un compact de C de capacité d(E;) = v, > 0, u, une mesure finie
positive admissible au sens de Widom sur E;. On pose:

K
E=”Ei7 = @ U® ... Qg -
i=1

On désigne par L5 (E, u) le sous-espace fermé de L?(E, u) engendré
par Pensemble des polynémes de K variables complexes.

Soit fe LP(E, u) N Ly (E, u) avec pe[l, co], pour tout entier » on
désigne par P, un polynéme de degré < » tel que

Def
If —Pollp = I — Pull o,y = Inf (|f —Pllrpgs, -

2, désigne ’ensemble des polyndmes de K variables complexes de degré < =.
Soient 4 un domaine cerclé borné et complet de centre 0, ¢ un entier
> 2, f une fonction entiére (de K variables complexes).
On appelle g-ordre de f le nombre:
¢ = lim log, M, (f, 7)+ (log7)™* (¥)

r—>00

avec M,(f,r) = Sup|f(2)|.

zer-4
e ne dépend pas de 4, lorsque pe 10, co[. On appelle (4, q)-type de f
e nombre: S
7 = limlog, \M,(f,r)-7""

Dans la suite A sera le domaine {ze C¥: |2,] < %}
THEOREME 1. Dans les deuxz cas suivants:

2<p< oo,

1< p<2 et les 2, réguliers pour le probléme de Dirichlet.

[ est u-presque partout la restriction a E d’une fonction entiére de g-ordre o
(0< o< o) et de (4, q)-type T (0 < v<< o0) 1 et seulement si:

ﬁn”ﬂ!f—Pﬂ]},’" = (eo1)'®  lorsque q = 2,

n—-o0
lim (log,_om) e |lf — P, = V¢ lorsque ¢ > 2.
n—>00
Démonstration. (a) Pour chaque ¢ =1,2,..., K soit {Li},..~
une suite de polynémes extrémaux de Leja associée a E; (voir lemme 1),
soit @ = (ay, ay, ..., ag)e N¥; on pose:

L,(2) = Lnlzl(zl)'Liz (25) ... Lﬁz(zK)’
{L,},.nE €st une base de H(C¥).

() Note. log,z = log(log,_1%), logex = =.
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(b) Soit {W?},..x la suite des polynémes extrémaux associée & (E;, u;)
(voir lemme 2); on pose:

Wa(z) = Wil(zl)'W?.z(zz) WaKK(zK)v

{W_ }eenE est une base orthogonale de L% (E, u) qui est aussi une base
de H(C¥).

(¢) Nous ferons appel au résultat suivant (voir [3], chapitre 2, ITI):
Si {4,}..yE €st une base simple de H (CX), c’est-a-dire une base telle que

1 .
—D*4,(0) =1 et D°4,(0) =0 pour tout f<L a (on écrit f < a lorsque
a!

B = (Byy B2y ---» Bx) avee ;< a,;¥;), alors pour toute fonection entiére
avec f = ) C,A, on a:

aeNK

) alllog,_,|
g-ordre de f = o = lﬁsup ll:‘%;'é']l—a” (laf) = a3+ ... +ag).

Lorsque ge ]0, co[ on a:

limsuplog, _, [la| (| & (M) si g > 2,

llaf|—>oo

(4,q)-type de f ={ 1 -
~ Timsup|lal (Gl 8,(A)WF i q =2,
0 afl>o

ou
= {2e CF: |2 < v},

0.(4) = vtv32 ... v K '= 1%,

(d) Nous considérons seulement le cas ¢ = 2, la démonstration étant
identique pour le cas ¢ > 2.
Supposons que f soit une fonction entiére d’ordre o (0 < p < o) et

de A-type z, on a:
f= EECLLM

aeNK

Hf—Pn”p<Hf_ ZCaLa nglc f— EGaLu!7
lall<n ' lal<n
If=Pall, < €| Y C.L.[ <" Y ICILI,
[lall>n la[>n

||| désigne la norme uniforme sur E.
D’aprés le lemme 1 on a: Ve > 0, K, tel que

L] < K,v*(1 4 &)l
done:
If —Pally < B, D) [Cals* (1 + ).

lei>=n



Approximation polynomiale 331

D’autre part d’aprés (¢) on a pour || assez grand:

(R
[l

e [(egr)”? + s]llall (14 s)ﬂa]]
If —Pll, < ¢t 2 Hallllﬂllta .

Calr* <

Donec:

llal=n
Par un calcul élémentaire nous en tirons:

hmsup%""Hf Py < [(eor)Ve+e](L+¢).

Puisque ¢ peut étre pris arbitrairement petit on a
limsup™® |f —P* < (0r)"".
Nous avons f = 2 B, W, avec:

aeNK

1 —
B, = ff'Wadﬂy
o )1

A = (P, - (B f, () f |We, I d.
Pour tout a avec |¢|| >n on a:
1 _
B, =7g,—Ef(f—Pn)W a

puisque i:f P, W,du — 0. En effet pour tout mondéme 2° — 281282, .. 2’k avee
IBl < la] il existe ¢, tel que B; < a; et on a:

K
[#Wadp =[] [4W. du
Or: E 1 £
fzfjﬂng dp;, = 0.
Donc: 0

P, est une somme finie de tels monémes, donc f P, W, du = 0. Ainsi
a-t-on pour 7 < ||d|:

1 _ Cte 1 1
B - f - <—' - — -_—"= .
|B,| ) (f Pn)Wadu‘[. 7 Lf — Prllp W alip (p +p, 1)
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Cas 2 < p < oo. Alors p’'e[1,2] et on a:

K
Wl < CIWally (Wl = [T IW5JL)
1
done:
Cte”f—Pn”p

|B,| < K
B

Soit £ > 0 (¢ < 1) pour tout a tel que ||a| soit assez grand on a d’aprés
le lemme 2:

Ao Aoy oo Ao =02 (L — )l
al 0
donc:
| Ba{»* (1 — &)l < O%|[f — Py
pour tout n < |a.
Maintenant en appliquant (¢) on a:
limsupn'e||f — P, /li" > (1 — &) (egr)™®.

n—Q
Puisque ¢ peut étre pris arbitrairement petit on a

limsupu||f — P[4 > (egr)¥e.

n—o00
L’inégalité inverse étant déja établie, on a ainsi:

limsupn'®[If — P,[," = (e0v)",

n—co

Cas 1<p<2 et les regulwrs pour le probléme de Dirichlet.
Nous avons alors p’e [2, o] et:
. K
IWlly < € [ [ 1Wiiig,-
1
Le lemme 2 donne: étant donné e¢e 10, 1[, pour |ja| assez grand ont

lieu les inégalités
A ey o AR =0 (L=,

a) 02

H IWE I, < #° (1 +e)lel,

donc pour » < |laf| on a:

1 — g)2 el
B || < -,

La suite se fait comme précédemment (cas p = 2).

(e) Supposons maintenant que f soit un élément de L?(E, u) N L5 (H, u)
tel que:
limsupa'|f —P,|;" = (egr)".

—00
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Montrons que f est u-presque partout la restriction & E d’une fonction
entiére d’ordre ¢ et de A-type z.

En tant qu’élément de L5 (E, x) f admet un développement en série

orthogonale f = Z B,W,, on a:
aeNK

B, = f IW.idu.
1 —
pour < flal: B, = g5 [ (f~P)W.du,

te

C
Bal <~y If = Pullp|

En raisonnant comme 2 la fin de (d), mais en sens inverse, on voit
que I'hypothese implique:

limsup (jal"® (|B,|»*)1l < (epr)¥e

llaf}-—~>o0

donc d’apres (e) la série S‘KB W, converge uniformément sur tout compact

aeN

du plan et représente une fonction entiére f de croissance < (ordre g,
A-type 7). 11 est évident que f est u-presque partout la restriction de f & E.

Il reste & prouver que f est de croissance (ordre p, A-type t), pour cela
on raisonne comme au début de (d), mais en sens inverse.

L’auteur tient & remercier le professeur J. Siciak d’avoir bien voulu
relire le texte dactylographié de cet article, en corriger une erreur
et suggérer quelques améliorations.
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