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ACTA ARITHMETICA
KXIT (1973)

Asymptotisches Verhalten einer diophantischen
Approximations-Funktion

VO

. Scuark und J. M. Wirzs (Berlin)

I sei die Menge der reellen Zahlen; N der natiirlichen, Z der ganzen,
F = R~% der nichtganzen Zahlen. Zu einem xe¢ R sei [z der Abstand
von der nichsten ganzen Zahl und [3] die groflite ganze Zahl < ». Weiter
gel me N, @ == {ayy «ovy o) e I und \ :
‘w(n) = inf sup min |gel.
ae i ged 1<t<n ’
In der vorliegenden Arbeit wird das asymptotische Verhalten von (%)
untersucht. Zuver seien die bisherigen Ergebnisse iiber c{n) zmsammen-
gestellt: L
Zu eineml 2 =- 2, ze N sei ¢ = [[p§f die kanonische Primzahlzerlegung

el
und %(s) = & bei nichtprimem z die Anzahl der verschiedenen Primteiler
von # und h(2) =k = 0, wenn 2 prim ist, Weiter sei |z, = minlz —gz|.
Dann ist nach [5], 8. 170: oeZ
(1) w(n) =inf {_a,_ welN,ze N, hiz)<n; es gibt ein k= (%, ..., Kp)e N"

az | ®

mit 0 < k< 8, 1 <4< nound max min [|ghf, < a}.
. sy l<ign

Nach [3], Lemumna 2, ist o(1) = ;j und nach [4], Satz 2:
1 .
vy < o) K ) fir =nz3.

Dabel ist w (n) = max {2| $o(2)--h(2) < n}, ¢ die Buler-Funktion., Nach [4],
Satz 1, ist w(l) == 3, w(2) = 5, w(3) =8 und '

6n—2) <wn)sni~—4 fir nz4
Cusick zeigte in [1]:

w(h) = fir m o= 9,...37 und ew(n) = 6(n—2) Hir n=4,..., 7.

w (1)
Vermutlich gilt w(n) = Lhw(n) fir alle n =1,
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Nach [5] ist
(2) lim —~(w)— loglogn = 3¢9,

00
alse
lim e (s)nloglogn < 46~ ¢ (0@ Buler-Konstante).

N0
Weiter wurde in [B] gezeigt

lim e (#)nlogn 3= 4o~

oo
In der vorliegenden Arbeit zeigen wir:
BATE.
lim o (n)nloglogn = e~C.
. ft—r00
Beweis. Nach (1) ist
m?ﬂ) = “:E{i aeN,ze N, hiz)<m; es gibt ein & = (ky, ..., k,)e N”

mib 0 < k;<2, 1<<i<<n o, dal ¢k = amodes fir
jedes ge[l,2] in einem % =%k, und einem a4 mit

@) = a losbax 1st}

Beschrénkt man sich hier nur noch auf die ge[1, «] mlb {q,2) =1,
so wird die Bedingung schwicher und das Supremum grofler. Ist (g, &) = 1_
und (,%) ==d>1, so ist fir die Losung von gk = zmods notwendln
und hinreichend: (&, z) = d.

In diesem Fall ]mt ¢k = zmodz bei festem » nund festern % mit (2, 2)

= (k,#) = d nach [4], Lemma 13, verschiedene Losungen ge[l, 2}

?(2)
N w{z/d)
mit (g, ) = 1.

Damit ist fiir ein festes %ye [1,
Lisungen ¢ mit ge [l

#] mit (k;, 2) == d die Anzahl 4, dev
, 2] un(l (g,2) =1L von gk; = emods mit 2| < o

¢ (2) RIOTAY
= A.nﬁ:hh] 13 11 Y i s ey ] ’ "
K (/df)[ der x mit o] < e und (2, 2) = d] i (“2 ’l.
foia

Die Anzahl der ge[L, 2] mit (g, ) == 1 ist p(#); de Anzahl der 7, mit
(k3 2) = d ist <% nach (1). Also folgt

ple) <nmax 4; = nd

und Isgdssn |

| 1 7 | ¢(z)
e upi— | T g
01(41,)\,,,,;%{0. A s‘ﬂ}’

icm
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bzw.
1 g -1
= sup s —|¢l— [21} S
w(®)  geala d oy
L
Mit 2/d = &', [a/d] = o' < a/d ist
2 ]
i ! f-—3 3 .
ZsZ g = ey ma >,
(z,2)=d (e, 27) =1 .
lEl<a ]

also mit § .3 1 = 3 1 =¢(a) (verallgemeinerte Euler-Funktion)

{2}l (o0, 2) =3

x| %@ Iszsa
z| oz }
= — | S R
@ S < 0 S <
Ist @ = 1, dann ist ¢{a¢) = 1 und wir setzen
(O o (n) =max{z gg—gn},

(wegen g(2) — oo darf hier sup durch max ersetzt werden).
Mit (3) und. (4) verliuft jetzt der Beweis so: Nach Lemma 1 ist

(B) i —— ) loglogn = te™?

neson U(
Sel n¢ N und weiter selen 2 = ” Pty ae N mit (2)/24(a) <n vorgs-
geben. Ist a = p,, dann folgt mitb Lemma 2:
(6) | %g%%%gi’m.
Ist ¢ < py, dapn folgt mit Lemmsa 3:

w) «;((:2)

17w fir % 3= ng.

2
(T} Es gibt ein 2’ = ” mib <.

‘Wegen (5) gibt eg ein nye N' mit v(n) =
Daher folgt aus (6) und (7):

1
<o(n) fir %> 0.
o (1)
Alpo iat:
1 1 .
e 5 () 5 fiir # > n,.
2 (0} W (%)

Darans folgt mit (2) und (5) die Behauptung des Satzes.
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Lemia L.

loglogn = Y~ ¢

lim
R0 v

Beweis. Sel g die i-te Primzahl, also ¢, = 2, ¢y == 3 usw, Wihlt
h

man in (4) speziell #, = [ [(g; 1), dann ist v(m,) = ”quL and
fast

=5l 16-5)
lim 1 11 (1—~-—) loglog ] 1 ;=

Jr—rc0

Nach [B] (3) ist

also

. Uy
lim ——-loglogs(ny) = 3¢

Y %h)

Daraus folgt fiir hinreichend groBe m,: #y, < #(n) < #g; und woegen
logloga? = log?2 +logloge folgt

Jim -————Iorvlown,h e e C
fesca D {2p)

Wegen der speziellen Wahl der «, ist

lim loglogn == }e~C

firon U ('ﬂ,

Mit w(n) < o(n) und (2 ) folgt: die Behauptung.

Lavoaa 2. Sel & = ﬂ pitound @ my,. Dann qilt

ek

= Ny A
dla) = D> 1< G
L
(M, &)=l

Beweis. In [2] wurde pazeigt, dad fiiv a 2= py,, o w108 gilb

15 iz
| s <5 L2
Die Ringehrénkung oz 10 kapn fallengelassen werden, wenn man auf
der rechten Seite eine grofere Konstante in Eauf nimmt. Dabei geht man
aug von der Ungleichung

ARG

' 1 a?
— L2 ), b m
p(2) a ¢ Og(za)(loga | a)
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in [2], 8. 213, wobei a>1 und C die Fulersche Konstante ist. Sei nun

1

—]7:)- wmd = (2a),
¢

dann. ist

2 ¢la) C‘(E 2log (2a)
s |

B

Die rvechte Seite fdllt monoton fiir « = ¢/2, so daB gilt

a 1
e _$lo) (1 e ve+1)<ze (1.6066 +-0.69)
G

= ¢%-4.5932 < 8.2 < g

g

L .

Luvma 3. Sei 2 =]'[p$ieN, ae N mit a<p, und ;ﬁ W= 3 L
=1 {(x, 8)=1

Dann gibt es ein &'« N mil ¢ = 2/a und ¢z (2)/8(a I<a<a

Beweis. Zom Beweis werden folgende 4 Faﬂe betrachtet:

I. 242 oder a< 2.
II. 2jz, o= 3 und 24({a)

ITI. 2], w:>5 2d(a) > a und h <3,

IV. 2iz, &= 3, 2¢{a)> o und h > 4.

I Fir a = 1 gilt die Behauptung wegen ¢(a) =6 = 1 trivialerweise
mit " = 2. Ist @ = 2 und 2|2, dann ist f{a) = 1, und mit 2’ = 22 folgt
die Behauptung.

Hei also 242 Wegen ¢ < p;, gibt g ein ae N mit g, < 2" < 3 (p,~1).

Hei 2’ = 2“—~. Dann ist &/ > —.
I’\h &
Ist @), = 3, so isl

N el ‘P(z) Q’J(B’) 99(?3)
P STy S

Ist ¢ == 1, 80 ist

ple) _ olz) _ o)
el STa S

pla) = 2o

Damit ist der Fall 21« erledigh, und zwar fir beliebige & < py.
IL. Bei 2]z, a2 3 und 24(a) < 4. Wegen 2|z und 3 < @ < g, ist b =2
und wegen 2¢(a) < a ist ¢{a) < pu/2.

2 — Acta Avifhmetlca XXIL2
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icm

) Sei ch;\/z. Dann gibt es ein ae N mit 2%
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a) <y < 2 {a). Ist ¢, = 2, dann ist
2
Sei 2/ = 8%~ Dann ist &' >~ #»—und ple) el _ o)
2 = < < .
ph ¢( ) . tP('?”)"-- pg““l a (}5(0’)
, L2 g2 » ' .
p(a’) = 2% —= < e IV. Sei 2lz, ¢ = 3, 24{a} > a und &k = 4. Ist ¢ gerade, 50 ist 2¢(a) < a.
P %(a) Also ist o nngerade. Ist p, < a, so ist 2h(a) < a. Also ist 9, = 2 < a < Py,
2) 8ei ¢, = 1. Dann gibt es ein ae ¥ mit p, < 2%a < 2(p, —1). Sei d(a) = (6-+1}/2. Wir unterscheiden jetzt folgende 3 Tille: a) a = 3;
! a 3 of i : b) @& = 5, G) = 1.
¢ =2 'S Dann 186 &> -~ und a} @ =3, dann ist P, =5, é(a) =2 und mit =4 folgt pthPs
‘ 11 > 9. Damit gibt es ein ae ¥ mit p, < 3*2* < 2p,, also p, > pp—1
ola') == gﬂvflz) < 2%@1 < _qi(i)m =329t
’ Pl @)
IIL. Sei 2i%, ¢ = 3, 2d{a

Mit ¢ = —2°3 > Z folgt dann
)>a und 1< 3. Wegen 2J2 und 3 < a < p, Pn 3
ist &2 2. Also 2 TR << 3. Ist @ gerade, 50 15t 24(a) <C . Also ivt @ ungerade.
Ist p, < @, 50 ist 2¢(a) < . Also ist p, > ¢ und ¢(a) = (a-+1)/2.
Wir unterscheiden jetzt 2 Pille: a =3 und a > 5

p{2) 4 () ol@)
Py -{ 20-}—1 < 2} < —L = .
| R Ry 17
a} & = 3, also ¢(a) =2, p,=5. Ist 9, =5 oder p, =7, 50 sei b) & =5, dann ist p,>7 und mit h=4 folgt PP =13 >3
. 3_2_ - & _® Pann ish = 3a/2 oder ¢ < $p,,. Ist p, = 13, 50 I8t p, < 2%3a < 2{p;—1). Ist p,, = 17
7= P 3 a4 ann. 13 > 3a, 50 gibt es ein ae N mit p, < 2°30 < 2(p,—1)
R A GNP 1 Mib # ~ —-2°3 > - folgt dann
T pa-1 8 dla) \ Pa @
; ; : ; 4 2 p(2)
Ist py 2= 11, dann gibt es ein ae N mit p, << 2*°3a < 2p, hzw < 2°3¢ : n < PR 9o+l o el = .
g . Pzz ?2 P2 pla') 1 < a plz) < a1 ®(7) : (@)
< 2(p,—1). Bel 2’ = 23—, Dann ist #' > — und . 0 .
Py @ ¢) a7, dann st P, =1L und @< P, < I, < 0.0y, also 3a
. getl 4 4 »{2) (%) < 2pyp),. Daher gibt es ein aeZ, a0 mit p,p, <2°36 < 2p,P;
) —— = R )
p(2) < w()p TSR = el < 1) Mit & =
b) a5, alse p, = 7 und ¢{a) = (a+1)/2 < ia

2°3 > — folgf; dann
D2
o5 e .
b;) Ist Ba < 2p,, dann gibt e ein aeZ, a0 mit p,

< 2"3a < 2p,.
un & . L2
Sei 2’ = 2"83 —. Dann ist 2’ > — und

ple) 1
‘ P o R— L
- PO S G -1
Ta a Nun ist _ _
-1 43 3 512 513 3
gt 4p, 4 0 o (2) P Pp_ o7l (a'_ll) <(-8—) =< =
2 < o €7 s o (2] e (@) L i, — =\7!] ’
P(&) < gle )pv~1 Sa(p,—T) gle) < Gy P <o) S iia) Ps—1 pp—1 @ a 7 343 342 2
by) Sei 3a = 29, aLso 2192 3a < 3p, baw. 2p, < 34 < 3{p,—2). Bei also patl 9°3a 9
3z . 2
o F ‘ < - <
Y T, DB | (pe D) (r—1) ~ (@ ¥ D) papn a1
Ist ¢, =1, dann ist . : und damit
ey < 20D 208) _ ol

_ oy < 228 _ D)
Pl el T gla) atl 4@’
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Amélioration de la majoration de g(4)
dans le probléme de Waring: g{4) < 30

par

Frawgors Dress (Talence)

1. Historique. Introduction. Nous nous proposons de démeontrer, par
une méthode élémentaire, la majoration g(4)<'30. Auparavant, nous
allons rappeler Ies résultats obtenus jusqu’d prégent dans le probléme de
‘Waring pour les puissances quatriémes.

On désigne traditionnellernent par ¢g(k) le minimum de 9, tel que tout
entier positid soit semme de p puissances k-idmes (entiers positifs on
nulg. Historiquement, et si on excepte le théoréme des 4 carrés de La-
grange, le cas des puissances quatriémes a été le premier oh I'existence de
g(k) fut établie: Tdouville ([7], 1859) démontra Pexistence de g(4) eb
donna la majoration g¢(4)< 53. Nous allons tout d’abord rapporter sa
méthode, car elle est & la base de celle gque nous utiliserons dans notre
démonstration.

On considere Pidentité

6@+ a+a+a = D (a+a)'+ Y (a,—a)* = By,
<y i<j
en désignant par B, un entier qui est somme de p bicarrés (en fait, l’!identité
que noug donnong ici est duee & Luecas, mais celle quutilisait Liouville lui

est équivalente). Comme tout entier est somme de 4 carrés, on obtient
ainsi

6a® = B,,, pour toub a,
puis _
_ B = 6 (a4 b2+ 2+ d%) = By, Dpour tout m,
et enfin, comme tout entier # est de la forme 6m4-h-11 (avec h = 0,1,
ciey BY ‘
f o ,853,‘ pour tout n, ie. g(4)<b3.

Les améliorations de la majoration de g{4) obtenues jusqu's présent

. par des méthodes élémentaires utilisent essentiellement deux remarques:



