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Ramanujan-Entwicklungen stark multiplikativer
zahlentheoretischer Funktionen

yon

Worraane Scuwinrz (Frankfurd am Main)

1. Einleitung. Ramanujan [9] hat die nach ihm benannten Summen

. -
(1.3) - ey () = Z M(g) = 2 exp (271@'3-%)
) dlfa, ISy 1
. (. q)=1
in die Zahlentheorie eingefithrt und zur Entwicklung zahlentheoretischer
Funktionen f in der Gestalt

(1.2) Fin) = Dl ag e,(n)

. =1
benutzt; weitere Bntwicklungen dieser Art gaben Hardy [8] und Car-
michael [1]. Allgemeine Sitze dber die Entwickelbarkeit zahlentheore-
tischer Tunktionen in der Gestalt (1.2) leiteten Delsarte [6] und Wintner
[13] her (1): Bezeichnet f': N -+ € das Mobiusbild (%) der zahlentheo-
retischen Funktion f: N — C, so ist die Bedingung : :

S ipm< e

=1
hinreichend fir die Existens der Entwicklungskoeffizienten (2)
(1.3) L i PRGRAD
L.t L i 1 11| Bnd i . .
Coplg) wew N & a

™) Ans (12], Sady 2, lolgt, daB tir jede zahientheoretische Funktion f eine
Folga gy = Y by, gty (endlicher) Linvarkombinationen von Ramanujan—Summen
exigtiort, so dall tir alle natitrlichen n die Bezichung limgr (n) = fin) gilt.
k-roa

(®) b fim) = 3 uidy-fin/d).
dfne -
(®) Hat f cine Dargtellung (1.2) und konvergiert 3 lagl-z(g), 80 haben die Ent-

. [
wieklungekoeffizienton 4, notwendigerweise dio Gestalt (1.3).
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330 Wolfeang Schwarz

Ist sogar

" _ 5] v(n)

n=1

konvergent (wobei 7(n) die Anzahl der Teiler von n bezeichnet), so kon-
vergiert die Reihe (1.2) mit den Entwicklungskoeffizienten (1.8) fir
jedes n absolut, aber nieht notwendig gleichmiBig, gegen f(»). Fir gewisse
multiplikative Funktionen (*) hat B. Cohen 2] die Bedingung (1.4) abge-
sehwicht; er verlangt nur noch

o

(1.5) Z If ()] < oo.

=1

In dieser Note wollen wir uny auf Ergehnisse iiber die Mittelwerte multi-
plikativer Funktionen vom Betrag < 1 sfitzen (man vgl. [6], [7])}, um
Ritze {iber die Entwickelbarkeit solcher Funktionen in der Gestalt (1.2)
anzugeben, Wir beschriinken uns aul stark mulliplikative Fanktionen, die
fiir alle ne N die Bedingung

fn) = H f(p)

erfiillen, bzw. auf 2-mulliplikative Funktionen, die fir alle ne N die Be-

dingung
*n) - [ [fip)

pim

erfﬁllen, bzw auf wvollstdndig multiplikative Funktionen, die f(n-m)
= f(n)-f(m) fiir alle #, m erfillen.
Belsplele fir stark multiplikative Funktionen sind etwa die Funk-

. ¢ () . e
tionen n — > exp (2riw(n)), ein-Beispiel fiir eine 2-multiplikative

Funktion ist jede Potenz p* der M6bius’schen ,u-FunktiUn (ke N).
Ist f nach (1.2) entwickelt und konvergiert D lagl-T(q), 8o existiert
der Mittelwert

und es gilt M (f) = a,. Wir werden im folgenden fiir reellwertige, stark

multiplikative Funktionen f vom Betrage | fls1 umgekehrt zeigen, daB

" {*) Némliel fir mﬂltiplikﬂtive Fullkﬁﬂnen #, fiir de 7' vollstéindig muléiplikaiv
ist. :
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die Existenz von M(f) und die Bedingung (*} M(f) +# 0 die absolute
Konvergenz der Reihe (1.2} gegen f(n) nach sich zichen.

2. Ergebnisse. Es bezeichne # die Menge der komplexwertigen
zahlentheoretischen Funktionen f vom Betrage |f| < 1, deren Mittelwert
M(f) existiert und ungleich Null ist; #, bzw. #, bzw. #; bezeichne die
Untermenge der stark multiplikativen bzw, 2-multiplikativen bzw. voll-
stdndig multiplikativen Funktionen aus #. Wir zeigen zunichst

8amz 1. Sei feF, und reellwertig (°). Dann existieren die durch (1.3)
definierten Koeffizienien a, = a,(f), und es ist ()

(21) g =M Q) Hl —f(» ”(H f——a(pz);l)u

- pig vl
Die Quotienien
(2.2) : ay = a7t a, = (M) a
sind 2—muitz‘plikwtiw Funlitionen von g, die Reihen Z‘ ] und %' ] *leg (1)]

sind konvergent, und fir alle natirlichen n besieht die Gleichung

=2

(2.3) fln) = Z g+ e{n).

g=1

Schlieflich gilt die Parseval’sche Gleichung

e Zcp ol = M |f|)—[p](1+if%l——1).

Genauer 1iBt sich die Menge # der reellwertigen Funktionen fe#,
wie folgt charakterisieren.

(*) Es igt verniinftig, M (f)+# 0 vorauszusetzen. Ist nfmlich f: Nws € multi-
pllka‘tw, Ifl < 1, B(f) = 0, und existierl zun jedem reellen a ein r > 1 go dafl f(2%)
# —2%r gt so sind alle

1
Myf) = lim —
df _Na-oON

N o =
D fm=0
W N, n=0(d)
und wegen (3.2) sind aueh alle gy = 0.

(") Nach Halisz [7] existlert der Mitbelwert M(f), wenn f reellwertig, multi-
plikativ und vom Betrage < 1 ist. '

f(p)-l)

5/

(") Aus M (F) + 0folgt nach Delange [4], daB f(2) # —1, also stets (1 4
# 0 ist.
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gusanz 1. Sei 7 die Menge der Folgen {@}g-ys,... 7eelier Zahlen,
die folgende Bedingungen erfiillen:

(@) ay # 0, @ = a7 ' ay ist 2-muliiplikativ in q;

() —2-(p—2)" < a, <0 fitr alle Primeahlen p =3, ay < 0;

(1) 13(1+|a;|) < oo;
) “l'{]“‘“ﬁ) = 1.

Dann ist dic Abbildung Ty, die jedom feF{) die Folge {a,} der Ent-
wicklungskoeffizienten nach (1.3) zuordnel, eine bijektive Abbildung von
F0 auf 21,

Fir komplexwertige Funktionen kénnen wir nur ein schwicheres
Ergebnis beweisen. :

sarz 17, Sei f eine komplezwertige Funktion aus & (Y. Dann existieren
die Koeffizienien a,, es gelten (2.1), (2.2) und (2.4).

Nimmt man zu den Voraussetzungen von Satz 1 noch die Konver-
genz der Reihe

' 1
(2:5) D)

»

hinzn, 8o erhilt man

Sarz 17, Fir die komplexwertige Funltion f seien die Vorausseloun-
gen von Satz 1’ erfillt, wnd die Reihe (2.5) sei konvergent. Dann konvergieren

die Reihen
Z’ lagl  und 2 lwch(ﬂ,_)! ;
q k4

und es gilt fiir alle ne N die Gleichung (2.3).
Fir 2-multiplikative Funktionen gilt entsprechend

 Bamz 2. Sei f aus F, recllwertig. Dann ewistioren die durch (1.3) defa,-
nierten Koeffizienten agy es ist a, = M(f) # 0, fzmd dff,e Punletion q — ty
= a7V o, ist muliiplikativ; fir Primzahlpotenzen p”

=5t oo o 27 )

(2.6) N T I&TE.)_)"I
' plp—1) - (H":p ’

8y Die Existenz von M{f) kann jetzf. nicht mehr gefolgert werden, sondern
mull vorausgesetzt werden {(man vgl., [7], Satz 2} .

icm
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Die Reiken 3 |a, und 3 |ag|-le,(n)| konvergieren, wnd fir jedes o gilt
die Gleichung (2.3). Sehlieflich besteht dic Parseval’sche (Heichung

IY (1+ )Iz—} If;i)lﬁ)'

Genauner 1486 sich, wie frither, die Menge £ " der reellwertigen Funk-
tionen aus F , folgendermafen charakterisieren.

ZUsATZ 2. Sei o/ die Menge der Folgen {ag}qgl’z,_'_ reeller Zahlen,
die folgende Bed@‘%g«uﬂgm eifiillen.:

(2) @ # 0, af = a7" w, ist multiplikativ in 0 G = 0 fiir alle Prim-
zahlen p und olle a2 3; 1+ (p—1) ap-+p(p—1) agr = 0;

Dy —-
() — s -
(v} ]—[(1+ lag|) < oo;

al H(l ay) = 1.

. Dann @st die Abbildung T,, die jedem feF" die Folge {a,} der Ent-
wicklungskoeffizienter, gemdaf (1.3) zuordnet, eine bijekiive Abbildung von
F auf 0.

Fiir komplexwertige Funktionen aus #, kann nur (2.5) und (2.8),
aber nicht die Konvergenz der Reihe ) |a,| behauptet werden. Die Kon-
vergenz dieser Reihe und (2.7) folgen wieder wie :Eluher, wenn die Kon-
vergens der Reihe (2.5) vorausgesetzt wird.

Zw(q 2,1t = I(IFP)

I fir aile Primzahlen p;

Fiir vollstindig multiplikative Funktionen f, dh fir solehe, die
f(n-m) = f(n)-f(m) fix alle n, me N erfitllen, gilé schliefilich

Sarz 3. Sed fef/‘f’g reellwertig. Die durveh (1.3) definierten Koeffizienten
existieren domn, es ist

(2.8) 1 = M(f)

P gu(g)ﬂd),

die Reihen Y |agt, 3la,c,(n)| konvergicren, fir jedes # gtlt (2.3), und e
besteht die Parsevol sche GHeichung.

Fir dic Menge #{) der reellwerfigen Funktionen aus #; gt wic
frither der

Zusarz 3. Bs bezeichne /8 die Menge der Folgm {a,} recller Zahlen,
die folgende Bedingungen erfillen:

() @y % 0, ay = a7 a, ist multiplikativ in g,

. . (1 S A L
e ==ty {-2—9- (p —1)64.;—1—5-} fir alle a2 2 und olle p;
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@) — 2 <al< 0 fir alle p; Wegen f(d-m) = f(d}fg(m) folgt
pL | .
(1) H(1+|a*|)‘< o , Ma(f) = —M(fa),
al H —ay) = 1. und mit
M(f) = -1 —
Dann zst die Abbildung T,, die jedem feF) die Folge {a,} gemip (3.4) (f) I;[ {1 +27{f(p) 1)}

(1.3) zuordnel, eine bijektive Abbildung von FY) auf o).

Wie bisher bleiben fiir komplexwertige Funktionen, fir die M(f) # 0 erhilt man die Behauptung von Lemma 3.1.

exigtiert, nur (2.8) und die Parseval’sche Gleichung bestehen. Unter der Wegep (3.2) und Lemnma 3-:} oxnistiere'n offenbar die Koeffizienten
zusitzlichen Voraussetzung der Konvergenz der Reihe (2.5) bleiben alle ag; e bleibt deren Berechnung. Zunfchst ist
Aussagen von Satz 3 erhalten. ' - 5.5) L ()4, = Z,u(—q) -f(d)-n(1+ f(p)_l)—l

3. Beweis von Satz 1. Aus der Bedingung M(f) # 0 folgen nach ’ ‘ < d L P :

Delange {[4] oder [5]) die Konvergenz der Reihe _ . . ‘ )
Ist ¢ nicht quadratfrei, so existiert eine Primzahlpotenz g, o = 2. Man

1—f(p) - zerspalte Xin (3.5) in ¥ + 3 + 3, wobel 4, alle Teiler von ¢ der
(3.1) Z — ' e die  dle e
I P Gestalt 7%+, d, alle Teiler von g der Gestalt 71, mit (£,7) = 1, und d,

alle restlichen Teiler durchliuft. Wegen des Faktors u(g/d) in der Summe

und die Bedingung f(2) # —1. Aus (1.3) und (1.1) erhilt man leicht ist 3 =0.In Y und 2 durchliuft ¢ alle Teiler von ¢/r*, und wegen

dylnt &
(3.2) ay = _L-Zd.ﬂ(g_).ﬂ[d(f)’ wler ) = —,,L(qw“(“"‘)t“ ) heben sich die beiden Summen gerade weg, .
p(q) £ d ' : dh. es ist @, = 0 fiir nichtquadratireies ¢.
Bei nun ¢ guadratfrei. Filr dlg ist dann p(g/d) = p(g)-x(d), und man
speziell also &, == M (f); hierbel ist erhilt mit (8.4) _
: 1 - #4q) flp) -1\~
3.3 My(f) = lim =- n). M)}y = —— {1——f(p)-(1+——_m
(33) i) = lim 5 D) | Oy 0, = H ) b
_ R n=ol? was zu (2.1) dquivalent ist.
Lieicht zu zeigen ist folgendes Die Multiplikativitit von aj = {M(f)} 'a, ist offensichtlich. Wei-
Levoaa 3.1, Fir (komplezwertiges) feF, gilt terhin igh mit (2.1)
_ Jd) fpy— f(ﬁ o1 ” { - f l flp)—1 "1}
M =i ot e 8 1 1 I A —
) = [ [ =) M(f): ]] 14 . Z sl < [Javian =] [ e
nid nld Heild Pesl)
Beweis. Wir definieren die stark multiplikative Funktion f; durch « oxp {Z ( A i{ (V__)Jm;_ 5! (39 ))}
: Pl ’
fall d ‘
filp®) = \f @), alls p{d, Fir reellwertige Funktionen ist 1—£(p) == 0, also Y'p™" [L—7(p)| wegen
: 1, falls p|d. (3.1) konvergent, und dis Konvexgenz von »’|a,| folgt. {Iir komplexwer-
Dann ist |fzl <1, f3(2) # ~1 und die Reihe 2 “HL—f2(p)) konver- tige Funktionen ixgt hierzu die Konvergenz von 2}?“’"-\1wf(p)\ vorausge-
giert. Nach Delange [4] existiert _ setzt worden.} Wegen |e,(n)| << n-w(n) konvergiert auch 2'|ago,(n)|.
. ‘ Demmnach wird ¢
= 1 “Hfi(p)—1)) # 0. .
IP_I +2 (fd(p) )) = Eaa (‘q ’ﬂ - jli[(f)-n{l + a,;‘,a!,('n,)}
. a=1 P
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it M(f) = ][t 7 f(p)—1)} und.o,(n) = —1 i ptn, ey(n)=p—1
fiir p|n, erhilt man nach kurzer Rechnung

o<

gagcg(wz):g(1+j(p; 1) Q(H'piff )><
[Tl -

algo ist (2.3) richtig. :

Die Gilltigkeit der Parseval’schen Gleichung kann im TFalle reell-
wertiger Funktionen leicht aus Ergebnissen aus [12] (Folgerung 5) erschlos-
sen werden. Man kann aber sowohl fiir reell- alg auch fiir komplexwertige
Funktionen die Parseval’sche Gleichung leicht direkt verifizieren:

= H Eﬁ{“" ) =1 (p—1) 11— F(p)].
=

Nach kurzer Rechnung wird dies gleich

fip)p 71)

- [0

D<@
Da dies fiir alle @ stets < 1 bleibt, konvergiert 3 |a,l?* ¢ (g), und im we-
sentlichen dieselbe Rechnung wie eben gibt die Giiltigleit von (2.4).

Ist fe#{7, so folgen («) und (y) des Zusatzes 1 unmittelbar aus {2.2)
bzw. der Konvergenz von 3 |a,|, wihrend () und (3) sich leicht aus (2.1}
(mit (3.4)) ergeben.

Ist eine Folge {b,} aus +7{"” gegeben, 50 definiere man eine zahlentheo-
retische Funktion g durch

Z batg{n}.

Nach kurzer Rechnung erhiilt man

gy = [T{1+1—a})"" pay),
Dl
d.h. g ist stark multiplikativ und erfillt |g| < 1 (nach (B)). Da g(2) % ~1
und 3'p H1—g(p)) konvergent ist, existiert I {g) # 0 nach Delange
([4]). Nach Satz 1 existieren folglleh die E:utmcLlungbkoeifmen’fen a (g,

und eine kurze Rechnung mit (2.1) ergibt a,{g) = b,. Somit ist die Abbil-
dung Ty: #1 > M(”J surjektiv. :
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Sind f, ge# und ist T (f) = T.(g), so folgt aus a, () = a,(9)
und (2.1), dab f(p) = g(p) tir alle p gilt, also ist f = ¢ und T, injektiv.
Die SBitze 2 und 3 werden durch #hnliche Rechnungen bewiesen.

4. Von Delange ([4], [5], man vgl. anch [10]) stammt folgendes
Ergebnig: Ist f eine (komplexwertige) multiplikative Funktion vom
Betrage |f| <1, und konvergiert die Reihe

(4.1) Dpt—

80 exiytiert der Mittelwert M(f).

Im Spezialfall reellwertiger multiplikativer Funktionen exisiert fi
diesen Satz ein sehr einfacher Beweis, der im folgenden dargestellt werden
goll. Wir zeigen:

Ist f eine reellwertige muldieplilkative Funlkiion wvom Betrage |f] <1,
und konvergiert die Reihe (4.1), so ewistiert der Mittelwert M (f).

Beweis, Wohlbekannt ist, daB aus der Konvergenz von

(4.2) D)

n=1

die Existenz von A7 (f) folgt. Denn es ist filr # — oo

Zf(%) mzzf(d)=2f(d) ( +0(1) x g

L nagx din d<a

"d .
Mirais M+ > ic(z_)_‘_.m _ ot}

weil ndmlich

dex d=vz Vo <d<e
ist, und M(f) = 3 &' f'(d) existiert. Es verbleibt somit der Nachweis
=1

der Konvergenz der Reihe (4.2). Aus der Multiplikativitit von |f| folgtl

die Abschiitzung .
e[l TP
5 ?

Z a|f (d
‘ ALY 21 o R
\oxp{ﬁ}w :p "4-42 p—-l)l

Wegen |f'(p)| = [f(p)
ist né‘j a1 (@)

Bebauptung folgt.

—1| = 1~f(p) und der Konvergenz der Reihe (4.1)
fiir alle o gleichmifig nach oben beschrinkt, und die
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I k. I
On the diophantine equations n @y Ewi =% and 25_::_ _ a*
0 ¢ k.2 4

by

C. Viora (Pisa)

1. Intreduction. We are concernsd with the equations

It k
(1) [[#~Yoi=n

andl

% 1
@) M._

a -
’ni

.

0 i
where @, & and » are given infegers and the unknowns o, take positive
integral values. Rquation (1) was first copsidered by Schinzel [9] in the
case n = 0; he observed that for every k there exists a trivial solution,
namely (1, ..., 1, 2, k4 1). Misiuvrewicz (quoted in [9], Bemerkung) proved
that in the case n = 0, apart from any permutation of the @;'s, equation
{1) has no solutions different from the trivial one’ when k+1 = 2,3,
4, 6, 24, 114, 174, 444, whilec for any other % < 1000 there is at least one.
other solution('). Later Schinzel conjectured (see [2], p. 238) that
there is & % > 1 such that, for cvery suffieiently large =, (1) is soluble in
integers »; > 1. Note that equation (1) has for any #, k the trivial solution
(Lo, 1, 2,04 1),

Leonardo Pisano [5) proved in 1202 that for any a > 0, n > 0, there
Is a & such that (2) is soluble with @, «# @, for © # j; obviously % depends
on a and #. Many authors (see o. g. {31, [4], [8], [10], [11]) have been
concerned with related problems; w classical topie is the investigation
of conditions for a positive rational number to be the sum of distinet

* Rosearch supported by Consigho Nazionalo delle Ricorche.

() Note added in proof. With the aid of a computer, the result of Misiu-
rewiez huas  been oxtended o wll e 10% (Amer. Math, Mountlhly 78(1971),
pp. 1081-1022).



