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Uber Bernoullische Zahlen in reel-quddratischen
Zahlkorpern
VoI

erveron Laveg (Kolhn)

I. Einleitmog. s sei £ ein reoll-quadratischer Zahlkorper mit der
Diskriminante d, > 0. Bezeichnet dann £(s| W) die Zetafunktion einer
absoluten Tdealklasse 2 von £ und L(s| ¥U,) die L-Funktion einer Ideat-
klasse U, im engeren Sinne [10], so sind fir nativliche Argumente % 2= 2
die Werte -

(1.1}
4 (dh) 1% e oo
—_‘)mm-;:i*mf (20| N), falls & = 2h gerade ist,.
Bk U) = ‘
A (40 )'cT”" ! . o
o w--wﬁ« 7} = L2k +1|A,),  falls kb = 2k --1 ungerade ist,

rationale Zahlen [27, [7], [8], [L11], [13], [14]. Nach B. Iecke [6] sind
diese rationalen. Zahlen B (k| ;) —nach geeigneter Normierung — als ein
Analogon der gewdhulichen Bernoullischen Zahlen B,, anzusehen. So
bleibt insbesondere die Frage zu bheantworten, ob fir diese Bernoullischern
Zohlen in reall-quadratischen Zahlkirpern eine dhnliche Charalkterisierung
der Nenner und ecine entisprec hende Partialbruchzerlegung besteht, wie
gie fm Satz von v, Btawds wnd Clausen fir die gewothnlichen Bernoulli-
gchen Zahlen formuliert wird.

~In [9] ist versucht worden, die mégliehen Nenner von B(24] QI%)
genauer zu bexchreiben, wobei sich die dort durchgefithrien Boweis®
ohne Schwicrigheiten aueh anf die TTnthudmm., von B(2h-4 1] gy py)
tibertragen Jussen, und es wurde Dowiesen: Ist &y, Iauptnenner der

4N - . . oy .
Zahlen (m#) By By s 50 It (1 B(2A]Uyy) eine ganz-rationale Zahl, T fol-
genden soll vimtersucht werdon, wann Primteiler dor Digkriminante dg und
dor Komponenten , v der normpositiven Grundeinheit &, = §(u-- feﬂ/ci,-_,

> 1, N{e,) =1, von £ im Nenner von .B (k] ¢, auttreten. Fir den Hall,

daB 2k-4-1 = p eine Primzall ist, gelangt man fie diege Primzahl p sogar
zu einer genauen Partialbruchzerlegung von B (k| 2,). '



bk

II. Hohere Dedekindsche Summen. Bei der Bildung der oben in (1.1)
eingefiihrten Werte B (k| %) spielen. die hoheren Dedekindsehen Summen
eine wegentliche Rolle. Hs seien daher zuniichst ihre Grundeigenschafien.
referiert [11, [3], [9]. Die gewdhniichen Bernoullischen Zablen B, sind
durch die Potenzreihenentwicklung

* m

& @®
&1 E m oy (le< 2‘“)

=0

gegeben. Mib ihnen definiert man die mit der Periode 1 periodischen
Bernoullischen TFunkiionen [P, (x) durch

e

Po@) = 3 (7) Byta— ),

¥=0

wobel im Fall m =1 noch P,(0) == 0 festgeselzt wird.
Bind 4 und ¢ #* 0 zwei teilerfremde ganz-rationale Zahlen, so werden
die héheren Dedekindschen Summen vermige

i} N g
@.1) 8(d, ¢) = sz,ﬁ_m(l) p(j;'-') (h=2,3,4,...; 0 < m<2k)

[4]
Fmode

erklirt. Brsichtlich gilt fir sie

(2.2) 8o d, 0) = 80 6)  fir ==

d*mode.

In den Fillen m = 0 und m = 2% 148t sich die Summation in (2.1) durch-
fithren, und man hat

S8 (d, ¢) = sgne -2 By

czrc 1

(2.3) S (d, e) =

Fir ¢ =1 folgt aus der Definition (2.1) sofort
(2.4) 80, 1) = By By

Ist amch noch d +£0, so gilt fix m = 2k —1 das von T M. Apostol [1]
aufgestellte einfache Resziprozititsgesets

2k(dc”‘ﬂ sgneSE-1(d, ) -I-Gdz’“‘lsgndﬂ(”““l) (¢, @)

2k

= (2k—1) 2k+2 (¥ -1

Feal

2?5;—’1"d7'B2k_ B i

Wihlt man darin speziell ¢ = @ = 1 und beachtet, daf

2.5 B’_"=O fir m>3 und m =1 mod 2

icm

ist, 8o erhdlt man mit Hiife von (2.2) und (2.4) die schon T.. Buler hekannte

Relation.
k

2k ;
U0 Bt By = —2h=~1)Bu (b =2,3,4,..)

=0

(2.6)

gwischen Bernoullischen Zahlen.
Sei jetzt auch noch & s 0 mod ¢ angenommen. Dann bestebt fir
die hoheren Dedekindschen. Summen die Darstellung

(2.7)

B kB, z."r—~m m R o -
SQHGS%) (d,0) = - Zif%ml M A.Tc 2 o af-dm Igfk—nz( m_;f)i?
olelmy e
[

durch |¢l-te Minheitewurzeln [3], [8]. Iierbei isgt itber alle von 1 ver-
gchiedenen |¢|-ton inheitswurzeln zu summieren, und e3 Dbedeuten
B, (@) die von G. Frobenius [4] eingefithrten Hulerschen Polynome.
Dlese besitzen ganz-rationale Koottizienten, so daB ey sich bei Ry, (0~ %
und R,,_;(p) wmn ganze Zahlen aus dem |¢|-ten Kreigkirper handelt.

Nun ist
lef—=1

e S

Pl

eine ganz-algebraische Zahl, Daher folgt {ir jede zu ¢ teilerfremde ganz-
rationale Zahl {:

(2.8) BETG-—?‘.‘?’B??%

sgn 68T (d, o) — e ist ganz firt  {(t, ¢) = 1).
Diese Aussage gilt wegen (2.4) auch noch fiir ¢ = 0 mod ¢. Denn in. diesem
Fall kommt nur ¢ = -1 in Frage, da ¢ und d voraussetzungsgemil prim
zueinander sind.

Schreibt man allgemein 7 = s mod ¢*, wenn die Differenz r—s der
rationalen Zahlen r und s ganz fike ¢ ist, so kann man die Aussage (2.8)

anch dureh,
(2.9)
augdritclcen.

III. Die Zahlen B (%] %), Sei A eine absolute Idealklasse des reell-
quadratischen. Zahlkiérpers 2 wit der Diskriminante dg> 0, und sel

g oin ganzes Ideal aus der inversen Klagse 2™ von 2. Die Basis yy, v,
von g sel in der kanonischoen Formmn [5], p. 373,

.‘70‘]’3/;17;

T )Jl i

, By, , : .
sgn oS8 (d, o) =2 e Tmod 1, fally ¢ teilerfremd za ¢ ist,

(3.1) Y1 = =g

LY



(3.2)

gewihlt. Dabel bedeuten ¢o, 1, Js nmicht negative, ganz-rationale Zahlen,

und es gilt

R(g) = Gi:-

Die unimodulare Darstellungsmatrix (g’" 3“) der Grundeinheit > 1
[

von @ beziiglich der Basis (3.1) von g ist bestimmt durch:

Y1) — (% b“)(%) wobel, agdy—bycy = N (&) = 41 ist.
) weana -

Dann gilt fitr den Wert £(2h] %) der Zetafunktion der Idealklasse 9 an
der natilichen geradzahligen Argumentstelle 2h 2> 2 [21:

(2™ @ N (o) 2 (@

. —_ __ym o giim)
(3‘3) 5{271’! 91) 4:(4:]1) :d?}hm(g)ﬂbml L m) ( 1) Slﬂl (dDJ 00) X
2h—1
S s,
=0 .

wobei 8(dy, ¢,) die in (2.1) erklérten hoheren Dedekindschen Summen
und § die Spurbildung in £ bedeuten.

Tine analoge Formel besteht fitr den Wert L(2h41}2,) der I~
Funktion einer Idealklasse A, im engeren Sinne an den ungeraden

" natiirlichen Argumentstellen 2h~{ 1= 3. Sel dazn g ein ganzes Ideal aus

der inversen Klagse QI: Voo 91+ mit der kanonischen Basgis (3.1). (g g)

bezeichne die unimodulare Dargtellungsmatrix der Grundeinheit &, > 1
der norm-positiven Einheiten von £ besiiglich der Basis (3.1) von g-
Man hat also ‘

ah . :
)= ) s en e =
Dann gilt [2]:

| (27) ™2 g N ()

@) TR = g
ah+2 i 2h .
2 m 1\ (b1 o
% Z;( ™ )( "8 ‘ﬂH il (dy G)Z( . )( 2-!7;~»¢-'m) §(gltr-m),
™= ey

iom

In Thnblick auf (3.3) und (8.0) werde fiir natitrliches & = 2 die elomentar-

grithmetische Bildung
' ak

N \ (2 .
m((j;;;)ﬁ D) om0

el

(3.6} -"-B(kl 9,[;,;) =3

Fawn

N -1\ 2k —1—-m 4 1—1m
S
=0

eingefithet, wobel g == W baw. Wy, =W, zu getzen ist, je nachdem &
gerade oder ungerade ist. Beachtet man, daB sich die rechte Seite von
(3.3) verdoppelt, woenn & durch das Quadrat &t orsetat wird [97], so sieht

man:
(3.7)
2L,
B (k| W) = A ;3 Lk N,  falls & =1 mod 2 ist,
1/(,;,
B (190, = B ) = ,(Ef‘) Ly,  TUs k= 0mod2
e T ’fﬂ1/ dg und & =e¢,, N(c} =1 ist,
(2“ . falls ko= 0mod 2
2B (kA B U e ’
U Ry} == 2’1/ i) é(cl b und & = 5., N (g) == —1ist.

B (k| W) unterscheldet sich also von B (k| Uy) hichstens wm. den. Faktor 2.
Ui Fallunger seheidungen zu vermoiden, erweist ey sich oft aly zwoeckiifig
B | W) stath Bk W) zu untersuchen.

.. . [ab .
Tir die dvrch {3.4) bestimmte Darstellungsmatrix ( )der normposi-

¢ d
tiven Grundeinheit e, = $(u-+o 1/@;) > 1 beziiglich der kanonischen -
Bagis (3.1) von g hat man explizit:
(3.8) _ |
Vg L TGl DA 9oVl
fu,—1 4:1/01“ g 2 Aga g
2 t — Uffy
fuffs 24y Ty g14»

Mit (2.5), (2.9), (3.2), (3.6) und (8.8) orhilt man dann fin jede zu e = ogy
teilerfremdo ganz-rationale Zabl &
it

_ 1 e ,
(39) BN g D) (znl) B
J“ el
;’;A
) '



Es gilt der Satz von v. Standt und Clausen:

1
(8.10} —B,, = —mod 1.

p—1lam
p Prim#zahl

Daher geht eine Primzahl p hochstens quadratiseh. im reduzierten Nenner
von Boy_smBay aul, wenn p—112m, p—1|2k—2m und p L k+1L gilt.
Das kann aber nur eintreten, fallsp—]|2ia und p < k-1 zufritft, Ist

k41 = q selbst eine Primzahl, so ist offenbar g ein Teiler von (Zk) Fir
eine beliebige Primzahl p hat man daher:

(ng,ﬁ) Bot_amBam st ganz fiir p, falls p> 251 ist,

2
(311) (o) BatsnBom

192(276)Bzm—zm-32m  ist ganz fir p.

2m

ist ganz fiir p, falls p > % oder p — 1 1 2k ist,

Fir e, =% (feH—’vl/dQ priift man leicht nach:

(3.12) 8, (Hm) = g mod%.

Das Ideal g aus ;! 4Bt sich so wihlen, dal g prim zu wed, wnd damit

anch N(g) = gig, prim zu wod, ist. Beachtet man noch, daB auf Grund
der Pellschen Gleichung

(8.13) w—0'dy = 4
# und v nur 2 als gemeinsamen Teiler haben kénnen sowie daB sich
gemélf (3.7) B(k| Wy,) und B (k| ;) héchstens um den Faktor 2 unterscheiden,
go-erhalt man aus (3.9) und {3.11) den

Sarz L. Ist p # 2 ein Primteiler der Komponenté w der normpositiven

Grundeinhedt s, = }u+oVdy) > 1 von Q, so izt B(k|W,) gane fir p,
falls eine der drei Bedingungen

p—112F,

erfillt ist. Anderenfalls ist 2B (k| W) eime fiir p ganze rationale Zahl.
Hs besteht die Formel

PHu oder p>k

k-1

2% -2 — o -
(3.14) (,ﬂ_J:Z(ﬂrl)(ﬁf_f_f) fir @ =0,1,2,..., 2k

re=0

icm

'Die darin auftretende Summe ixh invariant bel Vertanschung von # und
2% —n. Daher braucht diese Formel (3.14) nur fir 0 < n < & bewiesen zu

werden. Im Fall n = 0 hesagl sie:
T 1,
-2y O\ . 2k —1
( b—1 ) i 24 (—1) (k_lmr)'
re=0
Ty gilt aber sogar allgemeiner

(2704:2) — ré’? (1) (2}?:?1)

wio man durch vollstéindige Induktion nach s erkennt.
Fie 1 < n = & orsiebt man die Gitltigkeit von (8.14) durch Koetfizien-
tenvergleich von

(270-«- )—_m(]('-—l)lﬁ s Lty E,f?::__ ph—t
=10k —1—n)t dz®?
n—i
S
da” dghmir
P
el
\ 1 {1 — —_ —_
- Z (fn. - l) (Iﬂ - 1) (%?’il }_,.) ! (n—1—r)l g-1-n
P

. —1
. ,,"(k — 1) 'B-.u.. nZ: (:11,—-1) (270“-1 "’f?a) wg].;_]__",

(2% —1—n ) A R ’

Sel nun p > % ein ungerader Primteiler der Diskriminante d,. Mit Flilfe
der Pellschen Gleichung (3.13) findet man dann

S, () = 4 mod p.
Ist diese Primzahl p nicht gleichzeitig ein Teiler von #», und ist wieder g
prim zu wed, gewdhlt, so folgt aus (3.9), (3.14) sowie der Eulerschen
Formel (2.6):

— W Ay
Wnul(]k ( y )(27ﬂ 1) By, modp®

(®lda,p >k (p,0) =1).
Nach dem Salz von v. Staudt und Clausen (3.10) handelb es sich also
um eine fie p gavze Zahl, wenn nicht p 1) 2% gilt. Im Fall p —1[ 2k hat
man nach dom kleinen Fermatschen Hatze »* = 1Lmod p, so daf man
fiir (3.16) auch schreiben ke :

(318) Bk Uy =

(3.16) — Uy (2]‘;_.

B (k] W) == — {3 )(270 1) By, mod p?
2

(plda, P > ky (p,v) = 1).
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Es zeigt sich nun, dab tir die Giiltigkeit von (3.16) die Bedingung (p, v) == 1

iiberflissie ist. Um dies einzusehen, muf aflerdings weiter ausgeholt

werden.

Fitr die durch (3.4) gegebene Matrix (g 2,) kann wegen ad —be =1

der Fall @ = 0 nur fiir ¢ = 4 1 einfirefen. Nach (3.8) ist dann aber ¢ = vg,
=1, und daher auch » =1, so daB in diesem Fall die Bedingung (p, v)

=(p,1) =1 keine Hinschrinkung bedeutet.

Sei jetzt d 7+ 0. In [9] ist mit Hilfe von allgemeinen Reziprozititsge-
setzen fitr die hoheren Dedekindschen Summen 8 (d, ¢) gezcigt worden,
daB tiir B (k] W) auch die folgende Darstellung besteht (*):

k.
9 .
(3.17) BEW,) = W{Z (ii) (—1)"™ 8% (e, d) %

=l
B—1
m—1\ {2k 1 —m - alaegry b Il
X . - (3+'}’2)E mlﬂr'}”fl ! 7.(‘54-')"2) ' "y —
# k-1
r=0

mo—I\ 2B —1 —m\ g_my e f..,__. ' )
2( )(— ¥ i MZ( )( ;cwl_q,)wé A i ’7}1"}.

m=0

Hierin bedeutet der Strich * die Anwendung des nicht identischen Auto-
morphismus von Q. Im Gegensatz zur Darstellung (3.6) treten hier die
héheren Dedekindschen Summen S{#(e, d) auf, deren Nenner gemib (2.8)
bzw. (2.9) im Wesentlichen durch die zu ¢ = vg, tellerfremde Zahl d be-
siimmt wird.
~ Oben war schon das Ideal g aus ;" prim zn wvd, gewihlt. Setp =2
ein Primteiler von 0. Dann izt N(g) = ¢f¢, und damit auch y, = i
teilerfremd zu p. Es kann erreicht werden, dafl das Basiselement -, eben-
falls prim zu p ist. Hat man schon (y,, p) = 1, so ist nichts zu zeigen.
Ist dagegen (yq,p) %1, so sind die beiden folgenden Félle zu unter-
scheiden:
a) pist trige in Q. Dann ist (p) ein Primideal, und es folgt aus (y,, »)
# 1 notwendig |y, und daraus wegen p -+ y,, daBl p, 4y, prim zu p ist

Man ersetze daher , durch y,+y, = 3¢, (gF +Vdg) mit g = g,-+20,.

b) p ist micht trige in 2. Dann ist {p) = pp’ das Produkt zweier

Primideale p und p’ von £ (mit p = p’ fir p|d,). Sel ebwa ply,. Aus
» # 2 und p 1 y, folgt, dall y, +y, und y, <+ 2y, prim zu p sind. Hat man
schon pt oL+, so 1s13 ¥1+ g &uch prim zu ( ) =pp’, und man ersetze

) Der Beweis firr diese Darstellung ist-in [9] allerdings nur fiir gorades I er-

bracht worden. Er 148t sich aber ohne Schwierigkeiten aueh, anf den Fall k=1 mod Z
itbertragen.

icm

y, durch yy-+vs. Gilt dagegen p' [y, Sy, Ho 1sl, wegen p' A y,, sicher p”
kein Teiler von y, --2yy. s idt also py-- &ya prim zu {p ) @ pp’, und man
ersetze jetzt 9y dureh p -2y, = g, (gy Vg ) mit gh s gy 40,

Ty kamn also ohme Ringehrimkung angenommen werden, dal ypy
und v, prim zu p sind und in der Form (3.1) dargestellt werden.

Der Primteiler p von » gebt nicht in der Komponente d der dureh
(3.4) baw. (3.8) gegebenen Matrix wat, da d fteilerfremd zu ¢ = ng, ist.
Mit {2.5) und (2.9) bekommt man daher aus (3.17):

_ | ~2g0g NV 1 -
(3.18) B (k| m:.'c) T ddi’:‘ 1 % (Em) ((]17(’2).!5[ Byjygn Bom, X

=

JV (2ur e LN Bl Lo OB et Py g Lo gl 0
X ;’L\J ( P ) ( e )')’l 71 (C.|1 d ymod p°.
v ()

Nach (3.8) gilt d == §(w-—2g,). By s alvo wegen s ey =1

R 7 \am " 2%—1
Grleam L - (ﬂ':t?ﬂm/ (”:{3 ) (’Lb 'Ul/dﬂ ) . ( G ”g(})

2 2 2
m 20| L--2m m 2h—1 ‘ .
(:{) - (»E-) sz (0 mod p°,

wenn die Potenz p* von p in o aufgeht. Hierbel wurde ausgenutzt, d daf
auf Grund der Pellsehon (loichung {(3.43) gilt: Jo® = L mod p° fir p®le.
Mit (3.18) und der Folgerung (3.11) aus dem Hatz von v. Staudt und
Clausen erhiilt man wie oben den zu Satz I analogen

Savz L Tel p o4 2 ein Primitoiler der Komponente v der ROPIPOSTLEN.
Grumdeinheit e, = § (w2 l/d,;. > 1 ven L2, so ist B(i’c]?l[k) ganz fir p,
falls eine der dred Bedimgungen

p—17T2k pv  oder p>k
erfiillt ist, Anderondalls ist pB (k| Wy) edne fir p ganze rationale Zahl.

Mit dem Bewoly diesos Hadzes TT it :1.11@11 die oben aufgostellte Frage
beantworbet, ob die Bedingung {(p,v) =1 fir die Gidltigkelt der Kon-
gruenz (3.16) notwendig vt Geht ndmlic 11 der Drimteiler p >k von dy
in » auf, so st bach dem Satz von v. Blaudt und Clausen gicher o0y,
eino fitr p ganze rationale Zahi Fite dieso Primzabl # besagh (3.106) also
gerade, dafl Bk UM, eine fiw p ganze Zohl sol. Das st abor nach Satz 11
]?L(:]H:lg.ﬁ, denn o8 st p o ke 2 und os gt (3.7).

8k —
Ist k< p o Bk, so ist die Primzahl p offenbar Teiler von. ( oo ) X

X (2% 1) Mit der Parvtialbruchzerlegung (3.10) der Bernoullischen dtuhl@n
folgt dahoer ans {3.16) und dem. Satz 1L dex
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Samz IIL. Ist p> T eine in dy aufgehende Primeahl, so ist B (k)
gana fir p, falls p 5 2k-+1 gilt. Ist dagegen 2k +1 = p ein Primiteiler von
dgy 50 ist pB (k| Wy) eine fir p ganze rationale Zahl.

Sei nun der Fall, daB 2%k-+1 = p eine Primzahl sei, w
Tst dann p ein Teiler der Diskriminante dg, so hat man gemif (3.10)
und (3.16):

{3.19) Bk W)

uv 27:,—2) 1 0
=— 2k —1)—mod »°,
g (7‘7"1 ( P ?

Nach dem Satz von Wilson ist dabel

(2k 2)(% 1) = (~1)*

e ) ) mod p.

(3.20)

[ll

Auberdem folgt mit (3.2) aus dem kleinen Termatschen Satz und dem

Bulerschen Kriterium fiir das Legendresche Symbol

p-1
{3.21) ’;'::= Ak ol st(g_ﬁ(——g%i)) modp (p=2&4+1).

‘Wihlt man das Jdeal g aus ;' auch noch prim zu 2, so gilt nach dem
quadratischen Reziprozititsgesetz und dem ersten Hrginzungssatz

(3.22)

p=1 ’ p—1

( (g)) (p )(_1)%‘1-3@%:'—;( ? )((—1)T)=((—1)Tp)_
P N(w) : Ni{g)/\ MN(g) M(g)

Aus (3.19) bis (3.22) resultiert dann

n-1
21 ww (—1) 1
(3.23) B W) = —(—1 (W_w,_,_)_ mod p°.
; % ) " ) » r
-1
Tot k=2 ungerade und pidg,, so ist die Norm N (g) der Grundeinheit

& = }(uy+v,Vdg) > 1 positiv [6], p. 303. Bs gilt dann also &, ==& und
somib

(3.24) wo = N ()0,

(5 =1mod 2).

Ist dagegen %k = L gerade, so smind zwei Fille zu unterscheiden:

-Entweder hat man auch hier ¥ (s) =1 und &, = ¢, also ebenfalls

{3.25) w = N(s)ugv, (k=0mod2, ¢, =),

weiter verfolgt..

icm

oder es ist NV () == —1 und. e, = &% Dann gilt & (u--1Vdy) = !,;(eao+®ol/&;)2.
Mit Hilfe der Pellschen Gleichung uf-—v3d, = 4¥(e) bekommt  man
wegen pldg darang

(3.26) v da) w0y = 2N (&) u, v, mod p (% = 0 mod 2, 8. = 2.
Aug (3.7}, (3.28), (3.24), (3.25) und (3.26) erhilt man endlich

. r-1
(.
4 N(a)

ww == % (-

(3.27) .B(k[ Q[I.:) [ - ( en

1

Zmod »°

).‘29 ?

(2% -1 = pldg).

‘Das Tdeal g liegt in Az*. Da (ER(g)) = qg gilk, liegt das zu g konjugierte
Tdeal g’ in der Klagse 2, selber. Daher kann man fiir das in (3.27) auftre-
,2')-—1
tende Ideal g annchmen, daB es selbst schon in U, liegt (—1) * p ist
ﬁ._.
eine Primdigkriminante und Teiler von dy. Setzb man dg = { ~1) x pA4,
g0 wird bekanntlich durch die allgemeine Zuordnung

(——1)327_119
A ) fall ,
g1 (a) = ( (g ) alls p 1 9{g)

falls | B(a)

{3.28) |

)

Ra) )’

ein Geschlechtscharakter definiert. Im Fall p ==1mod 4 hingt dieser
Charakter y,(g) nur von der absolufen Klasseneinteilung der Ideale

von £ ab. Denn 1-+Vd, besitat offenbar negative Norm, und man hat
unter der Voraussetzung p == 1 mod 4:

— do~— 21

Daher kann man fogtsebzen:

(3.29) falls g aus ¥, ist,

i
H]

Lo (%ﬁ:;) = i (Q)y
1

und man orhilt den.

Samz IV, Sei p = 3 eine Primeahl und Teiler der Dighriminante dy des
redll-quadratischen Zahllirpers 0, und es beveichne & = f{uy-+ 1101/3;) > 1
die Grundeinhieil von Q. Dann besteht fiir diese Primaall die Partialbruch-
zerlegung

B(-i-"

8 — Acta Arithroetlen XXIL4

a1 N (&) upny
4

|y = () 1o c) = ol s (91,
3



Dieses Brgebnis 148t sich noch erweitern, und zwar soll jetzt gezeigh
werden, dafl B (3;]%;1) ganz fiir die Primzahl p >3 ist, wenn diese
2

nmicht in der Digkriminante d, aufgeht. Dazn wird von der Kongruensz
(3.9) ausgegangen. Mit dem Satz von v. Staudt und Clausen (3.10) bekommé
man fiir nicht in. ¢ = vy, anfgehende Primzahlen p -~ 2k +1:

s (S e
. S (215:1) (k —Fil—a') S(eif_'-i-l—ﬂd)}

=0

( -1 ) Sy mod p°.

(5.30) BF U =

;,Z(

Die hierin aufiretende Summe 1486 sich als polynomlscher Auvsdruck in
}8(sy) = u/2 schreiben. Man setze fiir den Quotienten der Basis (3.1)
w = y[ys. Durch mehrfache Anwendunw der partiellen Integratlon findet
man .

(3.31) f (@ — )

.'Ic—l (m_ w’)k—ldm

(;:_ )12 2( 1) (2.‘0‘5 _q‘) (% — w);ﬂ_ (g~ m)k-}-r

Aug (3.4) bekommt man leicht

- (7"1) _( d —b) (9’1)

_l. - -
2 —0 af\Y2

Zusammen mit (3.4) erhilt man darans:

7

—_ !
ey = co+d, ey, =& = 6w +d,

(3.32) (@ == p1fye)
ey = —ow +a, & == —cota
Daher folgt aus (3.31):

afc

(3.33) f (&~ ) o — o'V da
-afc
(k—1)! 2% . "
2k — rc”‘"" 2 (- ( : ) (e +aY)

— (275(]6 1;Lr)(::k— Z( 1y ( 2k —1 )S( 241

icm

Anderexgeits gilt

. A% Fynk—1
f(m—@)kdl(m—w')’““ldm:f((mP.w_Fm ) _(w co)) do
2 2
;E("—l) 1 ([ oto PP (oo
- r o 2r41 2 2 T
=20
woraus mit den aus (3.32) unmittelbar einzusehenden Gleichungen

2d-Fe(w+o) =s,+& =u

2a—c(w+ ) =&+, = u

und

(o —') = (e, —e,) = —oidy = 4—u

die Darstellung

ajc
(3.34) (@ — o) (& — o'V de
mdj‘c
2 k-t E—1 1 g \2r+L P E—1—r
- S )

fiir das Integral (3.33) resultiert.
Fithrt man das Polynom

k=1

7 (a) =2(k:1) 2;:1—1 & (L —af

te=0

(8.35)

ein, #o ist gemdas (3.30), (3.33), (8.34) und (3.36):

% wE
—r |
16(2% —1)! 2 "( 4 )
(;’ﬁ 1)12 2In+1d g “p
Fiir das Polynom (3.35) hat . L. Siegel [13] bewiesen:
fir 9 =2k+1.

(3.36) Bk W) = nmodp®  (p =2&+1).

F@) =1~o"mod p
Nach dem kleinen Fermatschen Satz ist daher

u

2
(3.37) ST (i';-) =0modp (p =2k+tl).

B (%] Ay ist also ganz fic die Primzahl p = 2k--1, wenn diese nicht in

vdgg, aufgeht. Wihlt man nun das in die Darstellung (3.6) fiie B (%] 2y)
eingehende Ideal g auch noch prim zur vorgegebenen Primzahl p, so ist
9(g) = gig, und dann erst recht g, zu p teilerfremd.

Aus (3.7), (3.86), (3.37) und dem Satz I erhilt man daher schlieBlich
den



s . -

8arz V. Ist p > 8 eine nicht in der Diskriminanis do aufgehende Prim-

zahl, so stellt B (p

;1 {?311,_1) eine filr p gamze vationale Zahl dar.
T

IV. Beispiele. Der im Satz IV auggesprochene Sachverhalt seinun

an einigen Beispielen illustriert. Sei dazu Q = P(V63) der reell-guadrati-
sche Zahlkbrper mit der Digkriminante 66 — 5-13. Seine Grundeinheif

it e = (16 —I—ZI/EE) > 1 mit ¥ {s) = 1. 2 besitzt die abgolnto Klassen-
zahl 2. Die Einheitsklasse & werde durch dag Hinheitgideal 1w =

{%(1+1/55), 1} vertreten. Bin Reprasentant der anderen Klasse U ist g =
{3(5--V65), 5} mit N(g) = 5. Dann ist y5(§) = 41,(E) = 1, und gemis

13
(3.28) und (3.29) hat man (U} = z3(NW) = (—5~) = —1. Nach Satz IV
hat man:

3
B2l € =cmod 5,  B(2 ) = -—%mod e,

(4.1)
. 8 ' 8
B(6 =— o = —— 0
(8| €) 3 mod 139, B(ﬁl xn) 3 mod 13°,

* Die genaven Werte dieser hier aufgefithrten Zahlen B (%] 0,) sind bekannt.

8ie wurden mit Hilfe der Barnerschen Formel (3.3) auf einer elektroni-
schen Rechenanlage bestimmt. In Ubereinstimmung mit (4.1) entnimmt
man aus [8]:

208 3 112
B@| ) =——=5 4, B@W=—pr = -—% +23.

Die Werte B (6] €) nnd B (6] ) sind ans einer unversffentlichten Tabelle
entnommen, die M. Pohst [12] anldflich einer Diplomarbeit aufgestellt
hat, und zwar gilt:

307960756168 8 2368028385
BH ) =———— = — +—-~w~—E
5-13 13 B
und
- . 9646408992 8 742031464
BB = ——— 0T DL IEAEOTYE
(61 .) 5-13 13 + i )
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