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1. Intreduction. Soient w(n) le nombre des diviseurs premiers de
Pentier positif 2, et 2(n) le nombre total des facteurs dans la décompo-
sition de n en facteurs premiers.

Il cst clair que ’on a fowjours Q(n)—w(n) > 0, 'égalité ayant lien
pour les entiers ,,quadratirei”.

Rényi o montré (*) que, pour chaque entier g > 0, Pensemble des
pour lesquely on a 2(n)—w(n) = g posséde tne densité dj, la suite des
nombres d, étant déterminée par le fait que l'on a pour |2 < 2

oo
S 1 1\ 6 pril—sfp)
%dﬂza—n(lmg)(lwmz)_gn i—#fp '

¥ parcourant dang ces produits la suite des mombres premiers (2).
Ri on désigne par »,(«) le nombre des » au plus égaux & x pour les-
quels on a Q2(n)— w(n) = ¢, le résultat de Rényi se traduit par la relation

1,(#) = dgxf-0(m) (w0 — -+ o0).

On peut chercher & obtenir une évaluation plus précise de »,(x)-
Aingi, novs avons montré dans un article précédent (*) gue, pour
=

12 (ool g—1
vy(0) = da+0 (m_(ig_i’.%f”)_)

logs

En fait on pout obtenir un développement asymptotique. Nous allons
en effet-établir iei le résultat suivant:

(*) On the domsity of cerlain sequences of integers, Publieations de UInstitut de
Mathématiques. do 1’Académie Serbe des Seiences 8 (1055), p. 1567-162. -

(®) Tout an long de cet article, la lettre p désigne tovjours un nombre premier.
Duns toute somme ou tout prodult portant sur une expression on figu;fe p, il eat entendu
que p parcourt la suite des nombres premiers.

Loa lottres m, n et & désignent tounjours des entiers = 1.

(%) Sur un théovtme de Bényi II, Acta Arith. 13 (1968), p. 339-362.
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Pour chaque entier ¢ = 1, il existe une suite de polynomes i coeffi-
clents réels Py, Pay vy Pyyonn, de degré < g1, telle que, quel que soit
m =1, on a gqnand 2 tend vers -+ oo ‘

2 (loglog w)*~!
(loga)™**

- P;(loglogz)
(loga)/

vo(w) = i+t
)

Ce résultat o été énoncé pour la premidre fois par B. Saffari, qui en
% (donné une démonstiration dans le cas ol ¢ = 1 et 2 indiqué comment
on pourrait traiter le cas général (*). Cependant Ia démonstration du cas
général suivant les principes qu’il indique paralt trés difficile § mettre
sur pied. .

Le cas ol ¢ = 1 a 6té aussi traité indépendamment par W. Schwarz (5).

Tainleib a donné une démonstration pour le eas général, sous hypo-
thése que la borne supérieure des parties réelles des zéros de la fonction 7
de Riemann est < 1 (°), :

Nous suivons une méthode différente de celle de Fainlelh. Nous
utilisons Vadditivité de la fonction £2- w, alors que Fainieib utilise le
fait que sa valeur pour » ne dépend que de l'entier g, défini par

g =[] py sl n = piip* ... pi& olt Py, Py, ..., Py sonb des nombres
A1 .
premiers distinets et Ay, 4y, ..., A, des entiers == 1,
et
gy = 1.

Nous remarquons que »,(x) est le coefficient de 2? dansg la somme
M p?ti=o0) (qui est un polynome en 2} et nous établivsons un développe-
nEw

ment asymptotigque de cette somme pour # tendant vers -+ oco.

BEn fait, ici, nous généraliserons un pen le prebléme en considérant,
au lien de la fonetion £ — e, une fonetion additive f & valeurs cntiéres
2= 0, assujettie seulement & aatisfaire 3 '

flp) =0 et Jfip?) =1

Aingi f(n) pourrait é&tre, par exemple, su lieu de 2(n)—w{n), lo
nombre des nombres premiers qui figurent dans la factorisation de =
avee un exposant > 1, ou bien le nombre de ceux qui y figurent avee un ex-
posant pair: _

Nous désignerons encore par »,(z) le nombre des n an plug égaux & @
pour lesquels f(n) = g, olt ¢ est un entier donné = 0.

pour tout p premicr.

(1) Qur quelques applications de la méthode de I'hyperbole de Dirichlet & la thdorie
des mombrog premiers, L'Enseignement Mathématique, 14 (1968), p. 205-224,

(*) Hine Bomerkung zu einer asympiotischen Formel von Herrn Renyi, Archiv der
Mathematik, 21 (1970, p. 157-166,

{®) Jorasurue meopesu ¢ 6cmamouisia weaom Oan o0nose Kaacen PP MEMUNLORUT
Pyrmyuil, Acta Mathematics Acad, Seient, Hungar., 21 (1970), p. 271-251.
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Nous établivons un théoréme — que nous appellerons ,,théoréme
fondamental” — fournissant un développement agymptotique de la somme

2™ pour & tendant vers --co. Nous déduirons aisément de 13 Déva-
n=<g

luation asymptotigue de v, ().
La démonstration du théoréme fondamental se divise en trois parties.
On infroduit des fonctions arithmétiques ¢, et h, lidex & f et dépendant
regpectivement du nombre complexe z et du nombre réel positif ou nul g.
Ces fonctions wont déberminées de fagon que '

) 1
Zz“"’ = L g.(m)  pour w21
e mn
et que |g.(n)] < Ay (n) pour |2/ < 9.
¢ Gtant fixé, de fagon convenable, on commence par évaluer les
expressions ‘

T

@) = Dg.(n)  (oh o] < g)
eb i '

H, () = Zﬁe(%).

neL

La premiére s'écrit comme somme d’un terme principal et dun reste

de la fornie O(w”zexp(qal/logm)), ol a est une constante positive (7).
On dédnit ensnite de 1 une évaluation du méme genre de la somme

>,

&R .

Enfin, on passe de I& an développement agymptotique de cefte der-
nigre gomme. :

Nous terminerons notre article en indiquant trés briévement des
généralisations possibles. .

Un certain nombre de raisonnements sont serblables 4 ceux de notre

.article Sur des formules de Atle Selberg (*). Dans la suite, nous désignerons
celui-ci par AS. :

. Tout au long de cet article, lorsque ® est un nombre réel > 0, nous
désignons paxr logo la valeur réelle du logarithme de z Pour 2z réel oun
complexe non réel << 0, nous désignons par Loge la valeur dn logarithme
de = dans laquelle lo coefficient de ¢ est de valeur absolue < = Ainsi Tog
est une fonction holomorphe dans € privé de Vensemble des nombres
réels < 0, et, pour z réel > 0, Logz = logw.

(") On pourrait établir un régultat meilleur, ol al/logm serait remplacé par

quelgue chose qui tend plus rapidement vera -+ oo: Mais celui-ci suffit pour le bub

Jue nous poursuivons. . }
{]) Acta Arithmotica, 19 (1971), p. 106-146. .

4 — Acta Arlthmetica XXIIL.2
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Toutes les fois qu’il apparait une expression de la forme a’, ol @ ef b-
sont deux nombres complexes, ¢ w'étant pas réel <0, il est entendu

quelle est prise égale & exp {bLoga}.

2. Epnoncé du théoréme fondamental., Soit f une fonction arithmétique

additive & valeurs entiéres = 0. | -
On suppose que Vow o poutr chaqie p premier

flpy=0 @ f(p%) =1,

Pour chague ¢ complexe, soit g, lo fonetion multipliontive délerminée

"

par la condition que

= ) Y o tout p premder of tout k= 1.

9.(p%)

(Ceci donne en particulier ¢.(p) = 0 et g,(p?) = 2—1). . o
De méme, pour chaque o réel =0, soit h, lo fonction multiplicative
 déterminde par .

JEI O s f(0")  fPY,
0 81

Ry (9") = [

(de sorte que ky(p) =0 et Ry (p%) =1-+0) o
Powr chague o =0, définissons o.(eg) comme éant la borne inférieure
de Pensemble des o réels > % pour lesquels on @

‘ _ Ry (0")
(1) 2 ; [ < too
. ok P '
Tezz=8

si ceb ensemble n'est pus vide, et +co dans le cas contraire.

11 est clair que o,(e) est une fonction non décroissante de o ot que,
8i 0g{p) < + o0, on a (1) pour tout ¢ > oy(e)-

1l.est clair également que, pour o < 1, ay{g) = %.

Soit T Densemble des o = 0 tels que o5{0) < %, ¢f s0it I lo borne supé-
riewre (finie ow égale & +oo) de Vensemdle I

1l est clair que R > 1, puisque le I, of que I est #oib Vintervalle
[0, R, soit Dintervalle fexmé [0, R] (avec alors B < -4-o0).

Ceci dit, on a le résultat suivant. .

Il ewiste wne fonction F et des fonctions Agy Adyy .oy dyyees définies
pour jele I, holomorphes dans le disque ouvert 2| < R, ef on oulre oontims.es
sur le disque fermé |2) < R dans le cas o Re I, telles que: quel que soit Ventier

icm
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N = 0, pour lout 2 tel que |¢|e T, on a quand @ tend vers 4+
N .

JHm - A;(z) 1
(2) M = 2P (2) 4 &' (log ) 2{ S AaC Y 0(_%_
et, quel que 801 o > O appartenant & T if

| qo £ (2) Q 1‘](119?5:9 (»" » be O est uniforme pour [2) < o ).
oo I'(z) = 14 AL )
=i an

Lies fonctions A; sont détermindes comme suit:
Pour towt z tel que |2|e T, la formule

(s, ») = H(l__ ;g})au][l%—i g‘i‘;ﬁk}]
L2

définit % (s, 2) aw moins pour Res > oo([2l), 6t (s, 2) est une fonetion de s
holomorphe dans ce demi-plan (1°)

1 Gtant une fonction holomorphe dans un voisinage owvert V. du point 1

e eontenant pas de zéro de la fonction £, égale & 0 pour s=1 et telle qus,
pour se Vet s £ 1, expl(s) = (=1} {(s), la fonction de s égale &

21%% (s, 2) Eifl exp [{z—1)1{2s)]

est holomovphe sur Uensemble des s =1 fels gue Res > oy(lz]) ef 2s¢7V,
ensemble qui est un voisinage ouvert du point %.

‘ (*) La démonstration pourrait étre un pen simplifide si Pon se contenbait d’étab-
lir I.a. formule (2), avec un O uniforme, pour |¢] < 1, ce qui suffirait en fait pour Pappli-
cation’ que nows avons en vue.

ot k
(") On peut remarguer gue, lorague la série > _ip(_%fs) est convergents avec
k=2
Res> 0, on a
+oo o .
Ly W80 KT s (1 1 )S’w" o) (1 1 ) - f o o7
W C7 I Sl I’ "'_[ - ,]:
= ~ Pl D »* &
+oe f(pl) +eo .
I 1 00 7
ear o gt 1o abvie nrodwt de . 't gz(pf)
5*29 o est la sévie produit de Cauchy des sémcs.jéa i et jé’u e

Aingi la formule gui définit la fonetion ¥, et celle donnée plus haut pour F, pour-

Taient §'dorive
#(s ”}_n(l 1)5(1+ i)—1(1+§zf(13k)
i . Pia Ps = pks )

).

e

too o
: 1 %)
Pl = 1 ] (1_' }7) (1 + P*

k=]
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Si son développement de Taylor au voisinage du point § est

o0
D) By (s —
F==0

B;(2) (%)
I(z—j—1)

o &

Ay(z) =

(de sorte que 4,;(0) = 0).
On a en particulier

o8 1 1 212"}
Ao(z)=4€(%)mn(1““) (]‘I' ) (1+Z 7 )

o),

Dans le cas particulier ot f = Q@ —w, on a & m‘]/2, I =0, 1/5[,

. z—1 6 1—2/(p+1)
e = n(1+19(p—z)) S I 1—-zfp '
les 4; sont des fonctions méromorphes dont les pdles sont les racines
carrées fles nombres premiers, et en particulier

”( __) 1—s/(1+VD)
3. Préliminaires.

1—2fVp
3.1. Dans tout ce qui suit, D, 4 et 4" sont des domaines de € deé-

terminés une fois pour toutes de la fagon suivante.
Soient #, = ¢ ot a > 0 et < $logt, tels que {(o+ i) # 0 st Pon a

Ag(e) = 45(%

fen - 1—
on b_1en [t =%, et o> 10g lﬂ

o bien [ <t¢, et 0> 1— Togly"
0
D est l’ensemble des § = o4t pour lesquels 1'une ou Tautre des
conditions ci-dessus est satisfaite.
4 est Pensemble des s tely que 2§ appartienne & D,
A" est Pengemble obtenn en enlevant de 4 le segment

Hee s
—{l——], =]
12 logt,!” 2

D, A et A* sont évidemment des domaines sirnplement connexes.
Nous désignons par- I la fonction holomorphe dans D définie comnme
étant la branche de log(s—1){(s) qui prend la valeur zéro pour & = l.

(1) T1 et évident gue ceci ne dépend pas du choix du voisinage V.
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La fonction définie dansy A" comme prenant Ia valeur

. 1{28) 4 Log 2':_1

est évidemment une branche holomorphe de logg(2s). (Pest d’a.ﬂleurs

celle qm ostréelle pour & réel > 1, et elle est égale pour Res > 4 & 2 P

Daprés des résultats bien connus, étant domné le nomb;z réel o’

satisfaisant & 0 < o’ < 4, il existe une constante X, dépendant de a’y
af
log i *

2ke ¢

telle que, pour ¢ = o--49¢ avee [{| >4, et o2 1 —

1
i(s) +Log~§"—3

< loglog jt| + K.

3.2, Noug allons maintenant établir les faits suivants:
1. On peut définir #(s,2) pour tout couple (s, 2} tel que |z]e I et
Res > a4(l2]) par la formule :

‘ - 1 &1 ‘—!-oo b
() (s, 2) =n(1_ﬁ) (1,}_29253;));
C k=2

2. Pour chaque z tel que |¢le I, ¥(s,#) est une fonction de ¢ holo-
morphe dans le demi-plan Res > o4(2]);

3. Quels que soient pe I of o, > oy(p), #(s, #) est borné pour Res = ¢
et |zl <

I est clair qu'il suffit pour cela de montrer que, &i ge I, on a les faits
summts

gg(p )

4 Pour chaque p, Ia série 2

est absolument convergente
k=2 '

_ pour lz] < p et Res > o,(p);

8. Quel que so0it oy > 0,{g), le produit infini

[Tl S22

est unifermément convergent pour |z < ¢ et Res > o, ot est borné POﬁI
ces valeurs de s et 2. ' '

3.2.1. 8oit done pe 1.
“Remarquons d’abord que, si 0y > o,{p), comme on g

S
S < v
7

, i
T k23

!
i
i
i
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on a pour chaque P

P
. : bl P e
est absolument convergente pour |z| < ¢ et Res > oy, puisque on a alors

k& ke £l > Y1,
)< hy(27) b [Pl = 2
o (p(]ommé o, est amgsi voisin que 'on vent de oy{e)

ci-dessus.
3.2.2, Ainsi? pour ||

infini o
g—1 -510 7, 7")
i3 552
e pamr
gont définis.

Lo terme général peut #’éerire

, ceci &tablit le point 4

< p ot Des > oy(o) tous les facteurs du produit

(1 uy (s, ) exp [ —n, (s, ),

ol »
. . +oo I . o8 1
gz(p ) — ”_1 [
= j &b Vp{8, 2) = (2 ) 2%3
ﬂ-:p (S, z) g -,p.fcs PN\ | L‘éf ;’Gp
Fizons un ¢; > a,(0)- .
Szl <o et Reszoy, 0 2 pour chaque p
+ ; ' toe 2
‘ ' (0% _1te NV
Uy (5, 2) < Uy, Ol Ujem-Z"”;;Eﬂ_ ='"FEET" }"3" 21 .
Towe lgra
Mais, puisque '
T I
Sk
(S <o
P k=3 -
on & ‘
oo [ ANY-] .
: 'ﬁ( LAY ))
Z | < 0o,
ke
» ]{,“;3 !

. : . ’ N - ]‘ -.u -
Comme, par ailleurs, 3 {(L+g)/p*)" <-o0 puisque oy >, on_a
20 < foo. . # :

icn
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Par ailleurs, 130111‘ 2] < ¢ et Res>= oy, 0N &

+oo & oo
) IRNTACS 1
| %p(sz 2} -—.TJE,(S, ) = g pkg - —{2—-1) g kpzm 3
de gorbe que _ -
[tp{s, 2)—v,(s, 3)| < Vs
ot . ‘
00 hoxa
k(9% . 1
7= N oM —_—
T n ]Z p?ccrl + (1 + Q) kpﬂkal ‘
=3 k=2
On voit que }V, = oo,

Ainsi le lemme du paragraphe 3.1 de notre article AS montre que
le produnit infini :

LV N a0
(T3] (= 258

B N . . :
o3t uniformément convergent PoUT |2 x5 ¢ et Res = oy, et est borné Do
ces valours de s et 2. '

3.3. Par des raisonnements semblables 3 ceux des paragraphes 3.9.1
et 3.2.2, on établit encore les faits suivants:

6. On peut définir ¥*(s, p) pour tout couple (s, 0) tel gue pe T et
Res > a4{p) par la formule '

’ 14p +°°l E
{4) o gg’*(s, g) = ! l (lmgﬂ_) (1+2 Lgp(f: ))’
- k=1

7. Pour chaque < I, ¥ (s, o) est une funetion de s holomorphe dans
le demi-plan Res > ay(p), et bornée dans tout demi-plan Res > o, ol
a1 > ().

3.4, Ceci dit, definissons (s »#) pour tous les couples (¢, z) tels
que jglel, se /4 et Res > oy(jzl) par ‘

H (8, 7) = 2% (s, 2)exp{(z—1)1(2s)},

et aussi #*(g, o) pour tos les couples (s, o) teis que gel, se¢ A 0t Res
> o4{p) par
L (8, 0) = 270G (s, 0)exp{(1+ 0)3(25)}.

Alngi, pour chaque ¢ tel. que |gled, #(s,#) est une fonction de s
holomorphe dans le dormaine intersection de A avec le demi-plan Res
> aollel), domaine qui contient le point %, : ,

De méme, pour chaque ge I, #*(s, g) est une fouction de s holomorphe
dang le domaine intersection de 4 avee le demi-plan Res > a4(o).
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£(s)

Pour chaque # tel que [2]< I, = (8, z) est représentable au voiginage

du point % par une série entiére en §—%, soit

4o
D) Bi(2)(s—

j=0

Conformément & ce qui a ét6 dit dans P’énoncé du théoréme fonda-’

mental, nous définirons les fonctions 4; pour [2]e I par
B, (2)
4 = T

On voit que l'on a en particuher

Bo(2) _ 2
I'(e—1) . P(z ) 2L T Te-1) 1)

s [1f=3) (1+2 s

Fore3,

= 400) 7 1)”( ) (1_,__) (szﬂm) o

3.4.1. Remarquons que nous n’avons pas besoin &’établir ici les
propriétés des fonctions A; indiquées dans 1’énoncé du théoréme. Illes
seront établies ipso facto lorsque nous aurons montré que I ogt holomorphe
dans le disque ouvert 2| < R, et en outre continue sur le dizque fermé
] < R si Rel, et que Von a la formule (2) pour tout N = 0 et tout 2 fel
que |#2/e I, le O étant uniforme pour 2| < o quel que goit ge I

Tin effet, on saura alors que, 8i pe I, quand @ tend vers -- oo, lo produit:

w2 (log )% (2 2T m[f*(z))

N

Ao(e) =

LBE(4,2)

converge uniformément ;pour [¢| < @ Vrers AO( ), ot, pour chaque 2= 1,

Pexpression

(log &)™ {w’“”‘ (logm)"*“(Z P - w}]’(z)) -~ 3}1 (ﬁ%}
n&x ) §isl)

converge uniformément pour |2 < g vers 4,,(2). ' .
Ceci montre de proche en proche que les fonctions Ay, Ay, ..., Ay -

sont holomorphes dans le disque ouvert |2| < B ef, si Ee I, qu’elles sont

continues sur le digque fermé jz| < R

@2y Cf. note (10}.

icm
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3.5. La remarque snivante est utile pour Ia suite: ¢ étant un nombre
‘quelcongque de I, ¢’ un nombre réel satisfaisant & 0 < a’ < @ ot ¢, un nombre:

a‘!
m> 2a4(0), 1l existe M > 0 tel que, 8t
s = ¢4t avee o et ¢ réels, on a

(5} 7% (s, 0) (=P 70| < HM{log(2 ¢+

lorsque 3=t of o2 %H“ﬂm {ce qui iinplique que se 4* et Rés
> oy(0)) ot

(6) |5# (5, 2) (s~ < M (log (2]t)))+

r

&
2]og (24}
BEn effot, ¢ 8¢ 4" et Res > oy(g), on a

lovseue |4 2= 4, 0 2 4 — ot 2] < o

H* (5, 0) (s—3) 7172 = F*(s, o)oxp {(1+ 0) (Z (25) +Log 2.91_1)}’
de sorte que'
1 (s, 0) (s — )70 < 19* (s, o)l exp {(1+9)'1(28)+Log 2:._'1 “’
et pour 2| < g
:f(ﬁ", z) (3-—-»})1"‘2 == ff(s, z)eXp {(5“1) (1(28)+L0g 28];1.)}’

Comme on I’a dit & la fin du paragraphe 3.1, il existe une constante K

de sorte que

19(s,2) (3= 1)~ < 95, #)| exp {(1+9_)~u2s) +Log =

7

telle que, pour ¢ = o4 avec || =1, et o= 1— d )
: : log |t
I(s) < loglog t| + K.
al
Par suite, 8i § = o4 =1 P Ty
Eh) smtg, 8l 8 = a-if avec [zt et o=% 2108 (2 ) y

1(28) 4+ Liog = ] <loglog(2 t) + K

.a,

2log(2m) o @

Par ailleurs, si [t/ =t et o2 3—

sl —% >g(")
( log(zm) o



icm

164 Hubert Delange

Daprés le 7 do paragraphe 3.3 et le 3 du paragraphe 3.2, on sait
qu*il existe K > 0 tel que .

-4 a’
¥ (o0 +it, )l < K pour o -.’5(1— “———~—)

log (2¢,)
b
’ > 31— —2 "

- 4 i % -— wonssn &IV <0,
|#(o+it,2)| <K pour o= +% oz (21 l#] 5 o
Alnsi, en posant M = K'e*UHa, si ¢ = od-it avee [ 24 ot o2}

a,
—— on & (B), &b aussi (6} pour |z = eo.
Sieeamy ) (6) pour

3.6. Remmqunns maintenant que, si peZ, du fait que a(p) < 4
O & pour o > %

h i
2 g(ﬁ) < koo,
nk ¥
Fg=3 ) ‘ ‘
Comme k,(p) = 0 et A (p*) = 1-- ¢, on voit que 'on a aussi
R (3"
VI ¢,
. :p;k p
‘9:4(17 )I : 4 At fid
On a par snite Z < -oo sl |z[ & p, puisqu’ alors |g,(p")|

< h (_pl") ml ?

Les fonetions g, et h, étant multlphec»tww, il résulte de 14 que, si
ge I, 1a série de Dirichlet
1 Fip (#2)
Z n®

1
est absolument convergente pour Res > §, avec pour somme la valewr .
du produit infini absolument convelgent :

n(l %2 h"(p )

o2 .
{la gérie commengant & k = 2 du fait que h (p) = 0), et la série do Di-
richlet : ” o :

et absolument comrergente pout Res > § et 2] =
“valeur du produit infini absolument convergent

H(HZ" = ) )

=2

% @, AVee Pour sownmo la
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)

En ffuh si ¢ est fixé, avee Res > },la séri

convergente pour |z <
En effet, si 2] < o, comme les fonctions %, et g, sont multiplicatives
et comme

19.(2")| < B, (p¥)  pour tout p premier et tout %> 1.

on &
|7(n)| < Ry(n)

Pax suite, pout tout n ot tout = tel que |2] < o

pour fout n (*%).

By ()

B .
. ﬂI{B 8

Peln)
ns

3.6.1. Ceci montre en particulier que la, série 2 % et le produit

H(HZ*””i"k)

K2

infini

sont absolument convergenfs et éganx pour j2/e I et que, quel gue soib
oe I, la sério est uniformément convergente pour |2 <
On voit ainsi que la formule

' & .
e =[] (2+ > gj(j'k))

donnée dans I'énoncé du théoréme fondamental définit bien la fonction F
fur Pensemble des 2 tels que |j¢ I, et gue la fonction ainsi définie est holo-
morphe dans le disque ouvert |¢| < E, et en ountre continue sur le disgue
fermé Jz| < B #i Re L.

Nous devrons nous ra;ppeler an paragr&phe 5.1 que Pon 2

2) =ZQ§$_

4. Evaluation de G,(x) et H (). Tout au long de ce chapitre et du
chapitre suivant, g gera un nombre positif appactenant b I, fixé une fois
pour toutes.

() Cotte remarque nous gervira & nouvean au paragraphe 4 2.1 et aun pa.m
graphé 5.8,
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4.1. Remarquons d’abord que, si Res >4, le produit infini

[l 2%

k=2

est convergent et égal & ¥* (s, o) puisque Res > oy(e), et, cormme le produit

infini
1 \-1-e
” (1'_ p"s)

est anssi convergent et égal &

w3 ool s

— 2-1~texp _{(1 +0) (l(zs) +Log si %)}Q

on a

DIEDX

Jo=2

1
) = 27170 g* (s, o)exp {(1+‘9) (1(28)+L0g 8*%)}

= #*(s, 0} (s— 4

On & de méme, pour Res > % ef |21 < o,

[T+ 48Y -l
k=2

= #(s,2) (s— 1"

Ainsi les résultats du paragraphe 3.6 montrent que la série de Dirichlet:

est absolument convergente pour Res > %, avee pour somme

| | #*(s, 0) (s— P8
ét, 81 j¢| < g, la série

est absplument convergente pour Res > §, avec pour gomme
(s, 8) (s )%
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Alors, d’aprés une formule bien connue, si ¢ est un nombre rdel guel-
congue > %, on a pour & > 0

™) f H () = Tm{;; IR

ot, 8 ¢ <

(8) f @, (dt = lim cwx(s RV A
g Tt 2T U ’ 3(3—1—1) ’

ol les intégrales sont pnseq sur le segment de dr01te ]mgnant les points
o—il' ot o--iT.

4.1.1. Pour = et 2 fixés, les expressions sous les signes [ sont des
fonctions de s holomorphes dans le domaine simplement connexe constitué
par lintersection de 4* avec l¢ demi-plan ouvert Res > 6o(0). On peut
done, au lieu d’intégrer sur le gegment [e—4T, 6+ 4T, intégrer sur tout
autre chemin contenu dans ce domaine et allant du point ¢ —iT' au pomt
¢+iT.

Hoit &' un nombre réel satigfaisant & 0 < o’ < a et soit t1 un nombre
réel = t,/2 et tel que

i

@
—— > 20 .
log(28) ~ o(@)
a e .
Posons ———— =1, de sorte que 0 <y < i puisque oy(0) > 3.

2log(2¢)

Les nombres a' et ¥, sont supposés fixés une foig pour toutes. Ainsi v,
tont comme o, Testera fixé dany toute la sunite de ce chapitre eb guSqu & la
fin. du chapitre suivant.

Solent, d’autre part, r et & deux nombre% réels satisfaisant &

0<r<y et 0<s<Arctg—.
%
On voit que, si T > 1, on peut remplacer chacnne des intégrales qui

fignrent aux seconds membres de (7) et (8) par la somme des intégrales
de la méme expression sur les arcs orientés I'y, Iy, ..., [y définis comme

_ auit;

!

1 p .
'3 Tlog(2d) ","’T]’

!

I est le segment [ il

1.
7 LI
T, est l'are déerit par le- POlﬂt 3 210g(2 1)

de —T & _tla

Iy est le segment (3—n—i, §— n——mtge],

-4t quand ¢ ocroit
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Iy est le segment {3 —n—intge, 3 —rd®];
Iy est Y arc de circonférence décrit par le point 3 ve™
croft de —m-e & m—g;.
I’y est le segment [§—re~%, L—g--intgel;
I, est le segment [ —v-bintge, § —n+ifh];

i

quand §

1
I'y est 1 are déerit par le point Ch mn}-it quand ¢ croit de t;
& T; '

1 . ,
Iy est le segment [~2-—~ W +4T, a+mT:I.

On fera enguite tendre ¢ very zéro.

En rajsonnant comme aux paragraphes 4.1,
AB, on aboutit gux résultats suivants:

Désignons par y, 1'are constitné par la circonférence |s — 3| = v privée
du point 3 —r, parcourn dans le sens direct. ’

Détinissons la fonetion ¥, et, pour |z| < o, la foncmon @, sur l'inter-
vallc 10, +oof par

2 et 4.1.3 de notre article

Leap, p)u™'m0

W () = -Sm’"@ f ¥ - oy
2m f”f* )0 (5 —3)7F (’5:1) as
et
oS R
f (5,9 6= s,

oll # est un nombre positif guelcongue << 5 ().

Posons
(9) [ Byt = 7, 0) + ut(e)
ot G
ey : f;Gz(t)dt = D, (w) +w(z, 5).

1}

(4 On voit immédiatement gue ces expresgions sont indépendantes de » Celd
résulte d'ailleurs de la manidre dont elles apparafssent.

icm
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Alors il existe O, et f> 0 tels. que lon ait

(11) wy(2)] < Cra*Pexp(—28Vloge) powr a1
et |
(12)  lw(r, 2)] < C1r*fexp( w‘)ﬁl/l_(iga;) pour =1 et 2] <

4.1.2. Rewmarquons que ¥, est indéfiniment dérivable sur 10, + oo,
aingi que @, pour |2/ < g, et on &

* _..1_,0
(13)  W(x) = 0T f L0 “’9 Ay -

.
+§W—¢?_fﬂ*(s, Q) (s— 1),

. ki
" SN
P (z) = — f H*(3—u, o)u— "t P gy
1 ¥ —1—¢,5—1
tom [ #7650 =B,
Yy . -
. 7
8 (L —
14 o) = - [ IU IV gy
T 4—u
1 1y1—-2 i
+—2"E f%q(ﬁ';z)(é‘“?) —ds
¥ _
et
sim e

5
() & (@)= — fyf(%_%, z)ul-—za;—l./z_udu.%

1 1—2 ,8—1
+-ﬁyf@f(_s,z)(s—%) & ds,

r étant toujours un nombre réel quelconque satisfaisant & 0 <7< 7.
En raisonnant corome au paragraphe 4.1.4 de AS, on voit qu’il existe
0> 0 tel que, 81 & > €'/, on a

(16) ' C 1 (@) < Ogr P (logaf
et, pour [z < g,
an 1B ()] < Cya2 (log )% < Cp P {log ).

1 existe de n;émé Cy> 0 tel que, 8i @ > ¢, on a
0,2 (logz)®.
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4.2, Fixons maintenant un nombre réel z, an moins égal an plus

grand des nombres

@y, eb soit & un nombre réel satisfaisant

2
26, g%, 27 et

4.2.1. Supposons que » =

a4 0< B 2f2.
Si |2) < o, O a pour m<t<m+§
8,0~ Gl =| D gm|< 3 hyin) = Hy)—H, ().
R TE 4 4 m<ngt
Il en résulte que o
11 248 w-!—-f .
= - - d
y FIEEX o =|F FICCEC ‘

m+§ o

§f (H, (t) H(m)dt:—fﬂ(tdt H, (o),

¢ x4+§

6, () — 1<|~_7+G<t | EfH 1t — I, ().

H,(x) pour ¢ et H, (1)<

et par suite

Mais, comme H,(i) =
on a

o, (z) pour < m,

1 7 1
“g‘f Hg(t)dtgﬂe(m)g—gf H, ()t
o
el par suite _
&£ z+&

Efﬂ <-H(IH czt—fﬂ dt)

On voit ainsi que 'on a pour 2| < ¢

19) 16, (@) — &La)

~EJG

Maintenant, la formule (1
w4 §

f &, (b B)@ = O, (w+&)—

aHE @

+_1§_(f B a— | Jig(z)dz);

% @

(@)

) donne

P () Fw(x+ &, 2)—w(z,2)

== 5@;(m)+§2 [ —w) &) (@+ué) dutwie+§, 2) —w(s, 2,
‘ ; _
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d’otr
1 x+&
IE [ ana—ol@

n

H

P o+, 2) 4 lw(@, 2))
+ .
} &
En tenant compte de (12) et (17} et rema,rqu&nt que 7 (logt)®
est une fonction décroissante de £ pour 6 et que on a (x4 &P
< (32)**, on obtient

1 at+d
‘Ef G‘a('t)dtwdjs(m)

@©

372 o
< 30,607 log ) + (1 + () 0, ; —28Viogw).

Diautre part, la formule (9) domne

a+§

[ B mai— [ H@)d
i =& -
= W, (24 &)+ ¥, (x— &) 2%, (@) +wl (2 + &) + vl (z— £) —2w(2)

1

= &2 f (1—u) (¥, (z+ wE)+ ¥, (e — ME'))du + w2 +_§)-+ wy (@ — &) —2wy(w).
; .

En tenant compte de (16) et de ce que (x— &)™ < V22", on voit
que

| f 1— u)(![’"(w—f—uf)—i—‘l’”(fo %E))du‘ (1+f 2) 0~ (log z)e.

Par ailleurs, en temant compte de (11). et remmrqna,nt que %
% exp (—28V1ogt) est une fonction croissante de £ pour ¢ 3= e, on obtient

w0y (- &)+ (2 — &) —20 ()] < (3 (3)*%) 01 0* exp (—26V 10g ).

On voit aingi que

l z+E b
5 ( f H, () di— f HE(t)dt)
. & -

<H1+V2)0, Ex™ P (log )+

32

(34+(3)°) 03 7 exp(—28Vioga).

5 — Acta Arlthmetica XXITI.2



172 . Hubert Delango

Finalement, (19) montre que l'on a pour |2l < o
(20)  |G.(z)~ D, (z)

(2+1/_ 2) 0y 80~ (log )+ (4 +2 ¢ ”2)01 exp( —28V1oga).

4.2.2. Remarquons par ailleurs que, comme
) T4 -

m)gf H,(t) & =_f () At -+, (2 + &) — )y (@),

. on a, en nkilisant (18) et (11),

82

H,(2) <0y (a-+ & (log (2 -+ )] + (L + (37 €, 3”; exp(—2fVlogz),

d’olL
3/2
@l H,(@) < 1“(1ogaa)9+(1+(§)3!2)01%—exp(—2:31/10gw,
oil
Tog(8/2)\e
_oeye (g 98GR
0= 0,6 1+ ECR)

4.2.8. Jusqu'ici, £ est un nombre réel arbitraire satisfaisant & 0 < &
< 2/2.

En prepant dans (20) & = a(logx) "*exp(—pV1oga),
loisible puisque exp(— ﬁl/loga:

|, (@) — @ ()]

on voit qone 1’on a pour [z < ¢
?

< O 0" (log2)** exp( —pBV1og ),

ot
0, = 3(2-+V2)0,+ (4 +20P5) 0,
4251/1“5@, on. voit que l'on a
Oy = Ot (1-- ()" Cy.
4.2.4, Nous poserons maintenant, pour |zlel of 2 >0,
(22) @) = D)+ ().

11 et clair que la fonction R, est & variation bornde par tout intervalle
fermé contenn dams l'intervalle 10, +-oof.
D’aprés ce que Pon vient de voir, on a pour & 2 x, eb |2 < ¢

€2, ()]

En prenant dans (21) & = aexp(
H,(») < Cgo'® (loga)?, ol

< ;@2 (log ) exp ( —fV1oga).

‘Pour simplifier, nous introduirons un o arbitraire (mais qui restora.

fixé) satisfaisant & 0 < a < 6.

ce qui est

icm

" (15) CL§ 3.6.1.
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On. voit alers que Don a pour @ > 2, eb |2/ < o

(28) |2,(a)] < Cya*exp (—aVioga),
ol S
0, = 0 S;lp{ (log ) exp { — (8 — a) Vioga)}.
Ty .

Clest cette inégalité que nous utiliserons dans la sulte, aingi que le
fait, vo plus haub, que V'on a pour # > =,
(24) H,(z) < C'*(loga)®.

5. Evalnation de S’zf @, Bi Pon se reporte & la définition de la fon-

ction g,, on voit que gz n’est autre que la convolution de la fonetion y de
Mébius avec la fonction multiplicative dont la valeur est 2/,

On a dome pour chaque »

7™ = Y g.(d),
din
et il en régulte que on a pour tout &> 1
(25) DM = 3 g.(m).
n<w MNET
Nous supposerons 2] < g et &> &,.

Nous infroduirons ici encore un nombre réel £ i fixer ultéricurement.
& devra cefte fois satisfaire & oy << & < o
Par un proeéde classique, nouws écrirons (25) sous la forme

2= Sz T3] -enn(g)

ngx mef swfé

ol ff(X) désigne le plus grand entier < X,

51. On &
SoomnlZ) o S EE - 3 (£ -5(2)
m m<gé mgE
= wF(z)mmz_g%-— gg(m)(%w}ﬂ(%))( )._
mr>é mE
On peut écrire, d’aprés (22), (17) et (23),
g.(m) aG,@) P, ar . FTae,m
g . f i ! sz (t)? '"]"J- "
SN ol T a
:! A i
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On obt.ient aingi 3.5. La formule (15) donne pour >0

o ' 1, sin rz N
@) gmp (—)—wﬁ(z) of ol %+ Zo,)- 720 = f”‘l AT “d“+
t &
mef 3
40 : 3? 8—-%)1 ztsqzds
dt P f ’
- [ amf = am(o ~5(-2)). o |
: d < avee v réel queleconque satisfaisant & 0 <v < #.
5.2. On a d’aprés (22) En intégrant soms les signes f dew s +oo et multlphant par %, on
2 a: 2\ m obtlent ) : ‘ ) -
@ (__) = @, (___) -+ Qz(m). ~ it sinme [ #(h—u, z)ul”” ey e
-3 -3 ) re — B . b 1/2_1,,,
A = S n% " . (30) . a"f % mT”." — f +u AL
@ r : ’
On peut éerire _ : T PO
- : - ‘fxw ) — 3= ds.
zfé zfd Zm 1;—s
fw & / % o ey ()
Z¢z o= f &, T dBE(t) = O, (5 F 3 +a@ f @, 7 Tdt 5.6. Pour transformer le terme _
nawfé 1j2 1 ' o/E '
of& ) ) R | t—E(t)
. @ dat s fe\t—E() mj‘@CJ dt,
- bog il .f@ & ol T LY . LY AT
oum (a0 (3 5] o (7} 70 e 1 ,
) . ) nous auons d’abord introduire de nouvelles fonetions.
En faisant le changement de.varla,ble t =y, on & 5 6.1. Posons d’abord, pour y >0 et Res > 0,
ol x
z\ di do . +o0
. i’ il T 123 e E(t)
!@(t)t 'Ef@“(@)v’ Swio) = [
. o ' v
. On obtient ainsi _ : Pour y fixé, S{y, s) est une fonction de ¢ holomorphe dans le demi-
a _ ' : - -plan Res > 0.
(28) &, . : ' De plus, il est clair que, pour Res = o> g, > 0,
n<w/é ’ N : 1 1
T . - (31) B sls—=«
()+mf@"w——f o (f) =5 Saf). o
negals n Remarquons maintenant que on a pour Res>1 -
- 5.3. On peut éerire enfin, d’aprés (22), P E(t) e D(t) 8 1 (3
Bt C@)=SJ‘ grrs f S “sj"ﬁﬁf“ﬁ’
i * ® v Tl t
e Gn(F) - awn(3 +aen(g) .
. _ £ E ] et par suite Pl B(0) 1 £(s)
5.4. Les relations (26), (27), (28) et (2 ) donnent | f e s
: 1
"y _ T L2\ t—H (1) _ ' En raison de Panalyticité, ceci subsiste pour Res > 0, et Ton vm‘s
25 ™ = aF () — f gb -—wf o, (‘;) t2 di+ ainsi que, quel que soit ¥ > 0, on a pour Res > 0

i

B . 1 ()

ol +ZQ()M__E( S

na Ll - omE
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5.6.2. Associons maintenant & chaque 2 tel que |2| <
definia pour # et y > 0 par

ginnz
T, (2,9)=

f,#(% %, 2)8(y, + — u)ul“zm”z““du

_2—m.?f (5, )80y, ) (-}~ ds

avec r réel quelconque satisfaisant & 0 < # << 5. (Du fait que # (s, 2) S(y, 8)a"
o8t une fonetion de s holomorphe dans le domaine intersection de 4 avee
le demi-plan Res > o,(p), cette expression est indépendante de r.)

Par un raisonnement semblable & celui du paragraphe 4.1.4 de AS,
on voit quil existe 0, > 0 tel que, pour 2| < g, ¥ > 0 et ¢fy > &7,

‘ ) w\Y? w\e—?
3 T.(z, L 01— log—} .
o) IT. (@, )] < (y) (og_y)

11 faut tenir compte de (31), rempiacer ici le changement de variable

w = v/flogw par 4 = 'v/log;j-, et prendre r = 1/10g~;;i au lien de r == 1/loga. . -

5.6.3. Ceci dit, revenons au terme gue nous voulions transformer.
La formule {15) donne, pout # > 0,

afe\ t—E (% gin o 1y P BLE)
2, (?) - f # (b=, 2w
E’
faf(s 2) B0 ‘“t 1(t) ds,
27:% e

Jtoujours avee » réel queleonque satisfaisant 4.0 < 7 < 3

En intégrant sous les signes [ de 1 & @/ et tenant compte de (32)
et de la définition de la fonetion T,, on obtient

wlé

S o {a\t—=E{)

1

{(3—w)
itu h—u

1 {1 -
+’—2~n—?:-f'3€”(s,z)( ﬁ_l—ﬂﬂ)( %)l‘zwds—{—l'( z)

)u"“’m‘”““du +

§

icm

¢ la fonction T,
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5.7. Avec (30), ceci donne

EN." ' :.D]E
M dat nf® t_"E(t)
ST
P 1
— smnz J“%‘,(g , z) Cf -~ i U‘_"d’w—]—

r ts)
+2—m.f (5,8) = (s =

Yr

1)~ zmads—Tg(i, —z—)

Nous définirons une fonction @} sur 'intervalle 10, + oof par

SIII. e

(3—
%_

o5 () = Wt

fsm u,5)—

+— f,;?(s z)f—(-l—(s Bzt ds

(toujours avec r réel quelcongue satisfaisant & 0 < r < yh
Ainsi 1a formule du paragraphe 5.4 donne finalement

D) —aF(z)— 0l (w)

o S

£ ¥ m(;)—-égz(m) (E—E(—,ﬁ-))

L, §

: 5.8.‘11 résulte de (33) que l'on a

T, (my %)l <Gy

- {23) inontre que 'on a

5ol

ke ' koo :
di — dt " —
!wf Qﬁ(t)wt—;' < mexp(—a]flog & f an“i? = "C‘qwf‘l"exp(—a]/logcf),
Pog : ¥ .

El(log £y < Oy E(log ).

0, 8P exp( —a)log ) < €, £ (log &)
et
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et aussi, puisqgue z/n = £ pour % < /&,

> eff)

< 2006V exp (—aVlog £).
n<xfé ‘ ’

< G2 exp( —q]{lﬂg'&) 2 P

" nﬁm;'é

Enfin, comme |g,(m)| < h,{m) pour toyt w:a‘, on a
‘ - ‘ |

D atm {27 < mye) < cueogsr,
drapres (24). '

En définitive, on voit que lon a

\sz(n)_mﬁ’(z)—f@;(m)l L

i

< (O Oyt Cy) 2 (log £)2 --4C,08 P exp( —aVIog §).

‘T existe ay > 0 tel q‘uéi wexp( —aVlogw) > m, ldrsque 22w, Si
@ > m,, on pent prendre & = wexp(—aVlogz) et on obtient ainsi

| 39 —aB(e)— Dl(m)| < 0,0 (logary éxﬁ-( . Vloga;«), o

ol

1

0, = 0,+0, + s —{—40 exp {Sup (a]/log‘m— al/logwm al/logw ologlog )}

w,a:l
On. & ainsi prouve que, Iorsque_ @ :bend vers ‘—}— 0o, on ‘2 uniformément
pour IZI se
Z 2™ = zF (2) + fﬁ"‘(m) +0 ( 12 (loga) exp ( — —l/logm))
TELL

5.9. Tl est clair que, pour arriver an résultst final que nous avons
en vue, il ne reste plus qu’ z"n montrer que, quel quo soit entier N = 0, on
a uniformément pour |z < :

* 12 a2 ) Ay (2 1
%(0) = o lloga) :Z Fogap * {mgare)

c’est i dire

al 12 :
(15: (50') = 2 Tm(;fm(__)_)_(logm)w—a—z -+ O( lfz(logac Raz-N—a)
= 0

Ceci se faiti en ralsonnmnt exactement comme aux pamgmphcs 4.3.1
et 4.3.2 de AS. :

icm
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6. Application du théoréme fondamental 3 Dévaluation de v, (z).
Comme application du théoréme fondamental, nous allons maintenant
établir le théoréme suivant, qui contient comme cas particulier le régultat
énoncé par Saffari, que nous avons indiqué dans l'introduction.
THEOREME. Soil [ une fonclion arithmétique additive & valewrs entiéres
> 0, satisfaisant &

flp) =0 e f(p?) = 1 powr fout 'p premier.

q élant un entier =
& & pour lesquels f(n) = q.

Pour chaque ¢ =1, il existe wn nombre dy = 0 et des polynomes & coeffi-
clents réols Py, Py, .. . de degré << q~1 tels que, g{uel que sm,t m. > 1,
on- a quand x tend 'vers + oo

0 donné, soit vy(x) le nombre des n au plus égous

S P, loglog)?~!
(34)  3,(x) = dwt o' vm————P’aoghgm) (mlfzw(-og 082) )

jéll (log @)+ (loga)™+2
Le coofficient de XI dans Pi(X) est
ﬂi ﬁ(f;l) 1
(g—1)! 2’
ot la fonction F est définie pour Res > % ef s £ 1 par
22 (s) ( 1)"( 1 1)
Fl8) = ————— 1+—=) 14+ — T
) 8(2s—1)(2s) H T A kg; !’
- : f(pky=0
ce qui donne en porticulier dans le cas ot f(p*) > 0 pouwr fout k> 3
2{(s)

F6) = ces—nres

6.1. Avant de donner la démonstration, remarquoens que, le coeffi-

‘ -1
cient de X2 dans P, (X) étant ——— # (1), qui est 3£ 0, on a quand »
(g—1)! _
tend vers oo
—1 flogloga)2!
— ~ - (L)
vﬁ (w) dﬂm' (q_:l.)! (_ﬂ-)w (logm)z

En particulier, dans le eas ot f(p*) > 0 pour tout & = 3,
—4

(loglogz)?!
(g—1)!

1/
O T

vy () — dyo0 ~
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6.2, Passons maintenant i la démonstration.

6.2, 1. On- est dans les hypothéses du théoréme fondmnental
Comme, pour chaque j >0, 4,(0) = 0, on peut écrire pour [¢| < R

Ase) = Zwm

k=1

On va voir que Pon a la formule {34) avec

%y, 1 g—1
. = gk . .
et dq égal an. coefficient de 2?7 dans le développement en série entiére de
F(z) pour 2| < K.

En effet, quel que soit m 3> 1, on peut écrire pour tout 2 tel que jz|e I
et tout x> 1.

PiX) =

(35) Z‘ N = o (z) + me (log @)=~ 4,(2) -+ Qou(®, 2).

n<m

Dra,pms la formule {2), on a quand # tend vers +oo
Qn (2, 2) = O(wllz(],ogm)Reﬂmmua) :

et, quel que soit ¢ > 0 appartenant & I, le O est uniforme pour |2| < o
En prenant en particulier p = 1, on voit que on a

86) Q(z) = O(mi"2 (logz)~™%)  uniformément pour jz| < 1..

Pour » fixé, le plemler membre de (35) est un polynome en 2, ol le
coetficient de 27 est v (z).

An second membre, le terme oF? (z) et chacun des termes de la somme
qui suit sont des fonetions de 2 holomorphes pour |2| < RB. Il en est dore
de méme du terme @, (x, #). Le coctticient de 27 est la somme des cocffi-

cients de 2% dans les développements en. géries entiéres dos différents
termes.

On voit immédiatement que le coefficient de 27 dans le développement

de oM (loge)* ™It 4,(2) est
: e

WPH_]_ (loglogca).

Diautre part, d’aprés Iinégalité classique de Cauchy, il résulto deo (36)
quele coefticient de 2% dans le développement de@,, (¥, #) est O {#** (logx)~"%
lorsque o tend vers L oc, ‘

icm

- engpour 1l ¢ <
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On. obtient ainsi

-

ce qui donne bien (34).

6.2.2. Du fait que »,(x) est réel > 0, il résulte évidemment que iy
est réel = 0 et tous los polynomes P; sont & coefficients réels, ce que l’on

peut d’ailleurs voir directement.

6.2.3. Notony maintenant gue, d’aprés la formule
' . B;(»)
4 =y

on a g, = (1) (§+1)1B,(0).
Le coefticient de X%} dans P;(X) est done

(=1t
[l

B;_,(0) est e coefficient de (3—3Y ! dans le développement de Taylor
au voisinago du point § de .

2t (s).

2 (s) _ Fis. 0).
" #(s, 0)exp(—l(2s)) = S_M(Bs—l)c:(%) % (s, )
O d
" Onc' -1 ) = ,_'_.2_6“@.)_#_@(3 0.
B; ,(0) = G FUNY, ou F(8) = NETERITIC A

Mais {9‘?(._5, 0) est défini pour Res > og(0) = § par

1 '-1( 1')(16)
= =) |1 —=]
26,0 = [ 1+ Pa) +ﬂk2 -
oo BF)=0 "
On obtient bien ce qui est dit dans I’énoneé du théoréme.

6.3. Remarquons qu'en suivant la méthode utilisée par A. Selberg
dang son article Note on a paper by L. G. Sathe (') pour établir ses théo-
rémes 3 et 4 on pourrait obtenir ‘des résultats du méme genre, uniformes

¢loglogm, ol o est un nombre positif quelconque apparte-
nant & I. :
Par exemple, 1a fonotion 4 étant définie pour izieI par

A2) m—Ao(z) s 20 et A(0) =A(0),

(%) Cf. note (10). .
(17) Journal Indian Math. Soc. 18. (1954) p. 83-87
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pour tout ¢ positif appartenant & I, on a quand @ tend vers +oc

M (logloga)t™? g—1 ) ( q
@) — dgw = (g—1)! (logw)® (A (loglogm R0 (loglogz)? ))

uniformément pour 1< g < ¢loglogw.

7. Généralisations.

7.1. Le théoréme foudamenﬁ&l pourra,lt étre généralisé en suppo-
sant f & valeurs entiéres pas forcément = 0. ‘ .

La conclusion serait alors une formule semblable & (2) mais valable
seulement pour |2/ = 1, la fonction F et les fonctions 4; étant définies
sur la eirconférence |z| = 1 et continues sur cette circonférence.

On powmrrait encore en déduire un développement asymptotique de
v,(%) analogue & (34), valable cette fois pour ¢ quelconque appartenant
4 Z. On D'obtiendrait en partant de ce que

4

‘ 1 . .
o) =gz [ (S em)eean,

-7 N

Les polynomes P, seraient remplacés par des fonctions entidres de

type exponentiel F; telles que, quand |X| tend vers -+ oo,
FyX) = O~ X |71,
Le
oz H(loglogm)““l
(logm)™*
serait remplacé par .
| o(mm {logloga) ™%} |
(10gm)'"’"‘1

7.2, On pourrait aussi évaluer la somme

Z‘ 2T

nml(m-ﬂ‘(lk)
ot le nombre des n <@ tels que % =1l{modk) et f(n) =
7.3. Enfin on pourrait ne plus supposer quel'on a f(p) = O et f(p?) =1
pour tout p, mais gue I'on a f(p) = 0 et f(p®) = 0 ou 1 pour tout p, Pen-
gemble des p pour lesquels f(p?) = 1 étant un ,,bon enserble” de densité
positive, ce terme ayant la signification qui Ini est attribuée dang AS
(p. 139).

Regw 1o 22, 4. 1972 : (270)

AQTA ARITHMETICA
XXIIT (1973)

Image sets of polynomials
by
K. K. Kueota (Lexington, Ky.)

W. Narkiewicz has shown ([11], [12]) that if K is a puorely transcen-
dental extension of a number field, then the only polynemials Pe K [X]
which admit infinite invariant sets in A (i.e. subsets F of H with P(H)
= ) are the linear ones. He conjectured [13] that more generally if £y
and P, are two polynomials over  such that there is an infinite subset
E < K satisfying P, (F) = P,(F), then P, and P, have the same degree.
In [5], this conjecture was verified in the case of algebraic number fields
under the additional assumption that the polynomial of lower degree
ig injective on H. This was generalized by D. J. Lewis [9] to the case of
finitely generated fields K and also to morphisms over such fields of
projective n-space into itself,

However, as noted in [5], the conjecture as stated is false. PI(X
= X*+X +1, Py(X) = P,{F(X)) where F(X) =X*-X+1, and E the
set consisting of 0, 1, F(1), If’(F(l)), ... was the counter-example given
there. The main resulé of this paper states that under certain conditions
this is the only possible kind of counter-example.

TEROREM 1. Let K be a field of characieristic zero such that the algébmio E
dlosure in K of any subfield fiwitely generated over the rationals Q is finitely
generoted. Suppose P, and Py are polynomials over K with degree Py < de-
gree Py. If there is an infinite subset B of K satisfying P,(B) = P,(E) or
P, (B) c Py(B) and if every component of Pi(X)—Py(¥) = 0 containing
an nfinity of poinis of ExE has a polynomial parametrization, then
Py(X) =P F(X)) for some polynomial F over K.

The applicability of Theorem 1 depends on being able to verify that
the components of P, (X)—P,(¥) = 0 which admit an infinity of points
of B x B, have polynomial parametrizations, In the proof of Theorem 1,
it ig shown that # containg a set which in addition o satisfying the reguire-
ments of F also is contained in & subring 4 of K finitely generated over
the infegers. But then one ean apply M. Fried’s characterization ([2],
Th. 3 and it corollary) of genus 0 curves with separated variables having
infinitely many A-valued peints. (The corollary holds for a ring like A



