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§ 0. Introduction. Pour toute guite de points du tore R/Z, Vengemble
des densités des sous-suites équiréparties est un intervalle initial de R, .

M. Mendés Franee [2], qui le remarqgue, se demande si cet intervalle

est fermé. La réponse est positive comme .le prouve le théordme plus
général ci-dessous,

Soit X un espace topologique localement compa,ct muni d'une base
dénombrable, et soit % = (%,). une suite de points de X. Nous nous
proposons d’étudier Pengemble des mesures de Borel u de norme 1 telles
gu'il existe une sous-suite de % possédant une densité et u-équirépartie [17.

Soit .4 Pensemble des mesures de Borel positives sur X. Soit ue 4;
un borélien est dit u-mesurable au sens de Riemann (#-u-mesurable},
si Ia mesure x de sa frontidre est nulle.

Nous dirons gu'nne partie P de N est p-répartie, si pour tout horé-
lien B, @#-u-mesurable, Pensemble des indices » appartenant & P et tels -
que %, appartient a B a la densité u(B). Il est clair gue si P est p-répartie,
F a elle-méme la densité p(X), of si p(X)> 0, la sous-suite (#,)np
ordonnée par indices croissants est »-équirépartie pour Ila megure »

1 . -

w(X)

TUBEOREME. L'ensemble o des mesures y< 4 telles qu'il ewiste wne parite
P de N, p-répartie, est un intervalle initial fermé de & (nous prouverons’
Vexistence @’ une mesure poed telle que o est Pensemble des MESUTES ML) O-
rées par pg).

Remargues

1) 81 X est réduit 4 denx éléments; X = {a, b}, & une suite « de.
points de X, faisons correspondre la partle Q ={n: u, = a}. Alors v est
équirépartie 8i @ a une densité. 8i @ n’a pas de densité, il existe d, qui
est la plus grande densitié des sous-suifes de ¢. Il convient de remarquer
que d, n’est pas en général la densité inférienre d— de ¢ mais un minorant
de 47, et que si 'on se donne trois nombres d° d~ et dt, tels que 0 < d,,
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< d-<dt <1, il exigte des parties @ pour lesquelles ces nowmbres sont
respectivement la meilleure densité, 1o densité inféricure ot la densité
supérienre.

2) T1 ressort du théoréme que si g est une mesure de norme 1, Pen-
semble des densiftés des sous-suites w-équivépartics, il n’est pas vide,
est un intervalle réel [0, 2,7 Si X = [0, 1], u In mesare de Lebesgue ef
s » possede une fonction de répartition f, on enlendo Ay(u) = 1, == Inf{f’ {x):
we [0, 1], f dérivable an point }.

Ce résultat s’applique, par exemple, & la saile des puissances dun
nombre de Salem 6 [3]; en particulier #i o est lo degré do 6, on montre
que 4y ne dépend que de n eb gue A, tend vers I quand # tend vers Pinfini.

3) Si P cst une partie de N, p-répartie et w»-répartic, p ot » étant
des mesures de .#, alors g = v. (L’engemble des %-p-mesurables d’une
mesure queleonque engendre la tribu -des Borélieny). Soient u une suite
p-équirépartie eb B, un borélien; soit » la inesure définie par »(B)
= p{BNB,). Alors deux parties .P et @ »-réparties ont une différence
gymétrique de densité nulle. (Je résultat cxt z‘a;'mpproclier de ceux de
R. Scoville [4]).

4) 8i X n’est pas réduit & un élément, pour toute mesure p apparbe-
nant & .4 de norme au plus 1, il existe une suite w, telle que Pensemble o
$0it Pensemble des mesures majorées par .

Introduisons quelques notations. Soient P une partic de N ¢t 4
une partie de X; posons

(P, 4, n) == card{ke P: 0 < k < m, uyed},
1
(P, A, n) == —"’;a-c(l’, A, %),

TP, A) = lim supv(P, 4, n),

—
(P, A} == liminfv (P, 4,n)
¢t 81 1a limite existe o
(P, A) == 7" (P; A) = v (P, A).
Powr un borélien. B POSONS: |
o(B) = sup{z(P, B): Pc P(N);t"(P, B) =+~ (P, B)}

o’est la borne supérieure des densités des sous suites de u dont chagque
€lément appartient & B.

La fonction ¢ est sur-additive, ¢’est-d-dire que si {By, By, ..., B}

est un ensemblL fini de Boréliens (115]01nts

o e(By V... uB)zoe .(B1)+... e(B,}; o est croissante,
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Posons encore pour un horélien B

T (B) =inf{p(U): U ouvert contenant E} B désigne’adhérence de B),

o 11111{2@ Ae.%’ UA :B}

Py=al

Il et clair que g, minore ¢ ¢f majore toute mesure pe.# mino-
rant ¢+, Dans le paragraphe 1 nouy montrerons que o/ est ensemble des
mesures wed (Ui minorent o, et dans le pa’ra,gmphe 2 nous prouverons
que Wy zmppmrbmn‘u & M, cequi entraine.

== LO, ‘Uu] mrs {‘LLE.W: {] 5&; 3 g 'un}_ |
§ L. o est Vensemble des mesures qui minorent *. Vérifions tout
d’aboxd

Lmvun A. Toute mesure de sf est majorée par o7 7
Prouve. Soit uess. Il exigte une partie P de N, p-répartie.

8i B est un borélien #-p-mesurable, nous avons:
#(B) = (P, B) < o(B) < ¢ (B). _
Bi B eﬂ; un, borélien quelecengue, et &> 0, il existe un omvert U
contenant B tel que:
, ¢"(B) = o(U)—e.
D'aubre part il existe un borélien U', #-p-mesurable tel que
BaUcUcU.
Nous avong alors ,u(B) <u(UY < g"*(U') < (U)K ot (B)+e ¢ étant

arbitraire, u(B) < ¢*(B), ce qui prouve le lemme A. W

Afin de démontrer la rémproque, établissons quelques lernmes.

LuvMe B. Soit wed, u< o”. Si B est un borélien, %-p-mesurable,
#(B) < o(B).

Preuve. u(B) = u(B°) (B° désigne Iintérieur de B). Pour tout & > 0
il existo wn formé F inclus dans B tel que u(F) > u{B)-~g, d'autre part

plI) < ot (F) < o(B°) € o(B) ot p(B)< o(B)+e.

¢ 6tant arbitraire, nous en déduisons le lemme B. M

Lommu O, Soit pmed, p<ot. S B est un borélien &-p- -mesurable,
pour tout >0 ,,,( existe une partie P de N et wn entior N tels que

1° ¢i n = N, [v(P, B,n)—u(B)| < &;

2° gour oha,que indice neP, u,eB.

Preuve. Il existe une partie @ de N de densité 4, supérienre d g(B) —¢
telle que pour chague ne@; u,,,eB
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8i u(B) > d—e, prenons P = (.

8i u(B) < d—e, prenons pour P une partie de ¢, de densité mgi)—

par rapport & €. {Nous pouvons, par cxemple, construire P ainsi: le
niéme élément de @ appartient & P si

w{B) w“ _ Jm(l&’)

olt [#] désigne la partic entidre de @ récl.) M
LewmE D, Soit pedd, p<<gt. Svit B ={By = &, By, ..., B}, un
ensemble fini de porties de X, #-p-mesurables. Pour tout ¢ > 0, il ewisle
une partie P de N et un entior N tels que st mzz N
(%) TPy By m)—u(B)l<e  (#=1,2...,%k.
Preuve. Congidérons la partition de X associée & B, € = {f,, H,,

Y

...y By} chaque B;e®B est union d’au plus k éléments de € Nous déduisons

du lemme C:
- Pour tout i< {1, 2, ..., &}, il existe une partie P de N et un entier N,
tels que: ‘
' g
n > Ny = [v(Py, By, n)— p(H)] ‘i:’:‘ia
" E..P.i = Uy € E{.
La relation (*) est vérifie pour P réunion (disjointe) des P; eb N maximunx
des N.,;- | .
Nous allons maintenant démontrer Ia réciproque du lemme A;
Levye B. Toute mesure de 4 majforée par ot appartient & .
Preuve. Considérons & = {B, = X, By, ...} une suite de boréliens

Z-p-mesurables constituant une famille guffisante. (On rappelle qu’one
famille suffisante est une famille telle que, P étant une partic de N, si

pour tout élément de la famille B, »(P, B) existe ot vaut u(B), alows P

egt w-répartie.) ‘
11 résulte du lemme D que, pour tout entier §, il existe une partie
@; de N et un entier N, tels que, pour tout % < ¢ o pour tout n 3 N;

1
[7(@:y By, ”)"“#(Bk)lé“v._-
Soit pedt, u < @", nous allons construire une partic P de N qui est p-ré-

partie.

Pour cela, introduisons la suite croissante d’entiers (M,) définie par
Técurrence par:

My = Max {N,, N},
M, = Max {N,, Ny, r M.}, 731,

icm

~ De plus:
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ot définigsons P par

P UL, Mol Gy).

r

(Los &, ot @ étant délinis dans le paragraphe ci-avant.)
Montrons que P est u-répartic. Il suffit de montrer que, pour tout %,

+(P, By existo ot vaut u(B).

Soit Bred et =1, vz k. Montrons que pour M. n< M., 0003

AVONE:

) 1e(B, By, )~ p(By)| <

Or:

gfr.

| (P, By, n) = 7 (Qrprr Broy n}— 2 (@yp1y By M)+
(@ By, M,) — (s By llff'—l)+”(P: By, M,_y)-

Hoit en divisant par «

M
7(P, By, n) = T(Qr.l-lr By, n)—[v(@r s> By M) — (€, By, Mr)]T —

r

1

- [W(er Blu Mr--l) "W(P? B-k: Mr——l)]-,;\

Or:

{2) [2(Qrs1s By ) “‘M(Bk)l

Cpuisque n = M, Nog.

De méme

d'oli:

< 1fr

1T (@rp1s Brs M,) “M(Bk”.é 1jr,  [w{@s Bis M) —pu(Bl < 1/r,

(3) | !T(Qr-}«la Bk::l Mr);"T(Qr? Bk? Mr)! é 2/"'-

7o (P By, Mooy) —m(@y Bry M,

est majoré par M,., et puisque n = M. zrM,

-1
) L (2, By My = (e By o) <5

(1) est une comséquence de (2), (3) et (4) et entraine: v(F, -’E") existe et

vaut p{By). .
La suite P est bien p-répaxtie. W
Le lemme A et le lemme E prouvent
des mesures de .4 qui minorent ¢*.

donc que = est P'ensemble
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§ 2. u, est une mesure de .#. u, cst une mesure externe.constrmite

par le procédé classigue. C'est nne fonction sous-additive dout la restriction
4 1a tribu des mesurables est une mesure. Nous prouverons que cette tribu
contient les compacls et que par conséquent c’est 4.
Lumme F. Soient B’ et B” dewwn bordliens tels que B NB" = @ alors
0" (B'UB")z o (B)+¢"(B"). ,
Prenve. X est normal et par conséquent il existe deux ouverls
disjoints U’ et U” eontenant respectivement B’ ot B”. Alors

Q"'(B’ UB”) = inf{e{1): U vuvert, U o (ﬁ" U};”), 7 e (U’ U -(fu)}‘

¢ 6tant sur-additive, powr & ouvert contenant (ﬁ’ U]?') ot inclag dans
(T’ v U}, nous avons:
U=(UnT)u(Unt",
ol
o2 o(UnU)+e(UnU" )" (B)+ 0% (B")

d’oll nous déduisons le lemmne I, W

th\ﬁ\’irll G. Soient B’ et B" deuw boaémm tels que BB =0 aors

po(B UB") = py(B')+ po(B").

Preuve. Il suffit de montrer que po(B OB") 2 uo(B) + po(B”).

Pour ¢ > 0, il existe une suite B, de boréliens tels que:

'(LnJ B)o B UB' et Z 07 (By) << po(B UB")+e.
M=)
Boient, comme dans la démonstration du lemnme H, deux ouverts

digjoints U’ et U” contenant respectivement B' ot B"
Posons:

_ B, =B,nU" ot By = B, nU",
Noug avong:

polB OB ) ez 3ot (B N o (B, UB))

Hom] Fea],
= X0t B+ N " (B 2 ue(B) - uglB).
fomel =l

Nous en déduisons we(B' UB") = uy(B)+ po(B"). M

Lezovw B Soit B wn borédlien de X doni la frontidre Fr(B) st telle que:
e wlFr(B) =0. o
Alors B est u,-mesuradle. '
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Preuve. Soit A un borélien. Posons M = MnBet M =MW—M.
Nous prouverons que po(M) = po( M)+ uo (M), u, étant sous-additive,
il suffit de montrer:

(M) puo( M)+ g ().

Soit &> 0. 11 existe un ouvert U contenant Fr(B) tel que uo(U)
< gf2. : :
Posons N =M —U et N' =M'—U.

Nous avons N NN =@ et par conséquent d’aprés le lemme B

(M —=T) = uo(F') + o (V)

et
1) folA0) 32 po( M —~ U)“’#n( Yok g (N7

uy Gtant sous-additive, nous avons
‘“o(-NI) +u(U) = (N V) = MO(MI)
et
pio (') 4 g (U) 2 o (N O U) = o (M)
cest-a-dire

(2) Ul N') 22 o (M) —8/[2,
®) | ol Ny o M) =2,

de (1), (2), (3) nous dédnisons ue(M) = po(M') 4+ uo(M )+ ¢ co qui prouve
le lemme H. W

Leyme L Tout compact K est u, mesurable. -

Preuve. I suffit de démontrer que tout compact est intersection
dénombrable de boréliens B tels que g(FrBj = 0. :

Tout compact est intersection dénombrable d’ouverts. Il suffit de
montrer que si A est un ouvert contenant K, il contient nn ouvert U
contenant K tel que p(Fr U} = 0.

Il existe une fonction continue f valant 0 sur le complémentaire
de A ot 1 sur K. Pour aréel, 0 < a< 1, posons U, = (Ja, +oo[) U, est
un ouvert dont la frontidre est incluse dans le fermé F, = f~'({a}).

Les F, sont dos fermés disjoints ot d’aprés le lemme G la famille
{uy(F): ae10,1[} est une famille sommable. L'ensemble des e« pour
lesquels g, (F,) est positit est dénombrable. I s’ensuit qu’il existe « tel
que u{Fr(U,)} = 0, d’olt nous dédnisons le lemme I. M

Les compacts engendrant les boréliens, la tribu des up,-mesurables
est celle des borélicns # et u, appartient done & 44, ce qui achéve la dé-
monstration. '

T — Acta Arithmetica XXIIT.2
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