icm

ACTA ARITHMETICA
XXIII (1978)

Volumsapproximation beim Jacobialgorithmus, II

vor

F. Scewricer (Salzburg)

Herrn Professor N. Hofreiter
swm 70. Geburtstag gewidmet

1. Einleitung. Es sei K der n-dimensionale Rinheitswiirfel, K
={ml & = (®,...,9,),0<w; <1} und 7: K+ K definiert durch

&: &, 1 1
T(mly"-;wn) :(';ﬂi ——[;31]’760_——[03—])
1 1 1 1

Entfernt ‘man aus K eine abzéhlbare Menge von Hyperebenen, so ist
T* guf der Restmenge B definiert fiir jedes s = 1. Man definiert die Ziffern-
funktion

h: B> 2™
o[£ 2]
&y

K9 (@) = k(T ') Hirsz>1 undzeB.

vermittels

und rekursiv setzt man

Tine Folge (aV, a®, ...) ganzzabliger Vektoren,
a® = (¥, ..., aM e 2",
heifit zuldssig, wenn gelten:
(1) 0<af<al, 1<i<ng
(@) | 1< a;
(3) ~ Die Beziehungen
af) = o),

&--1 -1
a_s—l) = “S@il)s

" = al*)
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implizieren
afthY <ol fir 141 <
und
1< ol fie 141 = 7.

Ist X die Menge aller zuldssigen TFolgen, so ist die Abblldung &

B X, definiert durch
B(m) == (ly (@), Fa(@), ...)

eine Bijektion (Perron [31).

Definiert man

AP =0,  Ldin, APV =1,

. n
AP 400 ZA“EQM} M), g¢»1l, 0<i<n,

=1
so gilt (Perron [3], Bernsicin [17])
AP

Hm e = 4,
goros A i)

Botrachtet man # aufeinanderfolgende Néihemmgapunk‘de
(APFDLAFHD, L AGDIAT, L m,
s0 spannen diese mit & zusammen ein konvexes Polyeder mit dem Volumen
¥(w; g) auf. Man zeigh nun (Sehweiger [b]):
L AP AP T (@5 g) = (AP (25 ¢))t
wobei

A_g”"'“““) + S: A(()U—H')wjﬂ)

P, g) = i
0

und o = 79,

Die folgende Vermutung scheint vernindtiz zu sein: Ist &> 1 die
groBte reelle Nullstelle von & — 1 == 0, go ist fiiv jedes se B die
Ungleichung

P(w; g)> (neh1) 8 —nt™ e
fiiv unendlich vicle ¢ erfiilis.

Fiir # == 1 igt dies dor Satz von ITurwitz (siehe etwau Khintehine
(2])- Den Fall » =2 und otwas mehxr hat Sehmidt [4] gezeigh. Der Mall
» =3 wurde in [6] bohandelt, In dieser Arbeit wird aine Ungleichung
fir beliebiges » hergeleitot, die einergeits fiir don Beweis des allgemeinen
Falles von Interesse sein kénnte, anderseits den Fall # == 4 zu orledigen
‘goestattet.
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2. Zum allgemeinen Fall,
Hrvrssarz 1. Ist k) =1, 89 =0, 1<j<n, fir alle §3> @, so ist
lmF(z; g) = B

G~

und unendlich oft gili
Flo; g) < 8.

Beweis. By ist T%0 =y, wo y = (§71 &% ..., £™). Wir betrachien
die Hyperebene ‘

(X oy X)) = Xy X" s + X8 = 0,
Der Punkt P = (&% £ .., &) liegt auf dieser Hyperebens. Ist

Aga+n+1) Aag-i-z)
plg) = AW 7 T4
[ AO

s0 sieht man: Der Punkt p(g+# +1) liegt im konvexen Polyeder, welches
von p(g), ..., p{g-+n) aufgespannt wird. Ferner ist

limp(g) = P.

g-roo .

Da P ebenfally im konvexen Polyeder, anfgespannt von p( iy ouvy Dlg-+n)

Hegt mnd £"*'— £ —1 irredusibel ist, so erfilllt einer dieser Punkte

Lp{g+i)) <0,

d.h. -
T, g+3) < B.

Wir fiihren nun folgende Abkiirzungen ein:

Aﬁsﬁwjﬂ)

K(S“H")L“Wy IL<i<ntl,
o

Mek) = B 4ol L<j<nt1,
HItrsgATz 2
Flw, s-1-f)A(s-+§ 1) = Plo, s+ +1) K (s +5+1).

Beweis. Rechmung.
Hirwssarz 8.

i=1l - il ‘
2( n Als J]—a))kgs-i-a-%z—a) |
A — filr 1< j<n.
iI TAs-+i+1)
=1

Dabei ist BP = 1.

f — Acta Arithmetlica XXIIL.4
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Beweis. s ist
1
As+2)°

plETD o

Ferner ist
m(s 1-2) + k}s J2)
) (s +-2)

(8--1) _
(RS Mt

und Tnduktion rundet den Beweiz ab. Wie iblich ist ein leeres Prodult
(fiir t = 0) gleich 1 zu setzen, Es sel nun

Fla,s+) = e(§)8

fir o< i< n+1, wo 0 <e(f) <L
Awvg Miltssatz 2 folgb zunfchst

e(A(s+7+1) = s(j+1) K(s+5+1).

FIILESRATE 4. Unter den genannten Bedingungen gilt

n~1l n
ﬁ>k‘“”f[1(s+a) + 2 Tora 22705”‘““‘4
-~ 1 1
+ B+ 41 + N e I S
Bewels. Es isb
E _,g_(s-l-i 1) (k(" +1) + mﬁ”““ﬂ))
Fla,s+1) = F———ry

wo ket = 1) gt = 0 gesetzt wird.
Daraus sieht man

: L 1)
e A
Flo,5+1) = (l [ 2o o) a9 0fe9) “T*M”’""Age-m :
gel  dwd

Beniitzt man Hilfssatz 2 und 3, so erhilt man nach einiger Rechnung

I’(m,s»}-l)
s(1)
-l

241

Y z(s-|-m)]+f£:m,

M= 2—1

(34141t
2(3—1—@—}-1 2 Tt .

icm
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Da F(x,8-4-1) = ¢(1)8 erhilt man letztlich

n—1

_ 1 1 1
b= micrain T e(l)K(s+1)+§ st T

n i1
{8+i41—1)
-’_2 e(z)i(s+e—}-1) Zk ( H l(8+m)).
=] m=1+2—%
Wir bemerken ‘ '
n 2 13
' t=1 f=1 B gg
und gpalten ¢ = n ab:
(s+1) 1 1

As+2) ... 2

e(n) (H“_H"g (@D Als+i+1)

. n

1
=R (s 42) ... 4 S
(3+2) (s+m+§ T

Feiner ist

i1
IT As+m)
M=t 2—i v )
s ricy — 1 o I<st<n-L
Da
e(L)J{s+1) = e(0}A(s+1)
und '

As4+1) = kD 46t 70§ff”+1

ish welters

1 L1
e()K(s+1) 7 B 1”

‘Wir beachten sodann

e(M)A(sFn+1) = e(n+1)E(s--u-1)
und

H{s+n+1) < 50D 4 RO e L R 41,
Daraus erhilt man das Resultat.
3. Beweis fiix » == 4, Eine numerische Rechnung zeigh

g =6.0091...<61.
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Die Ungieichung von Hilfssatz 4 lautet daher
R.ES-HJ + k(1-9+2) -+ ]G(S'l-ﬂ) o k(‘?"”“) -+ k(ﬂ-i-l) T ]c(“'-i-i) A ]‘;(34-3) A+
D T - R ” As+a —E-Z’z (s--a)"H

e

A (L AT D) e (LA TR - B o B R 6L
Es ist weiter (aﬂ?ithmetisch-goometriﬁehe Ungleichung!)

s 1)”;1(s+a Z Ag o)™

o= [

4 4 iL
= (R 1)_]”[ M+ a) - ” Ms+a)+ D As4a)™
=2 =2 i
= (B — )RETD LD BE -4
Wir nehmon nun an: F(z, g) < f fir alle ¢ = G-
s sei nun kP = 1 fir alle ¢ = G. Dann erhalten wir
k&s—!—l) + kg‘s+2) En 79(164—3) I k(la+4) - kia-i—l) - k:("s-i-.a) -+ kgﬂ-.i) 4
1

PR NN CORNCE 2L

a1
R AR

Tob kY =1, so muob ¥ < K gelten. Da EfY = 1 unmiigliah,
gilt weiter I’c(s'”) < %P und da analog Ta(““) = 0, crhilt man 1 = B,
einen Widerspruch. Bbenso sicht man, daf k) = L oder Tvi D,
unmoglich ist. Dieser Fall fithrt daher auf don in Hilfssatbs 1 belm.ndeltan
Algorithmus,.

s sei & > 1 unendlich oft!

Tob 75(54-1) = 3, 80 liefert schon

kgs"l"l) e o 2.1

einen 'Widerspruch,
st &F+Y == 2, so erhalten wir

2{ L) ;“;wu) ) \‘ TlF) e B o o)
i1 = :1
1 1 h
Ty b R L e
Daraus. sleht man:
Bt o B = BT =1

Genauer: Von je vier aufeinanderfolgenden. 705]’ kann hichstens ein Wurt
gleich. 2 sein.
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Es verbleibt sodann

5’ B+ Z BE+) Zk“‘+’)+ +575 L
3]

S R
.'f=1 gu=1 (‘H‘.I) + k£3+1)+kgs+]) = + 10
Daher mufl 4? = 0 sein fiir alle g > ¢ und 1 <1< 3.
Tis verbleibt der Fadl:
k&s-—ﬂ) — kgsw-l) - kia) — 1,
Y =2,

]0(3+2) — k(s+3) — k(s+4) =1

wo k® =0, 1< < 3 und in vier konsekutiven K7 hiochstens ein Wert
2 auftritt. Dle Unglelchung von Hilfesatz 4 lawutet

1
FH2(+af ™) 0+ al "N L+l + o+
4 .
1 1
Ty T g <6
Es ist
o = 1 .
4 kgsﬁ-s) (70;5"'“)+m§+6’)—|—m§,’+‘”+m§+ﬁ)—;—m{““’) == 7 L]
2t > 1 1
k(s+5){k(s—l 6) (75(8-4-7)_{__‘%.{5-}-7)) —l—fl’t’(8+6)) _I_m(s F8) —f—m(s"'"’) == 8
mgs-px) 1 1

) (k(s+6) (T (Tfe®) g {540 . ) +m(s+a)) + ol D) =— 5"
Dmraus folgt
-1 1 1

2 (5-+2) (84-3) (s-+4)
i+ 2(1 4 )(?{-‘I““wa YL Fa) + 11D 1~{-w§s+3)+ oD

> 4+2( P+
Dies ist ein Widerspruch.

HA+H+I+HE+E > 618,

Zuletzt danke ich noch Herrn W. Bauer, der einige numerische
Berechnungen zur Stitbzung der Vermutung beigetragen hai.
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ACTA ARITHMETICA
XXTI (1873)

On the number of integers which are sums
of two squares
by
Yorcer MoTomasa: (Tokyo)

1. Let b(n) be defined to be 1 or 0 according as » be or not be expressed
a8 2 sum of two integral squares. Ag is well-known Landau has proved
the asymptotic formula

N
1 b = (1 )0 —==
W n‘<§7 ) ( ol )) l/logN

On account of this formunla we may introduce the problem to prove the
agympiotic formula ' '

(as N — o0).

m
2 b = [1-+e(1V)C
(2) MQZMM () = (1+o(1) T

where M is in the range N°< M'< N with a constant o < 1, Although
thig problem has the aspeet similar to the theorem of Hoheigel in the
theory of prime numbers, it seems extreemly difficult to adapt any meth-
ods there to our problem. Thus it iy very desirable to prove a good lower
estimation of the left gide of (2), and this hag been recently done by Hooley
in the following form('): we have

(]

[
(3) D > ——

Nen<N+N0 l/log N

for any 0 > £, This lower bound of 6 comes from the fact that this is the
hitherto best exponent of the remainder term of the circle problem [1],
and. o it seems very difficult to improve (3).

The purpose of the present paper is to prove a non-trivial, but slightly
weaker than (3), estimnation for “almost all” intervals of very small length.
More precigely we shall prove

‘(1) In the first draft of the present paper we hé.ve proved an ertimation weaker
than this (by a factor of (loglogN)~%), and we are indebted to Prof. Schinzel
who informed us of Prof. Hooley’s strong result. - i



