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ACTA ARITHMETICA
XXIV (1973)

Uber eine Methode von E. Hecke
in der Theorie der Gleichverteilung

von

Epmunp Hrawrga (Wien)

Herrn Prof. C. L. Biegel zum 75. Geburlstag
gewidmet in Dankbarkeil und Verehrung

B. Hecke [3] zeigte 1921 folgenden Satz: Ist a irrational, dann ist
die Potenzreihe )’ {na}z" itber den Einheitskreis nicht fortsetzbar. Dabei

Fhmal
bedeutet {z} = ¢ —[«]. Er beniitzte dabei die Theorie der Gleichverteilung.
Er ging von folgender Bemexku.ng aus: Ist fite eine reelle Zahlenfolge

(ez) der Limes lim —-—ch = ¢ vorhanden, dann ist Hm (1-—7) 2 et

N—oo r—1-0 k=1
ebenfalls vorhanden u;nd =¢. Da die Folge {na} gleichverteilt ist, so
ist fiir jede im Riemannschen Sinne integrierbare, penodmehe Funktion f
mit der Periode 1

(1) lim »1]\%- f (ko) ff(w

N—oo

Nimmt man jetzt z, = re®™® (q natiirliche Zahl, 0 < r < 1) und wendet
(1) am.'E die Funktlon fl@) = {w}e™*® an, 8o erhiil man, da fir ¢ #90

ja ffdm = (2wig)”Y, daB |

(2) lim (L—7) ) {na}e™*y™ = (2mig)™
N el Pot)

Da die Folge (¢ auf |z| = 1 dicht Liegh, so folgt aus (2 ) die Behauptung

von Hecke. Br zeigte dariiber hinaus: Sind a, § llnearunabhanglg tiber Z,

30 isb

3 lim (1—1~)Z‘{m}eﬂmﬁa«“ = 0.

Dies folgt darans, daf unter dieser Voraussetzung die sweidimensionale Fol-
ge (na, nf) gleichverteilt modl ist und fir jede im Riemanngchen Sinne
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integricrbare Funktion f, periodisch mit der Periode 1, in zwei Variabein

Jff (@1, ma )dayd, .

Die Funktion f(w, #,) = {@,}¢™2 licfert dann die Behauptung. Die
Methode von Hecke wurde von vielen Autoren verallgemeinert, ich hebe
nur W, Schwarz [8]und F. W, Caroll und J, H. B, Kemperman [17 hervor,
B0 zeigen die letztgenannten Avtoren: Fir jede Funktion @ (unter den
gleichen Voraussetzungen wic oben fiiv f) gilt fiir jedes ganzzahlige g > 1

oo
(3’) lim (1 —-T) E @(a%) ezm'qnu LI

1 =1
R 1 . N .
wo @ = [ D(w)e"™"dn. Wenn @ # 0, 50 wird dic Stelle ™ gine Stelle
0

starker Singularitit der Funktion »'®(on)e" genannt. Wir stellen nun
die Frage: Kann man z.B. in (2) bzw. {3') mehr aussagen d.h. kann man
11b_e1 die Differenz

80,7, q) = (1—+) D) B (an)e®™ =

in Abhingigkeit von » eine Abschiéitzung stirker als (1) herleiten? Diese
Abkéngigkeit wird von den feineren Rigenschaften von a und & abhingen.
So werden wir zeigen: Besitzt die Kettenbruchentwicklung von « be-
schriankte Teilnenner und ist @ von beschrinkter Variation, so ish

) 1

18(r)] < K (@) (1~r)log ——

wo K nur von @ und ¢ abhingt. Besitzt & hohere Ableitungen, dann gilt

8OgAT
: 10(r)] < KA(D) (1—7).

D& es die gleiche Mithe yaacht und nm arch {3) behandeln zu kiénnen

behandeln wir gleich Potenzreihen, S’ Blogn, ..

. ul
oy @), WO @y, ..., g
n=0 : )

linear wnabhingig dber Z sind.
Wir gehen sogar weiter, indem wir eine belleblge I crlge w = (Bg, By, ...)

im R zn Grunde legen. Dann betrachten, wir 2, fla)r
N=0

gleichen Voraussebzungen wie oben exfiillt, aber jetzt aut R® definiert ist.
Von Interesse ist £ir uns der Fall, daB f(z) = g (2, —[@,], ..., B, — [.]),
wo y; die charakteristische Funktion eines Teilintervally J des s-dimen-
- sionalen Einheitswiirfels I° ist. Ist nimlich Dy(w) die Digkrepanz von o
welche definiert ist als

, wo wieder f die

N
) 1
: &.up i 2‘ 2z} — Vol J
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erstreckt iiber alle J mit 0 =(0,...,
(VolJ = Volumen von J), dann sei

9) als linken unteren Eeckpunkt

Di(w) = sup D, ().
mzN
‘Weiter filhren wir folgenden Ausdruck ein, welchen ich Abelsche Disler ep'mz
von @ nennen miehte (G < v < 1)
x

D,ylew,r) = sup1 —7) ¥ o e et —VolJl
5

=

und daza noch DY (w,r) = sup.Dy(w, '),
7" /7

Wir zeigen sunichst (Formel (10))
D (o, 1)< Do, r) < 4Dy (o)

wo M =[(L—7)""*]. Dann zecigen wir als ,,Tanbersche Abschiitzung”

log(N+1)

T TN{T ))w1/2

Dy (o) < Di(w) < 6% (log D7 (w, ¢ (Formel (38)}.

s Lt sich leicht zeigen, daB der Bxponent 1/2 in der obigen Abschitzung
durch 1 ersetzt werden kann, was aber in der Arbeit nicht weiter ausgefiihrt
wird., Wie weit sich diese Abschiitzungen verbessern lagsen wire ein
interessantes Problem. s ist bekannt, dal Dy(w) = _(N—[—l)‘l, ja mnach
W. Schmidt gibt es unendlich viele N; so dafi bei passendem c¢(w) gilt

log(;+1)

Fir die oben eingefiihrte Abelsche D1skrepa,m HiRt sich leicht zeigen, daf
b A(w 7’) =1 —r.

Es ist zu vermuten, daf unendlich viele r; mit limr, =1 existieren,
8o dafi ‘ e

Dy(,7) > o(l—rlog 7

.
Dieg wird insbesondere fiir die Folge o = ('n,a) gelten, wenn ¢ irrational
igt. Dioser Spezialfall LBt sich vermutlich einfacher beweisen, wenn man -
die Methode von Ostrowski (vgl. Koksma [B]) sum Beweis von _

logN
Dyllna)) = Q( ON )

aunf den vorliegenden Fall ibertrégt.

§ L. Bs sel f eine im Riemannschen Sinne integrierbare Funktion
in ¢ Variablen, periodisch mit der Periode 1, Weiter sel @ = (@, Byq---)

aine Folge im R®. Wir betrachten nun die Beihe Z fla)r™. VVLT sebzen

=



14 Edmund Hlawka

= [ fl@)dw, wo I* der Wirfel 0 & <1 (1 =1,...
IE
len nun das Verhalten von

o

(rf,o —‘|1 "'”men"— ’
A=
untersuchen. Wir setzen ¢, = f(z,) ~A(f), €, = ep+...+¢,, dann ist
fiir ganzzahliges M = 0
S -1 w0
(4) Dlog™ = D e —Cprar™ +(1—7) D) O
n=>0 =0 Tyma U

(Z = (_, = 0). Wir setzen weiter

=0
1 i
) =g 2 =t

s0 ist €, = (n+1}4,(f). Da f inbegrierbar ist, 80 existiert ein I, so daB
If] < K. Wir erhalten aus (4) fiir 0 {r < 1

(B) 8 fr ) (L= SAMEFM | Age(H)+ 1 —1) 3 (n+1)14,(f)1r"

n=M
insbesondere fir M =0

oe

(1= M (n+1) |4, ()7

n=0

Bs sei jetzt vorausgesebzt, dab f von beschrinkter Variation -V (f) im
Sinne von Hardy-Krause ist (fir ¢ == 1 ist es die ibliche Variation), dann
gilt [4]

(6) {4 () < Dp{a)V(f).
Wir fithren wie in der Einleitung die modifizierte Diskrepanz 1)

(6 8(r,f, w) <

= sup.D,,
man

ein. Bg ist die Folge (D)) monoton abnehmend,

2 (1) D < DYy ) (n+1)e" < Dy (L—r)

= n=10f
erhalten. Wir aunsg {b)
(M 80 f, ) (L= < 2ME V() (M +(1—7)7") Dy

Fir M = 0 erhalten wir aus (5")

oo

N{l—=r Z {n +1)Dn9*“.

n=y0

_ 8 - 5(7'7'f7 w) (1—"”)—1

, 8} Wir wol- .
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Wir nehmen nun in {(7) M = [(1 — )" Es ist M > 1 und wir erhalten
aus (1)
Sr, f, w) < 2K (1—7) ”2—]—V(f) (1~ 4+1) DYy
Nun ist D% > Dy > (M +1)7 also
(9) 8 << 2(K+V(f)) Dy (w).

Es sei nun J ein Teilintervall von I%, f(z) = x.r(% 7y ooy @ —[m,])
wo y, die charakteristische Funktion von J ish. Dann ist 1(f) da.s Volumen
p() von J, V(f) = K =1 und wir erhalten, wenn wir

D@, ) = sup|(L—9) D ss(@) ~ u(J)
n=0

die Abelsche Diskrepanz von w, einfiihren

(10) D ylw,7) < 4D3gp) ()
wo M(r) = [{1—7)""*]. Dabei wollen wir auch in D , nur die J betrachten,

welche 0 als linken unteren Hekpunkt haben (obwohl dies nicht notwendig
wiire). Fithren wir noch die modifizierte Abelsche Dlskrepanz DY (w, 1)

= gup.D4(w, ¢') ein, so folgern wir leicht aus (10), daB auch
1=
(10 D, 7)< 4D (w)
gilt. _
Man kann unter Umsténden schéirfere Absehitzungen als (9) herleiten.
Nehmen wir an, es gelte eine Abschitzung

n
1 1

wo k eine monoton wachsende Funktion ist. Dann folgt aus (8)
o k)
i
JPRY: 2 .
f@—r) Z’“ Z h(k)
. n=0 k=0

o 3 oo

X Zh“‘l (k) =

n=0 =0 n=0

also erhalten wir
(11) Sryd, @) < T 1) (1= ; )

é(r,fy o)<V

Nun ist

Wenn man iiber f stirkere Voraussetzongen macht, kann man eben-
falls (9) verschirfen. Nehmen wir zuerst s = 1 und nehmen_an, dab f
ghetige Ableitungen bis zm einer Ordnung m besitzt.
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Nach der Bulerschen Summenformel gilt

k3

1
F@) = M)+ Z,,

Dabei ist P, das r-te Bernoullische Polynowm. Da f periodisch ist; so haben
wir, wenn wir noeh P, = 1 setzen

1
1
_-Tmf f P {x f(m)
ot

D [0 = 0) = o f Pplo—0)f™ .

1y 1
flay = 1) nat = 30 (o

id  {m0E)!
Fem0, 1 0

Ist jotzt ¢ > 1 dann wenden wir diese Sumwenformel s-mal an. Dabel
nehimen wir an, daB f stetige Ableitungen bis zur Ordnung ms Dbesitzt,
Wir erhalten danm, wenn wir & = (%, ..., k),

P:-nk (mml’) = -P'mkl (wl"‘"tl) re "Pmks(ms"'"ts)v (T}'L]\'Z)!
| =ty 4.

) — ( _1)\751 amm!f .
f(ﬁ"}) == ,2 1 If-—an([ﬂ - t) “M' dﬁl e dﬁﬁ .
i

Dabei erstrecks sich die Summe iiber alle Gitterpunkte & mit Koordinaten
0 oder 1. Es ist dann

| 1w “*l
(0 —1
n+124f(w) > (25— 1)
F=0 k0 0

Ex sei nun L eine obere Schranke fiir alle Integrale

8m|kif
f ‘ ik ., 6t’~s

= {ml)! ... (mh)!,

.+ %, setzen

am] %

A aac’ oo

%Tl

dann ist

ffa—[—lA,_Jf( ) —4f) IQZLZ supl% ]ZP’”" { 1

‘Nun besitzt P, (¢

~ ) tirs = Lund m > 1 die abgolut konvergento Fourier-
entwicklung 3 B~™¢*™, also ist
h 4

s |
12 < 9%% Z RB™ h e gty |
(12) < - +1 |

Fes=0)

Dabel ist

3 .
R = [ [ Max (b, 1), b = (hyy s )y ity = hyiy oo I
i=1
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§ 2. Wir wihlen nun s =1, fiir (z,) die Folge {(an), wo « irrational
ist und setzen fir ganzzahliges ¢ und far eine im Riemannschen Sinne -
integrierbare Funktion &, periodisch mit der Periode 1

Fl&) = @ (x) "™,

Setzen wir weiter von @ beschriinkte Variation ¥ (®) voraus, so ist auch f
von beschrinkter Variation und es ist

(13) V() < V(P)+2r0q

wo ( eine obere Schranke von @ in I ist. Es ist ja V() = Zng. Wir
bendtigen nun eine Abschiétzung fiir D,. Wir wollen eine Abschitzung
geben welche die Klassischen Abschéi,tzungen von Ostrowski und Behnke
umfalt (vgl. [5]).

Wir nennen (nach einer m0d1f1z1erten Deflmtmn von. S, Lang [6])
¢ vom Kotypus ¢, wo y eine Funlction auf N ist, wenn fiir alle natiirli-
chen n ganze Zahlen p, ¢ existieren mit g.g.T. (p, g) =1, so dab

P 1
G—E <? und y(%)gqgn

ist.
Leichter nachzupriifen ist der Typus ¢ (p wieder auf N definiert)
von o. Er ist 5o definiert: Fir alle ganzzahligen p, ¢ wo g 2= 1 ist

@ —
q

Ist ¢ monoton wachsend im strengen Sinn, so ist a vom Kotypus ¢t (¢*:
inverse Funktion von ). Der Beweis ist leicht: Nach Dirichlet existieren

=q 97 g).

fiir alle n > 1 ganze Zahlen p, ¢ mit g.g2.T. (p, q) = 1 so daB

?

a——|<—  T1und
4q m

Es ist also n < g(g), also ¢'(n) < g<n. Wir werden nun zeigen: Ist a
vom Kotypus y, wo y moncton wachsend auf N, dann ish

1 5w 1
. - nwss 25 ¥1).

Definieren wir noch p(0) =1, go’ ist

sgsn.

B 1
4[
| " Pale) < 2(n+1),§y(k) '

Beweis. Es ist fiir jedes Teilintervall J: 0 <o < y ja
zr(@) =

2 — Acta Arithmetica XXIV.1
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Es ist also mit 1—y = &

. n n
1 1 1 1
n_HEx:r( % :?ﬁg{%ﬁ-ﬁ}—“gu(%%&g{mk}—g)

'also
Secen-2321
Py

Nach Voraussetzung existieren ganze p, ¢ mit o == ~—g~ -I—?z—, [ < 1,

geT.(p,q) =1 und y(n) < g<n
Wir betrachten nun

En {on+ 8} = Y{a(n g-+1)+ 64 ra} ~Z{m - 85}

k=nt1—g =0

wo 62 = a(n— g+1)+9 gesetzt ist. Es ist 62 =0 Wuter ist

5= S

=0

D ()< sup

+1 0gd<l

rdy .
wo ¥(r) =—= +¢5,. Hg ist

q

T o _1 ! .
goy—1 < go,— ';—‘-<§ Y < Q52+T‘< gd,+1.

Setzen wir also gd,—1 = ¢, 80 st ¢ < ¥(r) < ¢+2. Nun ist

5o 2 (pr ], X)—ll)

Setzen wir ¥, (1) = (7)—— [c] so ist also it 4 = ¢— [c] gicher 1 < EF (zr)

< A+2 mit 0<< i< 1. Nun durchliuft mit + auch rp+[c] = a(r) alle

Zahlen von 0 bis ¢—1 modulo ¢, da g.g.T. (p, ¢) = 1. Bs ist » durch a ein-

deutig bestimmt, also # = r(a). ‘ :
Setzen wir Wy(r{a)) = Wi(a) so ist

a—1 @ a q-1 a =1
_E s A J— = — r
2 f= 2572
w0 .
& Y.(a o ¥, (a a Wila
ARRFE LI 2 RS AU Lo 1
q 4 q . q q q
‘Wir unterscheiden nun zwei Fille:
1) 0< a< g—3. Dann ist
. — 9
igi+&vz(“)<q 3_I_/1+ <1
¢ 4 q q q.

icm
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algo ist
¥.{a A 2
da{a) = 2(4) ud — < d{a) < A+
q q q

2) @ = ¢—2 oder ¢—1. Dann ist

g—2 o  F(e) ¢—1 A+2 2
0= = —-+ < ' —
5 p p - + p <14 7 < 2,
Es izt also 0<C[ ]<<1, also
A : -3
. q
Wir erhalten algo insgesamt
g1 g-3 Cg-l
A--2
Diala) ="+ M < —g=1+2<3
a=0 @==0 a=g—2 q
andererseits
N A p p
Zéa -+2(4—1) —g=—-2> -2,
q g q
Es izt also
=9 5 (a)<£_]_i
! 22
also
gl 5
2| <2

Wir zeigen nun durch vollsté‘mdige Induktion nach

n-+1 5 13‘1 1
kLd)— ———— _ —_
2@ } 2‘[ 2;%,,(;5)““

(15)

k=0

Fiir n = 0 ist (15) richtig. Nehmen wir an, daf3 (15) fiir alle n' < n richtig

., . . . , PRy R R I .
ist, Hs existieren ganze p, ¢ mit a——w% < —é»é- mit y{n) < ¢ < n, danm ish
2, ekts) 2] Dl —tm—g+n+ D -3
k==t kg1
' | m—q n
<| Y —tn—g+n)+ —1}_
k=0 E=t—i+1
n—q
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Nun ist
n
1
BN S
| A v T )
also

n 7
Cog 5 1
_ 2l S T

k=n—g4-1 k=n—g+1

und darans folgh die Behauptung.
Tst y(n) 3= 1 fir alle 3=, so gilk auch.

b
g —— —
(16) “<2(n+1);§ 7 (6)

Eg ist nimlich

m+1
+2) E ?(?G)

da y monoton wachsend.
Ist o fiir alle ¢ 2= 1 detiniert, y{1) = 1

m+~1 ‘\

i
m-}-l)Zy(k e

und y monoton wachsend, dann

ist
1 1 "ol
e Kl e [ =y
£y (k) y(1) !7(3)’
algo
5 1 Ydt
16’ e (1+ + )
(1) PSS\ r@) f 74

Betrachten wir einige Beispiele:
1) Eshabe a beschrinkte Teﬂnenuer in ihrer Kettenbruchentwicklung,
dann exighiert bekmnnthph ein ¢(a), so dal fiir alle p, ¢ sicher
< 1
T
=¢(a)t, also vom Kotypus y(?)

P

o~

q
Hs ist also a vom linearen Typus ¢(1)

1
1. Wu' konnen o.B.d.A. ¢Z=
" elay’

> 1 annehmen, dann ist also

Se(a)

: LAY logn
2(n'+1)(1+,;'i)ﬁ0(- n )

D, <D, <
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Dann folgt aus (9) vnd (12) fir
5(r, @, ) = |(L—1) 3, B (an) ey @

1
—r?

6(7’3 @, Q)~<_01((0+1)q+]7(@))( )”qlog

Wo' ¢, nur von o abhingb. Dabei ist 515 die Fouriertransformierte

j D ()™ dz von . Beniitzen wir (8), so erhalten wir fiir die rechte

9 9
5 7™ = m

2 . P
(V(D)+ Cq) (1—7) (1 4-—573—2—),

i

Selte von (8) mit k(n) = die Abscha,tzung

also

(17) (V(®)+Cq) (1—7) (1 + 5% log(l—r)).

Wihlen wir mit Hecke D(x
=C =1 und wir erhalten

= {z} 8o ist fiir ¢ £0, & = (2mig)™,, V(P)

(18) (L —7) 3 {an} e™awnym _

9
Srig <{(1-+q)(1—7r) (l—l—gglog(l—r)).

P
a— =
1 . . q
= W bei passender ¢. Wir sagen « ist vom Typus k. Dies ist sicher

Nehmen wir jetzt an, es existiere ein k > 0, g0 da fir alle p, ¢

der Fall wenn ¢ vom Typus Iy (vgl. [5]) mit k= 5-+e (¢ > 0). Dann ish

1

p(t) = ctf, ¥(t) = -gt”" und
(19) D, = 0(n~1%y,
Wir haben nun Y 2~ %" zu betrachten und wir heniitzen, daf

Hm (1 —7r 1—-1/k Ll K 0

- ( ) 2% ¥ =
ist. Wir erhalten also
{20} S(r, B, 7) < e((C+1)g +TV (D)} (1 -—r)'~.
Es gei jetzt e« vom Typus Iy d.h. fir alle p, g ist a——gl > ie"’qw‘

. . q q
. . Ui+
bei passendem ¢, Dann ist g(t) = ¢ und () = ( Iogt) ’ . Wir
¢
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ethalten fir die linke Seite von (20) dann eine Abschitzung

Osl(0 1)+ V(@) (M‘)'(l + Z(IOgn)””(”“)W).

A=l
Dabei hingen €, und €3 nur von o ab.
Wir konnen fiir @ statt der Funktion von Hecke auch noch andere
interessante Spezialfille betrachten.
1. Bs sei @ = y; (Indikatorfunktion eines Intervalls o: o
von. I). Dann ist

z<f

1
2miq

b = (™ __g*2%)  wenn g # 0.

By ist & = 0, wenn Z(J) = f—a irrational. -
9. Bin damit znsammenhingendes Beispiel ist folgende Funktion:

B(z) = —1 fir 0w <<y, B(x) = +1 fir t<o <1,
Dann ist _ '
. - 1™ :
b =2 - #0 wenn ¢ ungerade.
2rig

Nach F. W. Caroll und J. H. B. Kemperman [1] sind interessante
Beigplel mit & 7= 0:

3. B(z) = Zb @ (0 = o<y < V(®) = 3 b

4, @( ) — 'A.Asi.nz:-:(m-l_B) (A 7+—0) Es ist O 31, V(@) = A.

‘Setzen wir jetzt voraus, daB & bis zar Ordnung m stetig differenzierbar
ist. Dann wenden wir (5') und (12) mit s = 1 an. Nach H. Behnke {vgl. [B],
S. 203) gilt tiir Irrationalzahlen o« vom Typus In (vgl. anch (34), {38))

< o< 9y) Eeist 0 =

- fiir
1 i )
Znla) = Z G Z ™™l wenn  mzl
Rt : '
m
21 D) =0 " )
) ™

und fir m>9
(22) . Znla) = 0(1).
Wir beachten noch daf

hm (1-r) Zn " r"%cl>0, lim (1

1“‘2%? = 0y,
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dann erhalten wir aus (21}

(23) 5(r, By ) < 0, TP ((L—7)7 " (1= 1)1,

Wenn m > 7, dann erhalfen wir aus (22)
(24) , 5(r, @, ) < 2(L—1)L().

Besitzt o besehrz’inkte Kettenbruchnenner dann ist = 1, also gilt (24)
fiir m = 2. Hs ist (24) eine Verschirfung von (17). He ist & =+  fir
groBes g nach W. Schwarz [8] wenn @ differenzierbar bis zur Ordnung
m 12, aber G (1) 7 oM (),

Wenden wir uns nun dem mebrdimensionalen Fall zu. BEs sel
jetzt a;, ..., o, Zahlen, welche iber Z linear unabhiingig sind und
B = qyo+.. gy 0 Wir wollen jetzt das Verhalten von (1—7) > Blayn, ...

, a,n)2" — @ untersuchen, wo 2 = 6% und

¢ = | @(:c FHQEL 0T Gy e,
I

Dazu bendtigen wir eine Abgchiitzung der Diskrepanz der Folge {an)
(& = {ay, .-y ¢;)). Hier ist im allgemeinen wenig bekannt. Wir wollen
voraussetzen, dall eine Funktion ¢ defipiert auf BT existiert, so daf ¢(t)/¢

monoton wachsend ist und fir alle Gitterpunkte kb = (hy, ..., R) 5 0
(2b) ' ({Rad) = ¢ (1),
Dabel ist <hod = hyaqy+ ...+ byagy B = Max(|hl, ..., By () —mily 7

(erstreckt tiber alle ganzen Zahlen »). Es ist auch ¢ monoton Wachsend
Bin wichtiger Spezialfall ist ¢(f) = ¢* fiir k> 1 insbesonder ¢(t) = ¢f’.
Der letztere Fall tritt z.B. sicher ein, wenn a,, ..., o, ganze Zahlen eineg
reellen algebraischen Zahlkdrpers K vom Grade s41 sind, so dal a;... a
linear unabhingig iber Z sind.

Nach einer Formel von P. Brdés—P. Turin J. F. Koksmsa gilt fir
jede Folge o = (na) und jede mafiirliche Zahl M > 1.

5 1 -1
6) D) <40t ) RIS, o)

o<\ R Bt -

WO

S (h w) 'Teor:ilcUm) < 2( (<ha>))~1

+1
Wir zerlegen den Summationsbereich 0 < (4] < M in Berelche

P,: 2"*1<Max<|h,t,) i (=1,...,8).
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TIst h; = 0, dann selr; = 1. s habe h; fiir festes § in P, das gleiche Vorzei-
chen. Die ry, ..., 15 laufen ven 1 bls [log, M1 In P, ist

2’l+---'3‘7's—3< R(h) < 2r1+...+rs,

algo wird
= ZR BYIS,| <

Wir kénnen in einem festen P o0.B.d.A. Max(ry, ...
Dann ist in P,

-l Z D=+ +’8’2((ha>)‘1

sty nely

y tg) = ¥, annehmen.

((hay) = @ (b)) = 7 (2Y) = C,.

Zu jedem heP, gibt ey eine natiiliche Zahl v, so daB
W0, < (Chad) < (0 +1)C, (0 =1,..., [6;7]).

7Zu gegebenen v kann es hichstens zwei Gitterpunkbe ke P, geben, denn
gibe es drei solche, dann miiBte fiir zwei solche A, b ja {(hap — nichyte
ganze Zah! an (ha) das gleiche Vorzeichen haben und es wire ({(h —h’)a})
<@, und 0 < [h=—R'|< 27! in Widerspruch zu (25). Wir haben also

2 1 4 :
Do)y g D)< (14 Tlog )

heP,.
also wird
T<gnmt D omlirrtde(2m) (14 loge (27)])
P1seenslg
also
| - p(2") o
. -
also
M
5 < gt P L) (1 -+ [loge (M) |log M).
Es ist also
1 e(M)
D, s i , |
< B0 (M + W {14 _Ilogm(ll[ﬂ)]ogM)

Hs sei nun y die inverse Funkiion zu ¢, dann nehmen wir M =
und erhalten

= [y(n)]

owensf 1
D, < 50 (m (L+(1+ lagn)logy(%)))

icm
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also : ‘
I 1
(28) D, =0 (—m_—-ogn 087 () )
) y{n)

Ist z.B. p{t) = ¢t* (wir sagen wieder e ist vom Typus %) dann ist y = mlF ik
und wir erhalten

(29) D, = O(n""*log2n).
Wir wollen gleich fiir m > 1
Inla) = DI RTMB)| 3 gman |
] K==

abschiétzen und zwar fiir den Tall, daf « vom Typus k ist. Ts ist fir
natirliches M =1

Ina) = D +

n—+1 bt

|| >
Dann kommt, wenn man wie oben vorgeht statt (27)

30) > <

=M

th 2m) 2'""'1 1—[— loge(27) ]) *_29"10‘_”’)(1_-{—?‘1%)

also wenn & = m

k—m
< (1+loge ).
(BI=L
Wir nehmen M = [#»Y*], dann ist also
31) ¥ —E
(31 =q *,
1Bl <M
Wir schiitzen nun >’ ab und beachten, daf fiir M, - {w’"’(m"l’k]
&[>3
D) BB 18, (a)] < 2 R™™(h) = O(M;m+Y
1RIz2 Ay Rz
algo
(32) : 2 = O {n=™%),
e

Wir habennun Y
M h<My .
die Glieder in dieser Summe fir die (had)n =

B (R) 18, (a)]

E="(h}|8, (a)| abzuschiitzen. Wir betrachten zuerst
jh] ist. Fir sie igt
< BB (nhad) T < R7™(R) 3.
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Glieder < 3] 1B™™"1 = O(M™)

HEs ist also i,

= O (B ~™%), (Bs ist ja R( ) 1% )er miissen also nur mehr die Glieder
mit ((had)n < |k betrachten. Die Summe dieser Glieder ist

{33) .

. o ) o
= R_m(h) < m‘)‘;ﬁ y Ii.l ",
1<y, ARy < Mk (holee s g}ty © 20 T8 Paqh M
(Tt t Tigagyyes Dy fn

die Summe dieser

Dabei ist ein %; durch 1 zu ersetzen wenn by = 0. Die innere Summe in (33)
igt nach (19) mit hyoy+ ... hyo, = ¢ sicher

<

<hyey ey < BIyin, [ <My

M3 ~%
(25 o)

also

! _mn
1-mh— =7 2 (m-l)ki)

< MR 4O(M, B =0(n

also erhalten wir insgesamt O{n~"™%).

By ist also, wenn &> m .
(34) It (a) = O(n~ ™9,
Wenn m > £ dann folgt sofort ans (30)
- (35) - Lla) =0().
Wir erhalten nach (8) und (29) mit @, = en im B* und

3(fyr) = ](1—-‘7-) 3 flan)r = a(f)|

<V (Y T L

_ ,}..)lj.’.'.-a

also
(36) {fyn <GV (1

wo C, C; nur von o abhingen, wenn a vom Typus % isti. Nehmen wir
§ =32, flw,, @) = O(m)e?™™2, dann ist 1 = 0 und wir erhalten

(=) 3 (a, mpemam < 0 V((D) (1 —r)HEe,
Wenn ¢ > 1 dann erhalten wir

T)lﬂc—-s

\(1—r) S, ..., an)&" — B} < OS(V'(rJﬁ) +g(0+L)H1—

icm
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wenn B <0, 2 =7, B =ayqy+...t a0y, ¢ = (qa,..., q,). Weiter
erhalten wir fiir e = (al, e gy Gepr = B, wenn (ag, ..., q, f) vom
Typus % ist ' :

— 9,) 1/k-& .

(@)1

Die letzteren Resultate lagsen sich mibtels (34) bzw. (35) verschiirfen,
wenn @ stetige Ableitungen bis zur Ordnung sm besitat.

(1—9) 2 DMy .o ny G0) "

§ 3. Wir wollen nun die in § 1 eingefiihrte Diskrepanz D, (w, r) ebwas
nither untersuchen. Wir stellen zunfchst fest: HWs ist

(87) Dyj(w,ryz=1—r.

s sei J ein Teilintervall von I mit einer Linge < & welche das Glied &y
der Folge enthilt. Dann ist D (o, #) = 1 —r— ¢ also da & beliebig D 4(w, )
> 1—¢. Wir filbren wieder auch

D {w,7) = supDy(w, r)
rzr

ein. Bs ist stets D% (w, r') < DY (o, r) fix +'
stellt, daB

= r. Wir haben schon festge-

-Dil(w; ") < 41);1&)(@) 7)
mit M(r) = [(1—
schiitzen.

Wir wollen folgendes zeigen: Iis existiert eine absolute Kongtante ¢
z.B. 6% so daf

#)~1#1. Wir wollen nun D¥ mittels D* nach unten ab-

log(N+1)
N+1 ))

—172

(38) Di(w) < Cllog D7 (e

Man konnte mittels der neuneren Untersuchungen von Korevaar und Ga-
neliug (vgl. {2]) den Exponenten —1/2 in (38) durch —1 ersebtzen. Wir
begnitgen uns mit (38) da der Beweis, wobel wir cine Methode von Postni-
kov [7] beniitzen, am einfachsten wird. Wie schon in der Hinleitung
bemerkt, wire eine wesentliche Verschirfung von (38) wiinschenswert.
Eg sei nun o ein Teilintervall von I°. Nach Voraussetzung ist, wenn wir
fir D%(w, 7y kurz D*{r) schreiben.

(1—7) 2 2y (@)™ = o + 8D (7).

Dabel bedenten im folgenden alle § Zahlen mit |d)
fiir jedes k= 0

(1 — ¢+ Z%J(m

1—7r 1
1—75T T R4

< 1. Es ist allgemein

DY ST gy
Nun ist

<L 1l—r
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also
(1) 3 @B =T (L) 3 ()
J * o Jid 1
= 2D+ 6 —1)

also nach (37)

J
— W(k+1) : # Rty
(1) 3 arlon) ™D = 5 435D" (0

g sel nun P,( m) ein Polynom bo+bw+...+ 8,47 vom Grade g. Dann
haben wir, da D*monoton abnimmt

(39} (1—7) ZZJ(% (r"yr “‘JfP o) da +38D* (#71) Z|b ]
da
I ¥
by
P z)dr = .
J. ! k=0 k_}_l

Es sei nun f eine stetige Funktion auf <0, 1% == I. Dann existiert, wenn
sup f| = M (f) auf I zu jedem g ein Polynom P, so daB fiir alle sel
stets ‘

(@) =P, (@)| < 12w(;—g;f)

N :

und fiiv die Koeffizienten b; von P, gilt > < 2-6°M. Dabei ist «(d,f)
k=0

der Stetigkeitsmodul von f, Hs ist

(1—7) > 2o )f(r™)7

= (L) D 0sPy ()™ 4 (L~

) D™ —P, "

))x.)'(mn) ™.

. 1
— Pl <120 [~
F-Pi< “’(29)
8o ist der zweite Term im obigen Ausdruck <<

1 .
12w (m-, f). Weiter ist
2977/

[ Pjw)do = [ f(z)do+ | (Pg(m)—f(m))_dm

icm
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also- erbalten wir
(40)  (1—7) X aslew)f (")

“Jff(w dw+945w( = )+5M (f) 671 D* (1941,

Wir nehmen nun in (40) r — ¢~ %™+ und bemerken daB

(F+1)7 2 Lm e T > (N 1) —H(V +1)77 2 HV +1)7
‘Weiter sei
l4e, fo1——
a = b=y =L——=
Ve’ Vg
und
0 fir 0Lae<e™,
—jl—e—: (@—e™®) fir e <aoge,
Salw) = e —e
1 —1
lw flir e 'Ll
und
0 tiir 0 e,
7 —e™y  fiir e7lg<wLe”?
falip) =1 eF—e* e I
}1 L
— fir e "<l
| =
B ist M(f,) und M(f,) <e
1— e f—e!
ffl xydy = 14 ffa m)dmml————é——eﬁ,
e e°
(o, fi) =TT O w (04 fa) = e

—e
Weiter bemerken wir, daB.

3
a—1’ _
Fle?—e T Lele —e )y < de (1)

‘Wir beriicksichtigen daf
N 1 Z pALCA

1—d*<a—1, (L—e"7ig 1—e' <18,

N

(L — g~ @+ 2

n={¢

N+1)
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dann erhalten wir aus (40) mit f = f,

a—1  36¢

<
N+1%’” () << (N+1) T Tt

Weiters liefert {40) mit f = f, auf der linken Seite

'. + é.60+11)*’(¢.a+1) )

A
e
1—@“11{\’)(2 ¥y (By) 4 Z XJ(mM)E:E"___;—"-T'(@—W(N"'l)mefl)‘e_n/(N""]‘)
. RN SN<CR=N
also
1o 1—p 36
S B) > d ———— — — - 671 D* (p0+
N+1;=;7“( W3 =g e e D
alsb erhalten Wif
1 “0

| N1 ZXJ(

Dag gilt fiir jedes o, also ha.ben wir eine Abschitzung fiir DN(m). Nun

L o1
2(V+1- 1/; -1—3.6 D(fr ).

ist Dylw) = 1 algo erhalt
> alten
N FERE en wir
. 108
(41) Dylw) <7 672 D" (#711).
. | Vg _
Wir setzen nhun zunichst voraus, daB N>=g und D*(g)<6™" wo
_ log (D) .
o =6 T | Dann nehmen wir fiir
1 ‘
=[——logD™! —
[ss Joe 2™ (0]
Es ist ¢ = 3. Es ist weiber nach (37)
1 log(N +1)

D'eyzl—o 2=

2 N+1 T
also

< log2 +1og (N +1) —loglog (¥ 1)

1 1 .
ng‘ : < log (N --1).

Es ist also g4-1 < log(& 4-1). Dann ist

- log(N-+1)

ST N oo alse DRERHY) < D (o).

icm
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1
Rs wird also 677 D* (#71) < VD (0). Nun ist D* < log™ o~ algo erhalten wir

(42} Dy (w) < 6'(log D™ ()} 71",

Ist D*(0) = 67* so ist (42) trivial, ebenso fir N < g. Da die rechte Seite
von (41) fiir ¥ > 2 monoton abnimmt, so folgt (38).
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