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Dirichletsche Reihen und Modulformen zweiten Grades

von

Haws Masss (Heidelberg)

Oarl Ludwig Siegel gewidmet

. Einleitang. Bs bezeichne M, (R) die Algebra der ﬁ—reihigen Matrizen
tiber einem Ring R. Die Matrix V' entstehe ans V durch Transposition.
Ist 7 eine Matrix iiber C, so kann die konjugiert komplexe Matrix ¥

gehildet werden. Fiir 7 = (V) e M, (R) ist die Spur o(V) = i’ﬂw definiert.
Zut Abkirzung wird =1

FIG] =GFF¢ uwnd Fi{F =FFe
gesetzt, Hs zel ‘

0 F . o
I= (H_ e 0) mit der n-reihigen Einheitsmatrix B — B®.
Dann stellt |

2y = {MeM,,(R)| I[M] =1}
die reelle symplektische Gruppe wnd

die Siegelsche Modulgruppe #-ten Grades dar. Ist M = (‘é f;) die

Zerlegung von. M £, in n-reihige Teilmatrizen 4, B, O, D, so definiert

{2

eine Untergruppe von I, Mit 4, werde die von A, und I erzeughe Gruppe

07
r~(33)
an Stelle von I zu definieren. Bekanntlich ist 4y, =TI,. Hingegen. ist
4, zumindest fir gerade # oine echte Untergruppe von I"y. Dic Matrizen

4 B
M= ( o D)aus 2, bzw. Q) haben auf

%7

bezeichnet. Analog sind die Gruppen QF, I'F, A¥, 4%, mit 1* m(

Gn ={ZeM(C)|Z =% =X+i¥,Z = X—i¥, ¥ >0}
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bzw.
o (WM, (R)| W =8+T, W = —8+7, T> 0}

die Wirkung birationaler Transformationen gemif
Z - M{Z> = (AZ+B)(0Z+Dy™"

bzw.
W o MW = (AW+B)(CW D)™

Gegenstand des ersten Teiles der vorliegenden Untersuchung sind
die Fizensgtelnreihen

eh GulZ,8) = TP D IOZ+D™  (Res > (n-+1)/2),
M N4,

(2) @GW,s) = T 3 ICW D™ (Ftes > (n+1)/2)
Mid N4 :

zwischen denen, wie A. Selberg in gemeinsamen Gesprichen im Frithjahr
1970 ansfiibrte, ein methodiseh interessanter Zusammenhang besteht, der
die analytische Fortsetzung der einen Reihe als Funktion von s auf die
der anderen Reihe zuriickzufithren gestattet. Viele wichtige Einzelfragen
 blieben damals unbeanbwortet und auch hente gelingt mir eine vollstiin-
dige Brhellung der Situation nur im Falle » = 2. Filhrt man in $; geeignete
komplexe Koordinaten ein, so lillt sich G (W, 8).in Giberraschend einfacher
‘Weise auf cine Fisensteinrveihe zur Gruppe Iy umschreiben. Der mero-
morphe” Charakter und die Funktionalgleichung von G5 (W, s) werden
damit evident und es ergibt sich erneut ein auf G. Kauthold [1] zuriick-
gehendes Resultat: die analytische Fortsetzbarkeit und Funktionalglei-
chung der Tisensteinreihe Go(Z, 5), die hier unter Vermeidung der kompli-
zierten Analyse der singuldren Reihen mit fmgemessenen fulﬂz’umnenthe—
oretischen Methoden bewiesen werden.

Tin Zuwsammenhang zwischen den Reihen (1) und (2) wird in einer
Richtung vermiftelt durch die Thetareihe -

(3) | HHE, W) = 8—ﬂﬂ'(F_1{ZO’+_D’}W).
O, DeM,(Z)
Zur Motivierung des Ansatzes sei folgendes bemerkt: Bildet man Z*

= X*4i¥" = (4Z+-B)(0Z+D)" mib (é f)) el,, so erhilt man

Y1 = ¥-UZO +D'}, wobei hier im Gegensatz zu (3) nur teilerfremde
symmetrische Paare ¢, D suffreten. Um mit Hilfe der Mellintransfor-
mation, angewendet aunf #(Z, W), zu der Hisensteinreihe &,(Z,s) zu
gelangen, ist es erforderlich, amns der Thetareihe diejenigen Glieder zu
eliminieren, fiir die entweder

Rang(C, D)<n oder D' —DC" =0
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ist. Das geschieht mit HiHe eines Diffefentialoperators R im W-Raum -
und einer Integration tber den Binheitswinfel 98" im 8-Raum, wobei
zu beachten ist, daf fiir die Glieder in (3) die Beziehungen

Y-HFO +D'} = (Pil) [g.] mit P = (gr g?*)[? %]
und '
(T HZC +DYW) = G‘(P [%]T) +ia((0D' —DO") 8)

gelten. - Schlieflich miissen die Transformationseigenschaften des ge-
suchten Operators R* der Invarianz von |T|™*$(Z, W) beziiglich A% an-
gepaBt werden. Insgesamt ergeben sich fiir R* die folgenden Forderungen:

|T"2R* T ist invariant beziiglich ©F,

(4) B 9(Z, W) = 2 Rt g-rot¥z0 DY)
Rm(U,D)=n
m£ R*0(2, W)[AS] = Ry8,(%, T) mit  [48] “ﬂdé‘m = (5,.)
und
(5) T = Y (P[5 7)

Raiig (6, Dy
sowie einem Differentialoperator Ry im T-Ranm, der bestiglich der Trans-
formationen T—T[V], VeGL{n, B) invariant ist.
Es bezeichne R den Bereich der im Sinne Minkowskis reduzierten
n-reihigen positiven Matrizen, §* einen Fundamentalbereich der Gruppe
4, und schlieBlich de® das beziiglich £F invariante Volumenelement

\T|~"[@T'][d8], wobei [dT] = []dt,, T = (1,,) ist.
Der Ansatz L
(6) §lZ, 8) = f IT| * Rydo(Z, T)[dT]
R

filhrt mit einer von R. A. Rankin [4] angegebenen SchluBweise einer-
seits zm

(7) (%, 8) fG*(W s —1) TR (2, Wide".

D1.11*ch direkte Berechnung (vergl. hierzu [3], § 15) ist a,ndererseité. 7
zeigen, daB £,(Z, s} bis auf einen elementaren Faktor mit &, (Z, s) iden-
tisch ist.
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Im Falle #n =2 erweist sich die Parameterdarstellung

v fxP+y? @ 0 u)
= e - 0
(8) T ?]( @ 1): 8 (_u 0/ Yy v >

und die Binfithrung der komplexen Koordinaten 2 = x4y, w = u--i,
die eine wmkehrbar cindeutige Abbildung $;«»H? vermitteln, als zweck-
mifig. Bs zeigh sich nun, dab

mif
10 060

00 01
.Z'IOZ
00 190

61 0¢0

gilt.. Die durch A; definierte Transformationsgruppe wird von den Abbil-
dungen

(U, Vely)

{z——> U(z)I {z» —Z

w— V{wy, W -+ —

erzeugt; M, bewirkt die Vertauschung der Variablen: z—»w, w-»z Bin-
bravehbarer Fundamentalbereich §* wird demnach durch

F k=2l 0<e<hy>0; w2l k< 0> 0
beschrieben. Ferner ist
do® = 2y v  dwdy dudv .
Bs ergibt sich nun unmitbelbar
(9) - GE(W, 5) = Gy (w, 29).

Die analytischen Bigenschaften von & (W, s) sind daher aus der bekann-
ften Darstellung (s. etwa {2])

(10)  n(2s)Gy(w, 5) = 5(25)v"+ (2 —28)" "+
b

/4

M2

m#£0 ab=m

g~1/2
} Ky 1p(2m|mv) gl

mit
nls) = n ™" (s)2)E(s), C{(s) = Ricmannsche Zetafunktion

volisténdig ersichtlich.

17 ' D(f, 959
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Ist

) i} )
T=1T =(,), rr (em‘é“t—')
uy

mit e,, = 1 oder 4, je nachdem g = v oder p v isb, so sind

T o | . i . O
() B =Ry + VRt g | T1F = 21T 5 + 45 1T 5
und
£
(12) o = ’61" aT

Differentialoperatoren mit den gewlnschten Bigenschaften., Zufolge (9)
und (10) erweigt sich

(W, 8) = (s—§) (s —1)n(4s —2) (W, s — 1)
alg eine ganze Funktion mit der Invarianzeigenschaft
P(W,§—38) = p(W,s).
Nunmehr kann geschlossen werden, daf
(13) (s —3)(s —1)n{4s —2) £:(Z, $)

eine ganze, beziiglich s—3—s invariante Funktion ist. Bine direkte
Berechnung des Integrals (6) ergibt :

(14) EolZ, 5) = s(s—§) (s —1}(s —P)n(2s)7(2 Swl)Ga(Z §)-

Tolglich 18t : :
(18)  {s(s—1P(s—1)(s— (28 —1)}5(28) n(ds —2)G4(Z, )

eine ganze, besiiglich s »f—s invariante Funktion. Diese Eigenschaft
kommt aueh dem Produkt in der geschweiften Klammer zu, woraus die
Invarianz der meromorphen Funktion

(16) n(28)n(4s —2)G4(2, 8) Dbeziiglich s -—>2—¢
erhellt. Offenbar ist Go(Z,s) in der Halbebene Res > 1 holomorph mit

Augnahme eines Poley ersber Ordnung in s = %; denn Res =3 ist die
Konvergenzabszisse von G4{Z, s), mithin ist 5 =1 eine singulire Stelle.
Hs legt in der Natur des Ansatzes, dal die Werte von Remduen mcht
ermittelt werden koinnen.
Die Rankinsche Methode 4] in Verbmdung mit dem Selbergsehen
Trick, die Residuenterme zu eliminieren (8. [8]), erlaubt im Spezialfall
= 2 eine Anwendung auf die Dirichletsche Reihe

a(N)b(¥)

Ty arE !
&2, (DI
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die cinem Paar von Moduiformen s-ten Grades f und g vom Gewicht %
zugeordnet werden kann, sofern die Modulformen dureh ihre Fourier-
refhen

(18) AZ) = 3 e, g(2) = )

Nz=0 N=o

b (N) etlr:ia(NZ)

gegeben gind. In (17) durchliuft & ein volles Reprigentantensystem aller
Klassen {N} = {N[U]| U unimodular} halbganzer positiver Matrizen
und &(N) bezelchnet die Anzahl der Binheiten von N.
Ts sel B ein Differentialoperator im Z-Raoum mit folgenden Eigen-
schaften:
| YR | Y% igt invariant bezliglich @,

(19)  Ef(Z)g(Z) =

o N;) D ) Rl (M= M) X)-ame{ (Vg + ) )

ﬁ;‘}?g‘;"o

fRf 9(ZY[dX]= Rox(f, 9; T)
mit . _ )
(20) 2fy g5 Xy = D) a(N)b{N)Roe™ ™)

N0
und einem Differentialoperator B, im Y-Raum, der beziiglich der Trans-

formationen ¥—¥[V], VeGL(n, R) invariant i, T hezeichnet den
Einheitswiirfel im X—Ra,um. Dag Integral

'ﬂ-l-l

(21) 5(f, 93 ) f 2 Roglhy g5 T 4T

wird nun einerseits d:rekt berechnet andererseits wmgeformt in

(22) §(f, g; 8) = fGn(Z, s+33~,tl~ mk) 1Y RS (Z) g (%) deo
¥

mit dem mv'urhmton Volumenclemem do = 1Yl‘"‘1[d’X] [dY] und dem

Biegelschen Pundamentalbereich § fir I, in $,.
Im Falle n =2 erweigen gich

B8\ 5\ a8
@3) B = Ro[YP ( (ax aY)) +(@h—1)0 (Y-(,-)—-)|Yia(——j;——0—17) L
i al . ' a 3 ]
a2 |z, |72 )~ e (r 7] - 3)

(24) Ry = |¥P

+ X

ox

- 61
}m 57

icm
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als Operatoren mit den gewilinschben Higenschaften. Dabei ist é LihIN
guadratische Matrizen ¢ generell dnrch QQ 1@ 7 definiert.

Die nachgewiesenen Eigenschaften von &,(Z, s) haben nach (22) zur
Folge, dalb

o [ffers e )

v=()

X 7(28 + 2~ 2E) (28 -8 — 2k) (45 + 4 — 4k) E{, g; 8)
eine ganze Funktion von s ist, die bezfiglich s—>2k—}—s invariant ist.
Durch Rechnung wird direkt bestéitigh, daB
(26)  &(frg58

= 8(8 — 1) (55— 2k) (s + 2 — 2) (4m) " Is) Ts — ) D7, 95 8)

igt, Hieraus folgt die Meromorphie der durch D(f, g; 8) definierten Funk-

tion sowie die Imvarianz von

(28 +3— 2Ky (48 44— 4B} D(F, 3 §)

beziiglich s—>2i’c~§—s. Man erkennt @berdies, dal D(f, g4;8) in der
Halbebene Res > 2k —2 holomorph ist mit eventueller Ausnahme eines
Poles erster Ordnung in s = 2k —2 »

27) (4w R(s) s —

§ 1. Die Eisensteinreihe &, (W, s). In Analogie zu I, kénnen fiir T
leicht folgende Feststellungen gemacht werden. Die ganze Matrix

M= (‘ég) liegt genau dann in I7,, wenn

AD'+BO =B, AB +BA =0,

ist. Allgemein heift €, D ein schiefsymmetrisches Paar, wenn CD'+
+D0" = 0 ist; wir nennen eg teilerfremd, wenn aus der Ganzheit von
GC, @D die von & folgt. Die zweiten Matrizenzeilen der Matrizen I I
sind mit den teillerfremden schiefsymmetrischen Paaren ¢, D identisch.
Fiir solehe Paare und primitive Matrizen ¢ = Q™" hilden wir Klassen
Aquivalenter Objekte:

{0, D} ={UC, UD| U unimodular},
{9} ={@TU| U unimodular}.

LEvua. Unter der Voraussetzung 0 < Rang (' = r <
stekt oine umkehrbar eindeutige Bezwhung

{0, D(ﬂ)}H{g(r) Dy, {Q(n.r}}

gamaﬁ folgender Vorschrift: Die Matrizen (Cy, D)y Q magen ein volles
Reprasentantensystem der Klassen {Cy, Do}, (@} durchloufen, @ werde auf

0D 4-DC" =0

|0(ﬂ[ = 0 be-
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genaw eine Weise zu einer unimodularen Mairis U erginet. Dann durch-
tiuft
Uy 0 Dy, 0
c=""Vo, D={" _jUu
6 0 0 F

ein volles Reprisentontensystem der Klassen {C, D}, Im Falle r = 0 wird
{€, D} durch 0, B reprasentieri.

Die Matrix M, entstehe aus B®? durch Vertauschung der crsten
mit der {n+1)-ten Spalte. Ersichtlich ist M, eI, It €, D cin teilerfremdes
gehiefsymmetrisches Paar mit Bang ¢ =r > 0, so kinnen unimodnlare
Matrizen U, V derart bestitnmt werden, dal

oy’ o 0 Upv—t Dy o ¢ 0
.— o o) o &) ol ¥

mit einer Diagonalmatrix O, gilt. Aus der Schiefsymmetrie des Paares
Gy, Dy folgt, daf das erste Diagonalelement von D, verschwindet. Mithin

it

(GD 0 D, 0) ' (ogr) 0 pp 0)

M, =

0 00 E 0 00 B
mit Rang ¢, = r—1. Anf Grmnd dieses Sachverhalts sowie der Tatsache,
daB |M;| = —1 ist, kann nun leicht geschlossen werden, daf It von
Ay und M, erzengt wird und [M{| = (—1) fir M = (‘g lﬂ;)el“:,ﬁa,ngo*
=7 gilt. Bine Untergruppe von Iy vom Index 2. wird durch B, = ].”In
NSL(2n, Z) geliefert.

Die Klaggen {0, D@ mit |Cf # 0 stehen vermége O~'D =P in
urmkehrbar eindeutiger Beziehung zu den schiefsymmetrischen rationalen
Matrizen P™. Das Produlct der gekiirzten Nenner der Blementarteiler
von P ist gleich |0 ; wir bezeichnen es mit »(P). Fiir dic Eisensteinreihe
zur Gruppe B, ergibt sich somit folgende Darstellung

¢ 3 6w +D)
Med S\By

= {1+ '2 S @)= wWl+PI-).

1<r<[nf2] (glm, 2r)y p(zr)

Die Eonvergenz dieser Reihe fiir iﬂes >(n—1)/2 kann in der iiblichen
Weise mit: den Hilfsmitteln der Geometrie des Ranmes §), bewiesen werden.

Gemaf ihrer Wirkung auf $? ist festzustellen, daB die von 4, und
M, (5. Binleitung) erzeugte Gruppe wmit Iy, dem Erzeugnis von 4; und

icm

Dirichletsche Reihen wnd Modulformen zweilen Grades 233

M, (= I*"M,), identisch ist und A; M, = M, 4; Vgilt. Beachtet man noch
M: = F, so ergibt sich schlieflich
I = 4'uAtM,, A = B

Die bigherigen Ausfithrungen liefern. nun fiir @ (W, 8) die folgende Dar-

-gtellung

G(W, 8) = TP {L+ ;(v(l’))-%;wwr”},
wobel P =( Sg) ist und r alle rationalen Zahlen durchiinft. Wir
sefzen r = d/¢ mit teilerfremden ¢, d und ¢ > 0. Dann wird in den ein-

gangs eingefiibrten Koordinaten
p(P) = ¢, |W--P| = [T+8+P|
also »(P}|W 4P| = |ew+ d|%, mithin

= |7+ (1) = 0 (ut1)?

G(W,s) =01+ D low 4 d =} = Gy (o, 25).
(¢, d)=1
e>0

Beiliufig sei erwihnt, daf die Eisensteinreihe zur vollen Gruppe I'; mit
G1(w, 28) +G1 (2, 28)

identisch ist.
Um fiir die Thetareihe (4) die Transformationsformel

(28) BH(Z, M(W))= |CW4+D|"8(Z, W} fir M = (’é g)ed’;

#u beweigen, die die Invarianz von
\T™*0(Z, W)  beziiglich A*

zur Folge hat, geniigt es im weséntlichen, M = I* zu betrachten. Man

bedient pich zweckmilig der Darstellung -

2 P

mzzn
wobei
S =6 =P+ xWHP—il)xW}, & = W
igh, Mif ) ' :
o JUPT AT X W (P i) x W1
gilt dann :

, P T Z ¢~ TEv]
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Die Umschreibung auf &(Z%, W) ergibt sofort (28) fix M = 1%, wenn
man im fibrigen beachtet, daf &#(Z, W) beziiglich I, invariant ist.

Die Invarianz von |T|R*|7|™' bezfiglich £, mit dem dureh (11)
und (12) erklirten Operator R* ist mit Hilfe der Identitit

o 1 e .6 e 92
— Iy —_— e gy .

& 61" 4{"’ o T2 %, Aﬁ}’ 4=y (ama + ayz)
zu beweisen. Es ergibt sich
(29) ATIRMT) ™ = (A — 4 — 5w+ 24,)
mit

RL 5t
Ao = (Buﬂ H 61)2)'

Im Falle n = 2 ist das zu dem Paar O, D gehirige Glied in der The~

tareihe (3) unabhéngig von w, falls Rang(0, D) < 2 ist, weil dann not- -

_wendig €D’ —DC" = 0 ist. Uberdies ist

LR le S
or | -

O!
—Tf.P {Df] [ y

50 daB in der Reihendarsteliung (4) von R*#(Z, W) tatsichlich alle Glieder
zu Paaren ¢, D mit Bang(C, D) < 2 herausfallen.

§ 2. Die Kisemsteinveibe G,(Z, s). Die Hisensteinrsihe &,(Z, 8) wird
durch das Integral (6) eingeffihrt. Die Ansgrechnung erfolgt nach dem
in [3], §15 dargelegten Verfahren. Dabei ist es zweckmiiBig, den Operator
E? auf die Form '

= |\ M mit M:]TJ‘%

#u bringen. 3 bezeichnet den zu M adjungierten Operator. Der Ubergang

“von den symmetzischen Paaren ¢, D mit Rang(C, D) = 2 zu den teiler-
fremden Paaren hat das Auftreten des Produkts £(2s){(2s—1) in (14)
zur Folge.

Um die &mlymsc&hen ngonSchaftcn von &,(Z,5) auf Grund der
Integraldarstellung (7) festzustellen, ist eine genaunere Abschitzung des
Integranden erforderlich, die im Hinblick auf dis spitere Anwendung

gleich in Abhingigkeit von Z e% aunsgefithrt wird. Mit den abkiirzenden
Bezeichnungen

P[G ’]'= FF, T =19

D T, T[F], OD —DO' m'( 0 9)

Mq()"

‘ _G((UD’—DU’)S) = —3%qu, ¢ =|CD —D¢

icm
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nitamt das allgemeine Glied der Reihe E*9(%, W) die Form

? 0 L] )f ‘
— T 2 -
(30) {]—”"afl I 5 ':(iTll i +‘——6T 1| S o
. B 4- 2 C_Z } =110 (T} + 2migu
l‘nl 1l Ipi.;

an. Fir Ze% st P> ¢ (3? (1]3_7—1)? wobel ¢; und im Folgenden ¢y, ¢y ...

positive Konstanten bezeichnen; denn diese Ungleichung ist gleich-
wertig mit .
moy[E _ 0] (B0
0 B{xVY Yy B~ "\ B
und X[VI'] ist aut § beschrinkt. Damit wird
ol , 1rt
Pl | > alT014+T7 DD,

und mit ¢ = ¢ l/._f, Dy = DVE? ergibi sich die Abschitzung

7 ¢’ _116Di=D0 2
2
1

TR AT AR e v A R R S N R

Der absolute Betrag von (30) kann also durch

o FPEHT

abgeschitzl werden. Ba P > B fir Ze%, so erhilt man schlieBlich

(1’)
mit der in [3], 8. 234-235 ausgefithrten SchluBweise
: - u'(_’l" l
(1) | R 92, W)| < 06 oIy | |- (0¥ )

< e 5y vHe( X)) fir ZeF, WeT;

l} igt reduzwrt wenn W in ¥ liegt.

denn T[l 0
Tn jedem Streifen o < Res < f§ ist s(L—s)n(s) bekannthch begchrinkt.

~ Aut Grond der Fourierentwicklung (10) erkennt man, daf 7(28)G (w, 8)
.in s = } holomorph ist. Die Bezichung (9) ergibt daher die Absqhatzung

(s~ §) (s —~1)7 (48 — 2)G5 (W, s — 3} < ov* - flir Wi, a< Res < B
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mit positiven Konstanten o, », die nur von «, # abhiingen. Das mit ($ — ) x
{8 —1)n(4s —2) multiplizierte Integral (7} wird alse majorisiert durch

wy
2e¢, {0 (T))* f 6 TP gty oy dy A
8.‘*

ca vy

< 2¢0,(a (X)) ffe SAE) =t ~2 gy o
W3

} <(306(0'(Y))4 f 6“01;rﬁ9#—4d@
Wi

< 660y " T(n—3)[o(X)T"  Hir ZF,

gofern x> 3 gewilhlt wird. Damib ist gezeigh, dal die Funktion

w2, 8) = (s——%)(8—1)n{4s —2)&,(Z, 3)
ganz ist und einer Abschitzung
(32) p(Z,8)| < Ofo(X)) fix ZeF, a<Hes < B

mit positiven Konstanten ¢, i geniigt, die nur von o, f abhiingen.

§ 3. Die Dirichletsche Reihe D(f, ¢;
und 19 ist zu entnshmen, dafl der mit

a __1 i) @ i 1/ 0 .0
oZ ~2\ax T'sy ) B _""2'(5"22"“5}7)

gebildete Operator
a\ o
(e-2(2-237) 5]

- beziiglich £, invariant ist. Da eine Tra,nsformation

8). Den Angaben in [3], §§8

P =g

o _ (A B
Z-{AZ4+B)(0F+D)Y, Z—+AZ+B)(0Z+D)  mit ( )EQ,,

die Operatoren

LA LI P el )
— Z-—Z 3 4 2
1z -2 ’az 2~2|
bezw.
-1 n—1
B A L. _ e
Nyes |Z -2 2 oz —_ z
p= 147 ’ 5 ( Z-2|
in
|0Z +-D1**"|0Z + D" M, |0Z +D|~* |05 +D| *
. bezw. ' ' ' :

10Z + D" (0Z + DN, |CZ +D|* |CZ +D|~*
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tiberfiithrt, erweist sich auch

ﬂ-}-ﬂ

=|Z—Z[

n—1

Dy =N_, M, ,IZ ZI T

|

als ein beziiglich £, invarianter Operator. Die Operatoren @, (v = 1, 2)
seien dureh

Y0, X1™" =0, (»=1,2)

. 7]
erklirf. Hine Umrechnung auf ﬁ und ergibt dann fiir den durch

(33) B = O3+ (h— 1) (k—3 (01 + k(k—2)}

definierten Operator im Falle » = 2 die Dargtellung (23), wobei B, wegen
der anszufiihrenden Integration (21) zweckmifiig auf die Gestalt

|Y£g“2kM|Y iy omie |2
= z mi = _—
| |‘ 2

- gebracht wird;. M bezeichnet den zu M adjungierfen Operator,

Fiir die Abschatzung der Reihe (19) henttigt man die bekannte Ab-
schitzung

[a(V)| < O(D(N))F
fir die Fourierkoetfizienten a{N) einer Modultorm vom Gewicht k. Hierin
ist .
N, 0 . .
D(N) = [Ny, wemn N = 0 o (U], U unimodular, | ¥y > 0.
Die zu den Paaren N, Ny 0 mif ¥, +N, > 0 gehorigen Glieder in .(19)

werden von R annulliert. Dags ist sofort einzusehen, wenn man sich klar
macht, dal unter den gegebenen Voraussetzungen
N, = AN mit geeigneten LeR (» =1,2) und ¥ =0

gilt, wobei natinlich |¥| =0 sein muB, sofern nicht ¥, = ¥, = 0 ist.
Mit Hilfe von (14) und (22) erhalten wir fur die Funktion (25) die
Darstellung _

f(8+%“70)(8+1-R)n(48+4-43’6)52%'S+§—k)!Yika(Z)ﬁE)dw-
¥

Schiitzt man Rf(Z)g(Z) in Shnlicher Weise wie B*#(Z, W) ab und beachtet
(82), so kann fiir den Betrag des Integranden von (34) in jedem BStrei-
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fen o< Wes < B eine Schranke der Arb e~ gefunden  werden mit
positiven Konstanten ¢ und ¢, die nur von a, 8, f, ¢ abhingen. Mithin
stellt (34), also anch (25) eine ganze Funktion dar. Die Invarianz von {34)
beziiglich s—2k—}—s folgt sofort aus der von (13) beziiglich s—>i—s.
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Introduction.

1. Put
H = {geC| Tme > 0}, I =SL(2, £)/(+1),

o= £ i)

Consider a cusp form @{z) of weight—2 for a congruence subgroup A
o I'(N). By definition, this means that @ (z)dz is induced by a differential
of the first kind on the compactifieation of I"\NH'. Let 7, be the nth
Hecke operator, (n, N) =1, and suppose that @|T, = 1,9, i,¢C. In
thig note we give “explicit formulas™ for the eigenvalues 4, having a very
simple arithmetic structure, and discuss some of the consequences. These

. formulas were first stated in [1], § 7, for the group

I = Iy(F) = {(g Z)[ ¢ =0mod ¥

and for forms P eatistying the condition [ P(2)de = 0. Here we show
o

how one can geb rid of these restrietions.

2. To state our main result we need some more definitions.

Tet 4> 1 be an integer. A solution (4, 4°, 8, &') of the. equation
d = Ad’ L 8§ is called admissible if it congists of integers satisfying
the following supplementary conditions: '

(4,8 =48y =1, 4>6>0

and

either A'> 8 >0, 0r 4 =d, 4 =1, 6K d<df2, § =0.

Let P < ZxZ be the sot of all pairs of coprime integers. A function
y: P—C is called locally constant (implying adelic topology) if there exists
an integer M such that y(a,b) depends only on (amod M, b mod M}.



