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ACTA ARITHMETICA
XXIV (1973)

Sur la représentation de zéro par ume somme
de carrés dans un corps algébrique

par
TryevE NAGELL (Uppsala)

§ L. Soient donnés le corps algébrique K de degré n et le nombre
naturel m = 3. Dans plusieurs mémoires j'ai ébudié la résolubilité des
équations diophantiennes du type

(1) Bt . =0

en nombres &, 4, ..., %, (le cas x =», =... =5, =0 étant exclu)
appartenant au corps K; voir Nagell [3], [4] et [5]. Il faut évidemment
que le corps X szoib totalement imaginaire, c’est-&-dire que tous les corps
conjugués solent imaginaires, et que n soit pair = 2v. Dans la suite nous
congidérons senloment les corps algébriques totalement imaginaires.

St ay, @, ..., &, satisfont & (1) nous dirons que [#, @5, ...y By] €56
une solution de cette équation. Cette solution est appelée réductible, 8’il
v a dans (1) une somme partielle des carrés z; qui s’annule. Dans le cas
contfraire la solution sera appelée dirréductible.

Sans restreindre 4 Ia généralité mous pouvons supposer que #;, # 0.
S0it [y, #sy ..., #,] e solution de (1) dans K. Désignons par K* le
corps engendré par les m—1 nombres @,/wy, #/0, ..., Lpfo, - Ce cOrps
est un sous-corps de K. Si K* est identigue & K nous dirons que la solution
Wb effective dans K. 8i K* est un sous-corps véritable de K il doit étre to-
talement imaginaire. La solution est alors effective dans K*.

Pour reconnaitre si Péquation (1) est résoluble oun non dans le corps
fiotalement imaginaire & nous wvons le critdre suivant (voir Nagell [4]):

Pour que P’équation (1) soit résoluble dans K il faut et il snffit que
la congruence ' :

(2) et ..+, = 0(mod8)
§0it résoluble daps K, de facon que (2, %y, ..., By, 2) =1.

_ Cependant, il faut noter que la démonstration de ce erifére n’est
pas constructive et qu’il s’agit seulement d’un théoréme d’existence.
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T faut aussi obgerver qu'il n'assure non pluy Uexigtenee d'ane solation
[y, By ey By ] effective dans K. La solution peut apparbenir & un sous-
corps K*.

Dans la suite t.im. signifiera fotalement imaginaire(s).

§ 2. La congruence (2) peut &tre satisfaite pour m == b dans tous log
coxps algébriques de la maniére suivante ~

22112 4121212 = 0(mod ).

Il en résulte que Iéquation (1) est résoluble pour m <+ 5 dang tous les
corps algébriques t.im. Pourtant il n’est pas certain qu’il existe pour
m < b une polution effective dans un corps donné quelcondue.

Pour n = 2 nous avons Ghabli Les résultats suivants (voir mes fravaux
cités plug haut):

I Sin =2 et m =3 Déquation (1) est cffectivement résoluble dans
tous les corps quadratiques imaginaires engendrés par le nombre V—d,
gauf dans le cas ot 4 = —1(mod8).

0. 8i n=2 et m= 4 I'équation (1) n’est pas nsolublo dans les corps
quadratiques imaginaires engendrés par le nombre V= A lorsque 4 s= ~1
(mod8).

I Si =2 et m =5 Déquation (1) est effectivement résoluble
dans tous les corps quadratiques imaginaires.

A gignific un nombre naturel gui n'est divisible par aucun earré > 1.

Pour # =4 mous avons montré par des méthodes econstruchives
que Péquation (1) est effectiveraent régoluble dans Ia plupart des classes
de corps biquadratiques du premier rang; dans 1@% elagsos 6, 13 of 14
il suffit de prendre m = 3; dans les clamses Bb, 7, 8, 9, 10, 1L ¢t 12 on
doit prendre m = 6; voir Nagell [4]. Tl reste encorc & exaamnmr les clagses
1, 2, 3,4 et ba, que nous allong traiter plus bas.

En vertu des mlsonnementa sur la congruence (2) il GM. Gvident gulon

Bn effet on

anra le régultat suivant:

TuoriMe 1. Soit K un corps f.im. qui ne possdde wusun SOUS-CorpPs
tim. Alors Véquation (1) est offectivement résoludle dans K powr m - b.

Tei il manque de méthode congtructive dans le eag géndral, e résultat
s’applique, cntre autres, aux classes 1 ot Do des corps bigquadreatiues
dn premier rang.

§ 3. Boit A un nombre naturel gui n’ost divisible par avcun earrd - L.
D'apres lo théordme de Bachet on a 2 = a4 b2 et1-d2, olt @, b, 0 ¢l d
sont des nombres entiors rationnels (voir p.ex. Nagell [L1], p. 192). Sup OB~
ons que le corps algébrique t.im. K contienne la racine carrée V- d.
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Dans 1a snite nous avons besoin de l'identité suivante de Lebesgue

{voir p.ex. Nagell [1], p. 195):
(@] + a2y - 'Ei +ap)’ = (0} 45 — 2y —a3)" + (2125 + 20, 2,)" + (22,2, — 200404 )° .

In multipliant cette relation par A nous aurons

(0" + B 6 - @)} -+ 23 1 2f +2l) = A2+ B0+ DY,

ol
A = a(@ o) — 25 — 2k + b (2w, - 208, 2,) + 0200, 3, — 2w, 2,),
B = a(2my0, - 2m,2,) — b{w] + o — o — 22) + d(2@, 2, — By m,)
O == 0202, — 20,2,) — o] + 25 — 5 — af) — d (22,0, + 2,m,) ,
D= b (2@, 20, ,) — ¢( 20 2, + 22,2,) + A& (0} + 25 — 22 — 2P

Il en résulte

(3) | A+ B+ P DB =0

o
= V- d(a} +ad+ad+ul).

Supposons maintenant que #,, 2,, ¥, et @, soient des nombres dans X,
tels que 2 soit un nombre generateur de K. Alors nous avons obtenu le
résultat suivant:

TmgorEME 2. 81 K est un corps tim. qui contient la racine corrée l/hA
Péguation (1) est effectivement résoluble dans K pour m = 5.

La méthode est constructive vo quiune infinité de solutions effectives
est donnée par P'équation (3).

Le résultat s’applique, entre antres; aux cIaAﬂes 2, 3 ot 4 dey corps
bigquadiatiques du premier rang.

Dans la section suivante nous allons voir qu’il
de prendre m == 3. :

§4. Soit 4 =1 ou = un nombre naturel de la forme a*- 5%, qui
n’ést divisible par aucun carré > 1, ¢ et b étant des nombres naturels.

Supposons gue le corps algébrique t.im. K contienne la racing eaxrée V — 4.
On vérific aisément Pidentité saivante:

¥ a des cas ol il snffit

(aud -+ 2buo — av?)? 4 (bud ~ 2auw — bu2)? = A(u® 4+ 0?2,

Supposons maintenant que ® eb » soient des nombres dans K, tels

que ¥V — A{u?-+ %) soit un nombre génératenr de K. Cela étant, nous
anrony évidemment le
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TERoREME 3. Soit A lo nombre naturel défini tout & Vhewve. Alovs,
si K est un corps tim. qui contient la racine oarrée Y — 4, Véquation (1)
est effectivement résoluble dans K pour m = 3. Des solulions de Véguation
ALB =0
sont donndes par les formules

A = aud+ 2buw—av?, B = bu?—2auv—but, (= }/r—r‘/’jlw(fua--l--v*).

corps font partie de Penscmble des corps dans le Théordme 2 ol m == B,
On se demande il ¥ o cncore d’autres corps dans ect cnsemblo pour
lesquels le nombre m peut étre réduit & 3 ou & 4. De Pexemple

(V22 (V —3)E 1 5% = {

on voit gque la possibilité m = 3 existe dans le corps biquadratique
KV —22, ¥ —3); eb ce corps n’appartient pas aux corps dans le Théordéme 3.

§ 5. Nous finissons par la démonstration de Ia proposition suivantc:

TukoriME 4. 8¢ K esi un corps algébrique folalement smagingire,
Péquation

#}+ a4+ oy Fag = 0

est offectivement vésoluble dans .

Démonstration. On vérifie sans peine que la congroenco

@)+ ok 245 = 0(modN)

est résoluble dans le corps rationnel pour toutes les valeurs enbidres ra-
tionnelles de N, de fagon que {@y, @y, @y, #,, §)== L. Alors, cn vertu d'un
théoréme bien connn de Hagse, Péguation

(4) oot a4 2 == 0

est régoluble dans tous les. corps totalement imaginaires; compares Nagell
[4] et [5]. Cependant, il n'est pag cerbain qu'il ¥ ait deg solutions effeotives
dans I

La solution compléte dauns I de Pégnation
(5) Py e
est donnée par les formules

w: 4 D2y — ot

gt

N 2E e 20 e R
i
uid-p?

to =

olt % et v sont des norabres dans K. I est évident gue « ot v pouvent &tre
choisia de maniére gue la solution de (B) seit effective dans K.
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Alors, en posant dans (4) #; = 1, nous aurons
2 &
o3+ oot Lyt = 0,
ee qui démontre le Théoréme 4. Cependant, la démonstration n’est pas
constructive.

I reste encore o traiter un grand nombre de problémes dans ce do-
maine. Par exemple, déterminer tous les corps dans lesquels quatre (ou
trois) carrdy suffisent pour représenter zéro. Nous allons ¥ revenir pro-
chainemont.
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