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Einleitung, In den folgenden Darlegangen werden Operatoren Hee-
kescher Art vmbersucht, die -auf dic ganzen Modulformen zusammen-
gesetztor Stufe ¢ anwendbar sind und, die sich. von den von Heeke einge-
fithrten  Operatoren hinsichtlich einer gewissen Xongruenzbedingung
unterscheiden. Wihrend bei Hecke den Matreizen V iiber Z vom Grade 2
und von der Doterminante 2, die die Operatoren. definieren, die Bedingnng

auferlegt wird, werden hier Operatoren betrachtet, deren Matrizen V
{bel sonst gleichem Ansatz) der Bedingung V = K mod@ geniigen, wo
I cine geeignoet zn bestimmende Matriz vom Grade 2 iiber Z der vorgege-
benen Determinante n > 0 bedentet (Z ist der Ring der ganzen Zahlen;
tiir » und @ gilt gtets (n, @) = 1). _
: Iy zeigt sich, dafl die so entstehenden Operatoren T,(K, ¢) unter
berfimmtben Voraussetzungen die Schar der ganzen Modulformen {I', —#,; v}
homomorph abbilden; hier bezeichnet I eine (Kongruenz-) Untergruppe
der Modulgruppe, die die homogene Hauptkongruensgruppe I'[Q] der
Stufe @ enthilt, » cine natirlicke Zahl und v einen Charakter anf [ der
gloichon Taxitit wie r, der anf der inhomogenen Hauptkongruenzgruppe
1(Q) zn- L wind. Den Ubergang von I'[Q7] zu I vollzieht eine Spurbildung.
Der Homomorphismus wird dureh eine Vertauschungsrelation ermoglicht,
die zwischen Ileckeschen und Spur-Operatoren besteht. Die erwiihnte
Voraugsetzung iiber I' basagt, daB T' bei demjenigen Automorphismus
der Modulargruppe der Stufe € in sich ibergeht, weleher dureh Trans-
" formation mit K mod@ induziert wird.

Diese im, Prinzip cinfachen, terminologisch jedoch etwag mithsamen

Zusammoenhinge werden in §1 entwickelt. In § 2 wird zundchst gezeigt,
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wie man K zu wihlen hat, um die angedeutete Voranssotzung bel gewisyen
kon]s:ret gegebenen Kongruenzgruppen I' zu rea.liqieren Untier dicse

zahlstufe @ = ¢ > 2, d1e in 1]?‘ = P(l) dun .[ndox q(q ~—1) cm‘[wust,
fir sie wird, auch zur Bildung Poincaréscher Reihen, cine ,rationale?”
Darstellung bestithmt.

Eennt man fir teilerfremde natiirliche Zahlen ¢, ¢, Kongruenz-
gruppen Ty, Ty der Stufe @, baw. @,, dic beide dio obige Voraussetzung
mit dem gleichen K erfilllen, so werden notwendige und hinrveichendo
Bedingungen dafiir angegeben, dal diese Voraussetzung fiir ivgendoeine
Kongruenzgruppe der Stufe ., zutxifft, dic aus ') und I', iber  Karto-
gische Produkte der betreffenden Modulargruppen abgeleitel  werden
kann {vgl. [8](Y).

In den §3, 4 der Abhandlung werden Poincarésche Iteihen vom
parabolischen Typus untersucht. Sie werden als ganze Spitzenformen
einer allgemeinen automorphen Formenklagse {I%, —r, ¢} (r veell > 2,
{v] = 1) eingefithrt. Da Fragen nach den lincaren Relationen zwischen
sclchen Reihen zu behandeln sind und die konlreten Kenntnisse {iber
die betr. Formenscharen fitr eine direkte Enischeidung nicht cntfernt
ausreichen, wird eine hichst bemerkenswerte, indirckt wirkendo Konstruk-
tion von C. L. Siegel herangezogen. Sie filhrt, zunichgt in der allgemaineren
Situation (§ 3), zur Beantwortung gestellter Fragen zwar nicht fir dic
gegebene Formenkiasse {I', —r, v}, wohl aber fiiv unendlich viele dex For-
menklagsen {I, —r—2k, ¢} (b =0,1,2,...).

Am Schlufl von § 3 und in § 4 handelt es sich wieder um die Opera-
torentheorie mit entsprechender Beschrinkung fiie I, 7, v; inshesondere
mufl I' die angedentete Voraussetzung erfiillen. Fiw 6 Typon von Kongru-
enzgruppen I' der Stufe ¢ (die bei nur einem Typus eine ungerade Primzahl
gein mul) wird die Wirkung von 7T, (K, @) auf die Poincaréschen Reihon
(8.1} der Xlagse {I'y —r, #} dureh explizite Formeln beschriehen. Danach,
kann die entscheidende Frage nach der méglichen Trivialitéd cines Ope-
rators T, (K, ) mit Hilfe der Siegelschen Konstruktion angogviffon worden.
Diese gestatict, alle Paramcter dey gesmuten. Apparaty bis ant » festzubal-
ten, wihrend r dureh r++2k (k = 0,1,...) eeselzt winrd, Mit 70 .1,
ergibt sich die Existenz unendlich vmlm- ganzen Zahlen &= 0,4,
derart daB TUH*)(K, @) nicht trivial ist.

Uber Dntwmk]ungen, die mit dieser Theorie in thm(llm
seien noch einige Bemerkungen angefiigt.

Die expliziten Formeln, durch die dic Wirkung der Oporatoren
Ty (XK, Q) auf die Poinearéschen Reihen (3.1) besehriehon wird, golton auch
nach Anbringnng des Faktors |m, v+ mal " (r- Res = H) am Reihenglicd

[ TS—

slichon,

(N Zu [n] s.d. Liteeaturverzeichnis s Ende der Abbandl,
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{(8.1) und dann fir alle ganzen ¢, Sie sind also fiir > 1 mit den aus der
Metrik entepringenden Formeln der Umsetzong deér dual zu den Reihen
(3.1) zu bildenden Fourier-Koeffizienten #Squivalent.

Um dicke letzteren Formeln zu gewinnen, bedarf man ciner Identitit
im DBereich der Skalarprodukfe ganzer Modultormen vom Grade —o
gur Gruppe 1Yy die (falls I' die oben mehrfach erwilinte Voraussetzung
exfiillt) etiwa besagt, dall die Operatoren T, (K, @) wnd T, (K", Q) suei-
nander adjungiert sind. Dicse Relation wird am Ende von § 2 (ohne Beweis,
da dieser bekannt ist) gensu zitiert.

In der neueren Literatur existieren hemerkenswerte Entwicklungen
mar Operatorentheorie (Rankin [10], A. O. L. -Atkin and J. Lehner [1])
die, wie die vorlicpende Unbersuelmng, in gewissen, jedoeh andern, Hin-
sichten. von. den Hockeschon Tendenzen abweichen. Im Hinblick anf die
dngelionde Bebandlung doe Operatoventheorie der Modulformen z. B.
der Thetagruppe in [107] werden in der vorliegenden Untersuchung auBer
der Modulgruppe nur Kongruenzgruppen betrachtet, die nicht numerisch
gpezialisiert sind

An Be‘rungon von Heeke dber die Operatorentheorie der ersien Stufe
in [2], 12, die uly verbale Umschreibung seines Ansatzes aufgefaflt
werden anwu legen den Versuch nahe, Operatoren dieser oder hnlicher
Art wie folgt zu konstruicren: Man transformiere eine Modulform zur
vollen Modulgruppe ' vermdge einer Matrix iitber Z der Determinante n;
von der 8o zu crhaltenden Modulform der Stufe n bilde man die Spur
beziiglich der \[' (vgl. [7] eingangs). Dieser Ansatz wird in einem Anhang
nach §4 learz diskutiert; damit schliedt die vorliegende Abhandlung.

§ 1. Bezeichnungen, Definitionen; die Vertauschungsformel. N, Z,
R, € Dedeuten die Mengen bzw. der natiirlichen; ganzen, reellen,
komplexen. Kahlen, ¢ bedeutet dic Riemannsche Zahlenkugel. Ist R
irgendein (assoziativer) Ring, so sei R die Menge der Matrizen iber R
mit m Zeilen nnd n Spalten. Jede der Gleichungen f: =g und g = :f
bedeutiot, daff f durch g detiniert wird. Wir definieren die (rationale) Mo-
dulgruppe durch

I 812, Z).

Allgemoine Bezoichnungen tir Matrizen aus R®? sind

a b " afl [ty @y  my my
(1) 8 (( d)’ b= ('y 6)’ 4 = (a1 ag)’ M= (m1 m,,)

Die rwoite Zeile von 8 wird duech S = {¢, d} ausgedriickt. Spezielle Matri-
zen aus b (Modulmatrizen) sind

o 10 Y R AR I {0 —1
(1‘2)1”‘(01)’ ”l”( 0 —:1.)’ U_“(;()l)’ T—(l. of"
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Fiir ein @« werden folgende Unfmmmmwn von endlichem Index
in ,I" eingefiihtt: -

LT = {8e, T 8 = TmodQ}, T[Q]: = {§e,I'I S = -1 nLudQ},

T,[Q1: = {8e;l' ¢ = 0mod@Q}, T[] = {8e. I b = 01n0dQ},
(1.3) ‘
TS [Q]: = L[Q1n TU[Q], Ty{@l:= {Sa T ke A= ot URQ).

Mit Ausnahme der () fiir @ > 2 enthalton alle diese Grappen diec Madrix
—I; e @ == 1 fallen alle dieske Gruppen mit (U zusanvnen, Foener gilt
I‘U[U] e L] fir alle @, 'ylQ] = 1y MH tie @ =0 2,8, 4 und T[¢]
= P70, [Q1T tiir alle ¢.

Bs bezeichne Py den Ring der :?atu‘umlcn., fir @ gunzen Zohlen, g,
den Restklassen-Flemomorphismus ven I’y in Z/QZ, M(Q) -+ Ry den
entstehenden Restklaszenring; P, ist der Kirper der rationalen  Zahlen.
Fir die beiden Modulargruppen

(1.4) WM(Q): = I/T(Q),
der Stufe ¢ gilt .
(L3)  MQ) =L, R, W] 2 ST(2, RN~ 1

spitze Rlammern deuten Erzeugung an. Wir definicren

{1.6) Goi = {WePHH| (W] # 0, W] == 1 modQ}

und fassen Gy als multiplikative Ma.tmze.ngmm)tw auf. Zu jedem W oaus
PEY mit (W] =1mod@ gibt s X aus L' mib X = WmodQ. Daoraus
folgt, daf XT(Q) durch die W enthaltende Restllasse mod§ eindeutig

hestimmt ist. Wik sehreiben [ W], fiir jedes solelie X, das in cinem Ausdruck
auftritt, der bei gegebenem W von X nicbt abhingt, also z.B,

MIG: = Q)

(L7 [WIT(@): = XIT(Q)  (WePGH, [W] == L mod)
~und bemerken, daf hierdurch ein Homomorphismus geimdi
(1.8) Po: Go—IM(Q), Po(W) = [W], Q) (Welhy)

erklirt wird.
Die Heckeschen Operatoren  der Tvansformationsordnung  acN
((n, @) = 1) hernhen auf den Migenschatten des Systems

(1.9) D= {82 8] o) (D) DY),

Da.zn jedem KeDn in jeder linksseitigen Kiawse 12 < O, von D, nach I’
cine Matrix == K mod @} existiert, kann fiir die o, (n) linkssoitigon Klagsen,
in die D, nach ;T disjunkt zeri(ﬂl'b ein Vertretersystem B, (K, () bostimmt
werden, dessen Matrizen = K mod¢) sind; Aubet Tt wan, ae{myr w3
{ceR) zu setzen. : o Al deo
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By sed 11 eine Untergruppe von endlichem Index der T, fiir die Il

gubrifft. Wenn reN und o cinen Charakter des Betrages 1 auf I' angibt,
“der die gleiche Paritit bat wie #, d.h. bei geradem » gerade, el ungeradem r

ungerade ixt, betrachten wir die lineave Schar {I', —r, »}* der ganzen
Modwltormen gar Gruppe Iy vomn Gewicht v (d.h. von der Dimension —r)
und. zaum Charvakter (Multiplikatorsystem) v. — An die emschlaglgen Deil~
nitionen und Grandeigenschaften sei kurz erinnert.

I beseichne $ die obere ITalbebene der komplexen Va,na:blen
7 e w-ldy (oo Rer). Tst SeRGY, 18] = 0, f(r) in § erklivt, reZ fest
wwveﬂmn, HO q(li/v 10, :

(1.10) JIR = J@IS = J)] 85 [ e+ (181> 0),
‘ i & “} - 2.2) .
wo {vygl, (L.1) Stae S{r):= ow}:"dm tir red!. Wenn Sy, 8geRE2 185 > 0,
T—

i8] = 0, so gilt FI88, = FI5,8,. :

Im folgenden werden Bezeichnungen, die file lmcare Abbildungen
7+ 8z oder fitr Mengen von solehen erklirt sind, auf die zugehorigen Matri-
gon bzw. Jdoren Mengen iibertragen. Die péhmb‘olit;ehen Fixpunkte einer
Gruppe T der obigen Art heillen Spitzen. Alle diese I' besitzen die gleiche
bpm/vunwlvm [7‘ te= Py {00}, wir schreiben $': S)UP Zu jeder
Hpitze £ von T ;;1M es oine Matrix A e 1 fir die £ = A oo gilt, und eine

natirliche Zahl o
N:==min{keN| A7 0%4 T

sic heiBt die Bretbe, A™'UY4 die Grundmatrix der Spitze { in 1Y
e . ” - .
oxXp :l\"f— At stellt ¢inen ortsutiformisierenden Parameter des Punkbes {

l)ozughch I dax. .
Rine in- $ holomorphe Funktion f(r) %hort Zur Sehar {I‘ —r, v},
wonn, sie {mit diesem r) die simtlichen Relationen

(1.11) flo) L == wo(L)f(z) - (fir alle Lel)

ety und beziiglich der simtlichen Spitzen £ von T die folgende Eig'_anu
gehatt hat: Mit der obigen Bedeutung von A4 und & gestattet f(r) oine
Dapgtellung der Gﬂwa‘lt

[=5]

_ , % D7t .
(112) f(x) = fa(o)l A, fale) = > bayld, flexp (e #)T,
=) - ’

WO byl Ly f) von v nicht abhingt und » dorch
(AT UNA) =& (0 e 1)

erklirt ist.(vgl. hierzu [7], §1 and 9]y Hatz 1) Man nennt ein solches f
anch eine ganze Modulform (der Klagse) )y ATy =, v} .
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Die Bntwickinng (1.12) erméglicht eine invariante Definition der
Ordnung von f(r) beziiglich I' in £ und in den Spitzen der Kongruenzklasse
von ¢ modl" als minimalen Wert von n--x derart daf b,,..(4,7) £ 0
(wofern f s 0). Den Kongruenzilassen mod[' entspricht die Kongruenz
M, = P, mod ' zweier Mengen M, Wi,, die besagt, dab I, = LN,
tii# ein T aus T zutrifft. — Im folgenden bezeichnen wir dic lineare Schar
der ganzen Spitzenformen {I', —v, v}, d.h. der gavzen Formen {I', —r, v},
die in allen Spitzen positive Ordnungen haben (zuziiglich der Nullform),
mit {Ty —r, 2}%.

Zur Definition der Heckesehen Operatoren wird iiber I' vorausgesotst,
daf T Kongruenzgruppe sei, was I'[¢h] = I' < I fir oin @, «N hodeute.
Uber » wird vorausgesetzt, dalb » ein Kongruenzeharakter sei, was bedon-
tet, daf es ein Multiplum @ von ¢y derart gebe, del v auf I'(Q) w2 1
wird. Fiir fe{l, —r, 0}° gilt daon fe{I'[Q], —7, 0}", WO o (L) = & woenn
L =l mod@ (2 =1).

Ts sei fe{U'[Q], —7, v}°; wir verbinden die Definition des Heckegchen
Operators T, (X, @) mit der Formulierung seiner ersten wichtigen Eigen-
schaft: Fir neN, (0, Q) =1 gili

(1.13) FITA(E, Q) = w3 fIVe{D[Q], —r, 0.}

' Vel (K, Q) '
Der Beweis der Invarianzeigenschaft (1.11) (fiv T = T[Q7) ist bekannt.
Zum Beweis dafir, daf (1.13) cine ganze Modalform dargtellt, verwendet
man neben
' 87I0[g]8 = Tgn] (8D, geN)

-die einfachsten Sitze iber automorphe Formen ganzer Dimension.

Fiir den durch (1.13) erklirten Operator T,(X, @) bestchen zwel
einfache Rechenregeln, die wie bei Hecke so formuliert werden sollen,
daB Matrizen aus B®? gemdB (1.10) als Operatoren erscheinem, die,
ihrer Wirkung anf Modulformen entsprechend, linear-digtributiv zu
verkniipfen gind, Fir We, I gilt (vgl. (1.7)

WI,(K, Q) = T, (WK, Q),
T QW = T (KW, Q) = [KWEK], T, (K, Q).
Die eingangs erwithnte Vertauschungsformel Deruhti cinorseits darauf,

daB die gegebene Matrix K eD, auf der Modulargruppe (L4) D) einen
Homomorphismus Ay = g g gemits

(1.15) he(WE(Q) = [KWK ™ 1gT(Q)  (WI(Q) <IR(Q))

| (1.14)

induziert. Um andrerseits dis Wirkung dey Spux-Operators zu beschreiben,
nehme man an, es seien Iy, 4 Untergrappen von endlichem Index in I
mit —Ted < T; es sel » eine ganze Zabl, v ein Charalkter des Betrages 1

Heekeschn Operatoren, Poincarésehe Rethen wnd Siegelsche Konstruktion 417

auf I' von der gleichen Paritit wie ». Wenn, nuar
0,

.

Do U AR, po= [T 4], gefd, —r, 2)°

pe |
zutrifft, s0 stellf

1
(1.16) Bpapp: = 307 (Bl R,
w1

eine ganze Modulform {I') -7, v} dar. Diese hat in allen Spitzen positive
Ordnungon. oder sie versehwindet identisch, wenn ¢ eine ganze Spitzenform
isti (Mier gendigh s, positive r zu betrachten. — B ist wesentlich, dafl »
nicht nur auf A, sondern ani I' definiert ist. Gibt es verschiedene solche v,
dio auf A dbereinstiminen, so orgeben sich aus itmen ia. verschiedene
Spuren.) '

Jetzt sei f(v)e{1'[Q1 —r v}, (0, @)= 1. Da fIT(K,Q) in {I'[Q],
— 1, 1y} licgh, kann hiervon die Spur beziiglich der Obergruppe T' von
Q] und des Kongruenzcharakters » gebildet werden. Mit I'[Q7] anstelle
von A entsteht nach (113, 14, 16)

I

(1.17) Sy (1L Q) = Yo7 (BRI X, T (K, Q),

Fm1
wo Xy I und X oo KR mod ¢
Im Bereleh dor Kongracnzgruppen der Stufe @ entspricht der Gruppe I'

die Untergruppe G: = DIN(Q) der Q) bijektiv; dieser Zusammenhang
definiert aneh die Xongruenzgruppe v (') = I'[@] nach (1.15) durch
{L.18) yre(M/T(Q) = g (®).
IThre Zerlegung in Nebenklassen modI' () nimmt wegen

& _ : 4 B

U U (BT U (—RIT@) wnd  he(RI(Q) = XT(Q)
drl .

die Gestalt an (vgl. (1.15)):

(1.19) prell) = p (X1 (@)U (—X)T(Q) == jU I,TQ)-

Uherdios gowinnt man einen Kongruenzeharakter vy der Paritit
von ¢ auf (1) duech die folgende Vorschrift: Auf der Nebenklasse
[KBI,T(Q) von g (D) (fir die also Bel') habe vy den Wert v(Bl.

Nach (1,17, 19) und den Definitionen (1.18) von 9g(I') und von vg
ergibi gich die angekiindigte Vertanschungsrelation in der Gestalt

SATZ L. He seien v, Q, n natirliche Zahlen mit (n,Q) =1, es sei I’
eving Untergruppe von I mit I' o I'[Q], v ein Charalter des Betrages 1 und
der Paritit von v ouf Ty der auf T(Q) zu L wird, K <O, f(7)«{T'[Q1, —7, v}
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Dann gilt mit der sochon erklirten Bedewtung von pg (1) und Ve
SPL‘[@]/P (fJ T,(K, 4 )) = (Sl’r|c,;'|,'m(1‘)f ) [T I, ).

Auf der linken Seile dieser Belation ist die Spur mit dem Charakler v, auf
der rechton Seite mat dem Charakter v 2w bilden.

W

§ 2. Ergiinzungen, Beispiele. Die Trormel von Matz 1 hat, wenn &
50 bestimmt werden kann, daf
{2.1) | pe(l) = 0y ol oo
gutrittt, die Bonsequenz, dall die beiden Seharen {1, - vy 21% 1 durch
7,05, @) homomorph in sieh abgebildet werden, Dio Beispielo betreffon
gimtlich. Tille mit e (1) == I Dann bhildel T, (8, ¢)  die  Heharen
{T, —r, vii* hzw, in die Scharen {IY —r, 2% wb. Hreselgt man hier
vy dureh v, so crfolgt die ADbildung bzw. in U, -2, 1™ Y, wo

(2.2) (Tage e 7= 0.

Als erste Brginzungen sollen zwei Formelpaare notiorh werdons
die das Verhalten von e (5) und o3 bel gowissen Abiinderangen von K
betreffen. Hierzu wird die folgende (triviale) Transtornuation von » benitigt:
Tst I ¢ine — 1 enthaltende Untergruppe vor endlichem Index in (% ¢ ein
Charakter auf I, We, U, so wird durch
o (W LLW) = 0Ly (Lel)
ein Chavakter o anl W TW definiert. Duwmit gilt unter den Voraus-
setzungen von Satz 1 und £ir We,l':
-1
Prp (W EW) = g (1),
T yir—1 e Byt
PiralD) = Wy TYW™,  alyge o (-1
Die Relationen (2.1) bestechen zuniichst, wio nach (L.15,, 18) unmithel-
bar ersichtlich, fir '

U =T"[Q], T,[@], T[¢];

* I ok -
1?*]‘:: = ?J]:fcwu-l, RO (lf’l\.[.} (Q)K:)’Hi e

LY k.
©.3) () genr == ey

(Lel; vl (1.1))

o{L) = x(d)
- : ky 0 . : . :
wenn K Diagonalgestalt ( (‘;1 .]{_) aufweist; ¥ bedoutet ainen Tewteharalkdor
‘2

mod® von der gleichen Paritiit wie ».
Im Falle I' == D[] wird bei festom, geZ dureh,

Drd

p(L) = & exp ”Q g s Lo el modQ), jediy e - 1

(2.4) wenn
¢in Charakter dex Paribit von 7 definiort (@ = 2). Hub K die obige Din-
gonalgestalt, so gilt pe (U [Q)) = Ty[@] Dagegen wird

i

(2.5) k(D) = a?"uxp---'-(?_f- ghilesj  (Bely QD) -
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Hoekonohe Operatiren, Poinoarésche Bothen und Siegelsche Kom struklion 410

. R " 0 L ] - H P 2
wenn e gemidl Erk, o1 mod@ Destimmt wird; zur Abbildung der
Formenseharen vgl. die Bemerkung bei (2.2).

Fiir cine Primaahl ¢ = 2 bezeichne Ty[g] die Xongruenzgruppe der
Stufe ¢, welehe dem Protolyp einer Untergruppe der Ordnung %{g--1)
der MTq] entspricht. Vou dieser Grappe, die mit Hilte einer quadratischen
Erwui;f‘ru.ru;.1;;' von R, evkliet ist, wivd zuniichst eine ,rationale” Beschrei-
hung goegeben,

i[m Primkorper N, sed @ ein Blanent, das kein Quadrat ist. Wir bilden
den. FBrweiterungikorper A,z o R (A} (2% == w); eor Desteht aus den g2
HWlemonten & - my [y (2, wyeM,) und jedes quadratische Polynom fiber
M, st in ihin veduzibel, Hs sel o oine Erzeugende seiner multiplikativen
Geappe Ay, Die Blemente vor A7, deren Ordnungen in ¢+ 1 sufgehen,
haben die Gestalt 5™ " (keZ, kmodg-1). Retzt man in der obigen
Sehreibwolne

Etvvpyeayh,  NE = B8 = ai—muai (N = Norm),

go @il & - & ord &g+ 1) boedeutet also N& = 1.

Man nenne «, # assoziiers, wenn g = o mit Nd =1 (d.h. N§ = Na)
auteitft, Unter den Klassen dieses Aquivalenzbegriffs ist {0} eine Klasse
Tire gich., Alle anderen Klagsen bestehen auy genan ¢ -1 Blementen, woraus
hervorgeht, daf jodes Blement aus R, als Norm auftritt, -

o AN A N ny)
Miti £ ( o _1)5(411(2, Ay SR pilt
(20 = a+d+(u'D+0)2 }

1)t NS 2 R a‘ ﬁ
(2.6) fen ke ( )’ wo 128 = —a-d--(ub—e)A

[
Wit sehreibon

suiz, 4 = (i ) oa—pt ~1f
wnd betrachton die Untergrappe D, der Diggonalmatrizen von SE(2, 4,).

: ‘ : ; i aue 5.2 .
Nach (26) bedoutet e @ Jpt = BRI R, dal 8 = (G CZ)E RE-2. Dies

liotert die radionule Definition von Ty[¢] als Gruppe der Modulmatrizen.

Ay die der Bedingung goniigen

WLy Mty

(2.7 RN R ( )GHLJ(Z, N,

Wy Wy

Ly Milly

Die  Matrizen A - (

Xes & o @y |-@ A isomorphe Gruppe. KBs sei melN, (m, ¢) = 1; wie dar-
golegh existiert cine Matyvix

g )e(}];(ﬁ, N,) bilden cine za A7 gemilb
Mg

Fy why

H = (k1 Ty

)69{512’2) il (131.* o= h: = g, (1), .
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und nun werde KD, derart bestimamd, dall o, () = /I zuteifft (hierau
gow.o ). Dann folgh unmittelbar

(2.8) o ([KBE ™ 1,1(q)) = Ho BYH™ = g,(B),

wenn Bel.[q], und damit (2.1) fiir I' = Uy[g] vnd jedes o) by indusiert
hier den identischen Automorphismus auf G == 3.
Oben wurde der Lolgende leicht su beweisende ITilssatz angewendet :

es ein WeD, mit W = 8mod@, —
Tinen Chavakter » der Paritit von v auf Iy [q] erhillt man auferand

der obigen Beziehung zwischen

Hy Wiy

.‘I?l {1'2

) 5o U{.!('L) € Eq

bei gegebenem geZ mit ¢ == v mod 2 in der Gestalt
3] r'
v{L) = exp il kg, wenn & e pgteel),
g1
Aug dieser Bezichung ergibt sich fernoy, dafl I [q] durch Transtormation
. (—10
mit ( 01
chenden Transtormation auf cin X X, bodeutet, dal & in & #ibergeht,
Bine weiterrcichende Maglichkeit, Kovgruenzgroppen dor Stnfe ¢
zu bilden, die bei gecigneten K eD, ({n, @)= 1) durch p, in sich iiber-
gefihrt werden, crgibt sich durch cine Zorlegung von ¢ in zwoi Faktoren
aus entsprechenden Invarianzen geeigneter Kongruenzgruppen zu diesen
Fakforen als Stufen. Ilicriiber soll jobzt referiert worden.
Bs sei Q'eZ, Q' >1, (m, @ Q) =1, I' cine Kongruenzgruppe der
Stufe @ und KD, yx habe die oben erklirte Bedeutung, v} die analoge
beziiglich ©*: = Q'Q anstelle von ¢. Man crhillt zuniiehst

(2.9) vR(CIQD) = T[Q1,  yi(l) = yx(T).

Die ersbe Formel ist cin Spezialfall der zweiton, wird aber zum Boweis
der zweiten benntzt,

Liegen zwei Kongruenzgrappen [y, 1% der Stufon @, baw. s vor,
so setzen wir @*: — kgVQ,, @,] und versichen wntor ¢f) baw, b die
durch {1.15, 18) erklirten Abbildungen im Bereich der Kongruenzgeuppen
der Stufen @; baw. @ (= 1, 2), wobel K ¢, fost gegebon ist vwnd (n, (*)
= 1 gilt. Man erhiilt dann sehr einfach fir A4: = [ A1,

(2.10) Pi(d) = 4, falls  @f(0)) = Ty (= 1, 2).

Ist weiter (@, @) = 1, so kann dio genannte Aufgabe nach dem in
[8] entwickelten Verfahren sur Konstruktion von Kongruenzgruppen I

icm
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der Stute Q* ~ Q,@, behandelt werden, Dies soll in der Terminologie
von [8], §6 geschehen. Danach hat man zu setzen

Pyr = N (H)

I' entspreche der Untergruppe U* von M(G*) und daher vermioge
des Isomorphismus [8] (1.2) einer Untergruppe M von {0(Q,), M(Q))
mit den Rlementen (8,1(g,), B,I(Q:)) (B;ely), die wir kurz auch mit
(141, ta) bezelchnen wollen. Jedes K eD, ((n, @) = 1) induziert nach (1.15)
in. M(Qy), M(Y™) wnd, in (M(Q,), M(Q,)) die Automorphismen bzw. A,
B wnd. (MY, ), don letzteren gemif

(81, -"2)"”>(h(1?: h?\-.})(*"'u $o) = (}"(}331? h&?sa) (8; € M(Q)).

Wenn & Q") nach [8] (1.2) cinem solchen Paar (s,, s5) entspricht,
80 hi(s") dem Paar (his;, hds,). Daraus folgt zunichst, daf i (B;),
AP (W) bei kg (W) an die Stelle der P, baw. R; bei U™ treten. Bezeichnet
jetzt ¢t die durch ) auf B,/ induzierte Abbildung, so ergibt sich der
zu [8] (6.1) analoge, in der Konstruktion von (AY, A8 W zu verwendende
Struktur-Tsomorphismus ¢’ in der Gestalt

®;: = M), (G =1,2);

(2.11) o' = gRooo(gd)".

Damit ist die Zerlegung der Gruppe Ay (U*) in Komponenten beziig-
leh @y, @, vollzogen. Wir fragen nach notwendigen nnd hinreichenden
Bedingungen dafiir, daB fir die durch T/I(Q*) = U* definierte Kongru-
enzgruppe 1" die Invarianzrelation v (I') = I' gelte. Man erhiilt fiir diese
~— abgesehen von AR = B, — die. Relationen (vgl. (2.11))

Ry =By (=1, 2),

sogf) = oo,

Dieses Resnltat 1466 sieh in den oben und in [8] erklirten Bezeichnun-
gen wie folgt ansdriicken:

Sarg 2. s entstehe die Kongruenzgruppe I' der Stufe Q%: = @,Q,
(@i, Q) == 1) durch den Zerlegungs-Formalismus von [8], §6 aus den
Kongruenzgruppen 1'; der Stufen Q; (j =1, 2). Fiir diese beiden Gruppen
gelte @ (1) = Ty, Die Invarianzrelation g (I') = T wiffi genaw dann zu,
wenn (2.12) erfiillt dst. Hier bedeutet o den Struktwr-Isomorphismus [8)
(8.1) vom W und ¢ den durch 1) auf B,/ inducierten Automorphismus.

(2.11) und die pweite Relation (2.12) besagen natiunlich, dall ein rechi-
eckiges . Diagramm  komrutativ st — '

Dic eingangs angekiindigte Symmetrieregel iiber die Wirkung der
Operatoren T,(K, ) im Zusammenhang mit Skalarprodukten besagh
in einer Bezeichnung der Skalarprodukte, die auch die betr. Gruppe
hervorhebt, folgendes:
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R sei ' ecine Untergrappe der Modulgruppe und es golte T = I'[@)
fiir eine nabiirliche Zahl ¢; ex seien 7, # nabfirliche Zahlen, os sel » oin
Charakter der Paritit von r auf U, der anf (@) zu 1 wird, (n, §) = I,
e, we(l") = I W geien f(z), g(r) ganze Modullormen mit

flr)efl,
f(z) oder g{7) verschwinde in allen Spitzen, Dann gilt

(11 Ll @05 03 T) = (1, gl Tl Q)5 1),

§ 3. Poincarésche Reihen. Die Siegelsche Konstruktion. Dicse (regen-
stinde sollen fite Grenzkreisgruppen U von orsber  Art, reellen Grad
—r < —2 und Multiplikatorsysteme @ des Betrages 1 2 I‘ nnd -1 enti
wickelt worden. " wird (vel. {L.10)) als Unfergruppe von (B o HIJ( R
aufgefasst, die —I und parabolische Matrizen ont lm.lt., nml)(mundm'o
gei co cine Bpitze von I Im ibrigen werden die Boselchnungen and Do
finitionen von [7] §1 verwendet.

Bs sel A7'0a (A B) cine 8Spitze von I, Pr o= A7 UNA ihre (h?lm(kw
matrix in Iy 2{P) = ™, 0 5% < L. Wir schreiben

Uity gle) el -1y vl

(2.13)

K= {0, —r, 0}, K% a {1y —r, 0} Ko oo Iy~ ory 0t

K" and K sind die Scharen der ganzen Formen bhaw, der ganzen Spitzen-
formen der Klause K. Unfier G(A4, MY verstohon wir cin volles Syatein von
Matrizen auns AT mitk V(ﬂh(’]]l(‘(l(‘ll(‘n zwoiten Zoilem. By M = ALeAl
setizen. wir

p(M) = w(dyo(d, Dyo(l) (gr = cr("))

wo v(d), falls A ¢I', willkirlich mit demn Betrag 1 bestimmt wird,
Die mit v¢Z zu bildende Reihe

R ‘ 2

%)1 e 2‘[ o Mexp - -

T
v
MEE(A, LY

{3.1) Glr, Ky A, v 4 » (o bose) | A

stellt, falls » - » = 0, cine Tunltion aus K, falls » = % = 0, olne Funktion
caus K dar. Im orsten Fall kann ste identisch vorsehwinden, im zweiton
nicht; im ersten Fall erbilt wan Aussagen dioser A6 nur sts genmterer

Kenntnis der Schar KT mit Hilte der Metrisierung. T folgenden wied

v x> 0 angenommen,

Die Siegelachen Iunktionen sind mit M {'m‘., iyt el e N diech

(3.2)  D{u, vym; K, Ay vy e >»’
Me@(d‘ D)

M) (*.\:1) f\r (v Y M

(Wi T L gy (g g )y
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als Funktionen der komplexen Variablen » definiert. Zum Konvergenzhbe-
weis wird vorausgesetzt, es liege » auf einemn abgeschlossenen Vertikal-
halbstreifen. B (jw| < & ¥ > £ bel fedlen &> 1, 8> 0). Dort gilt

(3.3) [ty g 2 Oy g i b gl (g, myeR)

mit einem héchstiens von € und ﬁ abhingigen ¢! > 0. It |u| < B (K > 1}
und my il ot e 200 RN so erhdlt man fiir die betr. T(,i]rellu, nach
(3.3) die Majorantie mit den Glicdern 2™ myz -+ m,]™", dic fir festes » > 2
auf B gleichmiillig konvergiort. Diew crweist (3.2) @ als meromorphe
Funktton von % mit den diskret liegenden Polen w = my,©+my ({My, My}

M tir Med T, die alle die Ovdnung = haben.

Db die formalen Pole in {3.2) real sind, erkenni man am cinfachsten,
indem an, dort iiber oin Halbsystem (4, I in A" summiert. Dies
ist ein Vertrotersywtem des folgenden Aquivalenzbegriffs anf AT': Man
nennt M, M'eAD dGquivalent, wenn M = ¢PVM mit jeZ, s =15
dicse Relation bedeutet fitr Lz = A ' Ml L': = A M T, dah I’ = sP/L
zutritft. Dic Reihenglieder in (3.1, 2) stimmen fiir dquivalente Matrizen
M, M diberein.

Dy g v -1 g
sitzt, verhilt sich ®(w, 7, m; ..
die Entwicklung

fiir 7¢8, HeAl' eine positive untere Sehranke be-
) bal % = 0 holomorph und gestatbet

o - . ’
(3.4)  Dlu,r, m; K, A, vt u) = E(m +k 1)(?( R, A, v 400 u™

[
Femz0)

wo KOV o f —p -2k, o). Daraus folgt das Siegelsche Resultat:
Bs gibt unendlich viele ganze k3= 0 derart, dal (bei fest gegebenen
T, 50,4, %) @(r, KCM Ayt ) nicht identisch verschwindet.
Tine leicht za beweisende Verallgemeinerung dieses Satzes besagt:
Bei vorgegebenen T, n o, 4,y (r+=>0), m, b (m, hef, m= 2)
eibt o8 vnendlich viele ganze %3 0 deravt, daB zugleich kb = h modm
gilt and @z, KO, 4, v x) nicht identisch verschwindet.
Bei den Ubergiingoen

'[.’!’f’ T"} - ﬂ"‘ {'“’ "'-'r':‘ + 6

(vel. (1.1)) erfahren dic Funktioven (3.2) einfache Unsetzungen; diese

werdon im folgenden nicht gebrancht und sollen daher nicht zitiert werden.,
Dagegen soll ein Sachverhalt zitiert werden, der cine Verallgemeinerung
des obigen Resultats von Siegel dargtellt und mit einer Verallgemeine-
rung seiner (it m == 1 gebildeten) Funktion (3.2) bewiesen wird.

J,T} DR T ot | Sef (9esB)
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Pl j =1,2,...,5 (B >1) svi

7 - e Ty T P Tt e e
Tj€,5, l«'j EIJ, ?’M g '}'H"“I Pl p] e %,

(M)« B"(4, I') bedeunte (simualtan) M;eS (A, T'). Wir sehreiben M, :(#‘Lﬂﬁbﬂ)
und bilden als Verallgemeinerung von (3.2)

] 3 Do
{3.5) dJﬂ(u, (z); K, 4, (2*)): ;}_; (!(%fr (uxp-N«-(wasl ) M_.,vrj) W
et ) ‘

.
* [va“‘l(M]-)(mﬂ-rj --J-~m,g)”“"((mwz-j g ) e aﬂ) it
¥

Die genaunere Betrachtung disser Funktion liefert den folgenden

Sarz 3. Bs gibl unendlich wviele gunze k=0 derart, daf (bei fost
geyebenen T, v, v, 4, (v)) die Funltionen G (v, KETH A p . )os) (L] 7 m)
linear-unabhingiy stnd.

Die vorgesehene Anwendung der Siegelsehen Kongtruktion auf die
Operatorentheorie berubt auf demy Verhalten Poincaréscher Reihen bei
Ausiibung Heckescher Operatoren. Wir beginnen mit den formenklagsen
Koo= {0, 1, 1} (P4, r = 0 mod?) der erston Stufe; hierzu sl bo-
merkt, daB in der Beweisskizze in [67 der wichtigsto Seheitt nicit aus-
getiihrt dat.

Man gewinot fiir die betr, Tunktion (3.1), (Lh. hiev fiip

—
G{ryv): = ‘2‘ g
Me)

M (veN, S, = &(I, ')

die Darstellung (vgl. (1.13))

Golo, Ly =™ N @M (eN)
: MEB 0,

~wo B, ein beliebiges Vortretersystem der Klassen 18 o 0, angibt,

‘ In den nichsten Zeilen und an den ontyprechenden Stellen in § 4
wird beziiglich der Parameter, die die zu vereinigendon Meongen kennzei-
chnen, wie folgt verfahren: Alle wnber dem %oichen (J erseheinendon Buch-
staben bedenten ,laufends” Pavamoeter it lauter ganzzsshligen. Warlon,
welcho evi. angegebene Zusatzbedingungen erfiillen, [Tinsieltlicl diosor
letzton Vorschrift wird iiberdios verabredot, daB, weun a und d ander
erscheinen, die sfets zu erfillenden Bedingungen i a, a2~ 0 nicht
angegeben werden; es wird dann J* anstelle von | geschrichon.

In diesem Sinne erhilt man nach der Definition von &,

. 1]?58'4“‘ == U* (g’ 2) 1‘[’1 - U!k ((‘b b *l‘ 7{‘([,) 6’1

sy il tiy Dy oy R 0 d
broda bmnd o
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undd aus dem gleichen Grunde

h—kd ab
6B, = U* (“ & = U
A R A
bmodd
mit durch &, eindeulig bestimmten Vertretern d modd. Darans folgt
(vele [6] (23)) '

\ Y

(3.6) e(z, )|, = n a-ra, (T, -).

2
din,»), d>=0 a
Wir schreiben. 2, « 4% und fir die Sicgelsche Funktion:

- T i .
b (4ty T, ¥)1 = Z M g {(myT 4 my)? — 0t
M,

und erhalten nach leichben Umformungen, entsprechend (3.4):

N _ U Wy
D amre (e )
&|(n, ), d=0

o g\
ﬂ1"r2 (G!r+2ra('f; ")|Tg‘+2a}) (",n_) —

Jome ()

-l 1 . '
- T 2_1 .(expzm ¥ .MT) (1,7 + my)* (@ (g7 - g 0?1
dlén.v) MeSy .

>0
Auf der rechten Seite erselicinen als formale Pole die Punkbe o= dmgv -+
o dmy. Bel Bummation @tber ein Halbsyytem S(I, T} ist, da (dmy, dm,)
== d, zu sehen, dall diese formalen Pole real sind. Daher gilt

Barz 4. Fir Dbeliebig gegebene ve$H; v, v, nelN (r=4, r =) mod2)

existieren wnendlich vicle ganze k= O derarl, daf

szk(% y)ngJ‘"%) #0.

§ 4. Fiinf Beispiele hoherer Stufe. Die ersten beiden Beispiele I'= I°[Q]
und I o= IY{Q] kinnen gemeingam behandelt werden. Wir setzon K:
== AT, —#, ¥} mit ganzem » 2> 3 und 2(L) = (&) fix Lel' {vgl. (1.1) und
§ 2), wo g cinen Restcharalkter mod @ der gleichen Paritit wie v bezeichnet.

A =T

. ' 2vd
(4.1) Gty K, #): == . x_"l(ma)exp»f—wlM, KM = K,

1
MeS(T) Q
wo g = 1, 0fiie ' == T[Q] baw. Ty[Q], &(I): = S(I, T) und M = {m,, m,};
dio Summationshedingnmgen besagen fiir my, m,:
(Mg, Q) = 1, 'wenn I =T’ [Q]

My, M) =1  1und .
(g, ha) lml = 0mod ¢, wenn ' = I[Q]

¢+ T Acta Arlthmetica XXIV.4
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Die Anwendong  des ()])m';z.‘bu‘;"ﬁ T, ) = TN, ) mit K

1} wuf (UP Beihen (4.1
0 &,

) lieterd

S ,
(g ) e - i wr| M,

Q=ath) S x7

YRSt s TS
wt e (v, K ) UK P
B @) U (60

wo M = {m}, mi}. Du dic Kongruenzbedingung tie I' sich auf die 4*
fibertriigt, findet man nueh dem in § 3 angewondoten Verfahron

, b BN
s - U (o em
i':r;; l':)ﬂ ;rd

und demgemif

o

‘ . - 1 QL
(42) €00, Ty ) T, )= k) D)

v dydt e ('r, :
n',\}ﬂ'l,if)
dz-a

Loy
G
W

Dies fithrt auf die Identitédt

(4.3)
DUT 1 . '
T (T y (128} (-t 2R T \ Ty ds s
(ha) > m=34(0 r, K4, ) 240, )] Ny e
o= . | (v, ¥, -0
\ 1 Bt wy | ; M N o
% Z (exp TZ o th’) 17 ) mg w4 )T (o)
e Q

aus der sich wie am Fnde von §3 die gosuchte Aussage ergibt:
SBarz b, Man gebe vor: ve$, die ganzen Zahlen Q, v, n, v, Ry, hby mit
Qz2,r=3, a0zl (nQ) =1 vzl ki =n und cnen Restohavailer

ymod @} der gleichen Poaritdt wie r. Man selze K = (f‘; ;: ) vt 0 {L) == ¢ (d)
2

fir L = (; f;)el’ = 1@ oder Iy[Q). Dann gibt es waendlivh viele ganze

k= 0 und unendlich viele ganze 1 3= 0 derart, daf

G(T? {PD L(J.Ia e r>;":7 Q’}J "’)lﬂ-lﬁhl.%}((g} h’) 70,
@, Ty[Q, —r 20, o}, W) 1L, K) £ 0.

(Die Bedingung 3= 3 ist offenbar entbelplich.)

Drittes Beispial: T = T5[Q] (vgl. (L3)); o8 wind alshald. @ 2 2
vorpusgesetzt, Jedem er mit (f, @) ==L, L f <2 §Q werde (gonan) ein
A = A} zugeordlim; mit

7o
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Tt (9m, @) L (mee ), so bestimme man ein golehes £ deravt, dal m = of
mod @ (e =+ 10y il setme AL = ed], Dadureh entstehen §o(Q) (¢: =
Kulersche Funktion) Nebenklassen A7D in (I' mit disjunkten Systemen
der zweiten Zeilen and also genan §o (@) versehiedene Spitzenklassen
mod ' wie haben alle die Breite 1. Die Matvizen MeAT sind durch

o/
Ter Charalitior o aad 11 wird 20 vorgegebenon » nach (2.4} celiditet,
Zur Bestimmung von » aut A3 T wivd fiir

i %
Mo | (f 1k (F pekennzeichnat,

gy Mgedy oy oz an od O, 8t e 1, (g, ) ==
Auelindert o, (seg, Hadt -+ & Dhag ergibli gemii (.1.11.)
(LY o (LY == o (0, L)vml) t) r],fm (LelM,

Dorzu A A;‘ geldrige Wert » = =, ist dureh », = Q7 'g2 mod 1 hestimut.
Wiz setzen e = o) +gf* und wi bhl('n » {miglicherweise abweichend von
(3.1)) als ganze Zahl devavt, dalb "’t.J = 0 wusfillt,

Wip M= A7 LeA]T soll dementsprechond

(L ey Floo OV
T . Hly Wy
oy (g, ) oxp—--ﬁ) - (fHiby Py (Jl[ ( ))

M
P My Hiy
gosotzt woerden, Mif

L P
B '{I Tll”]? -1, B, (1)7 63’: == 6(4‘1;, P(f»’ W])
sind dann die Poinenréschen Reihen vom Typus (3.1) in der Gostalt

Qi
(rT — gmamy)| M
0

. - e _ : . ]
(L4) G KD, 47, Q) = Za,.(ma,f)mp

qfse}

e i Fommalar Al icsex Ansatzes fiir ed? anstelle
zu bilden. Bel formaler Analogisicrung dicses Ansatzes fiir ed; anstelle
vou Ay (e* =0 1) exhillt man

' Gy K, ed}, " m e G (r, KO, A, Q7).

o - k . "
Wir nohimen i - ((')‘ 1 und finden zundichst
Ty
wh G (e KD, AL, Q7 ) | 1L (K, Q)
W 2 *® BRI FLd
Z s, (my, b fyexp P (w57 = gy my g )L M

M .es}m S, )
WO
iy mﬁ)

Iy eZ, T::;k:,r; 1 mod @, M* = (m,; )’
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Die nun crforderliche Umformung von &7 8, (K, () geht aus von

« {00 D
o Al T
”’Hd (0 (i‘ it 12
bmoda

ATTR, (K, Q) =

wo d'eZ, dd' =1 mod @, und liofert wic in §3

w [ B
o (u d.) Wiyl

(i 0,
hamed d

BB, (K, Q) =

: . . £ " . . . -
Die Bysteme S,y vind go zu wikhlen, daf sie von b nicht abhiingen;
iiber dies kann O davel 50 ersetzt werden, Damit und wegoen

o (g, bof) = 0, (Mo, d' By )
entsteht

(4B) Tz, KO, AL, Q7 T, @)

L-7 * Lot
a0 I\”,Ll,m Aoy, @ 47 mag)
4 *

di(nyp), d>0

und aon IB6 sich wie gegen Bnde des 3 die folgende Sehitubformael ablei-
ten:

o

élr".i.

Fe=s

O O i v,
- 3 '@ g
== 2 & > exp - ( QW — gy fogmy my | %

]{(J it n;ﬁ) j] 7'())] Tr(m‘ | 2k) (h (‘))),HJ.

Q o®

(£|(w,,1r&),t1.‘f-‘0 Me@&,;ﬁzf

X Op (Mg @ To ) (Mg 7 A )7 (A2 (a7 o) i) — 20)
) Iy st wa beachten, dal far die in (4.5, 6) n-om".s auktretenden Summen
iiber M dle]enwe Kongrucnz gilt, - e](hu vy = gff mod @ entspricht:
a awa = gk, ko @ ki mod ¢, — Nach (4.06) Gr'lm.lr iR

Barz 6. Man gobe vor: ve$ und die ganzen Zahlen 7y Ty Ky, r/, f, ”
wmit Q> 2, ¢ 2, gz, (B Q) =y Kyl s omy Lo f e %(.), {(f, Q) =~ 1,
?'Q-.mvfg % gf% > g gzbt whendlbich wiele gomze k0 devarl, dof 'mt
dem obigon AJ n-nd,

hg‘)' = {Puml, ¥, ?Jn-,n}ﬂ K e ("‘;J 0 )p .’1’51": v 5’-'11.

gilt
G {m KH40, AT, Q1) 21 (R, ) 0.

O sel bemerkd, dalt Dy[0] fir Primzahlstuto =5 g hoinsge mmn'[z
genan ¢—1 Slutzenlc]a,. ssen aufweist. Die Flalte Wmt tlmch die A~
1mf A =A7 Q<< g—1) v verteeten, do restliche EHRIT6e durely (lm
A oo mit Asll‘ A = {f, 0} mod ¢; dle lotteren, 1.«,ul)un die Broite g.
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Das wierte Beispiel Tiir diese Art der Anwendung der Siegelsehen
Konstrulstion Dbetrifft  dic Formenklagsen

= Ky = KE o Ty [q],

wo ¢ cine DPrimzahl > 2 avgibt und o wic in § 2 definiert ist.

Uni zundichst die Spitzenklassen mod Ty{g] zu bestimmen, gebe
man gwel Spitzenklassen mod'[g] (Hauptkongroenzgruppe) durch ihre
Vertreler Ao, B77co (4, Be,I') vor. Dic Zugehorigkeit der Spitzo
A oo (baw., Bieo) mu threr Kongruenzklasse mod[[g] besagt Liiv
A o fmgy ag) (8w {By, By}, dad ‘

(T gl @) =k {gn, sk eRE o (s b)) == L, B} eRPY)

mit fest vorgegebanen &, 8, (b, 4,) ¢ R, zubrifft. Diese Spitzenklassen von
A oo, Bhoo mod I'[¢] legen nun offenbar genau dann in der gleichen
Spitzenklasse mod Dy [g], wenn

— 'u} (red, = 3},

{t, &} = {8y, 8+ X mit einem X = (mz uml) 3,

&y By
zubeifft, Day bu([ulmvt dal eine Spitzenklasse mod I, [g] ans genau den-
jenigen Spitzen 47'oo (4 e, 1) bestehs, fiir die in der obigen Bexeichnung
@ g (e %y 0 () = u) ciner festen (tellerfremden) Restkiasse modg
angehort. Da dieso alle aly Normen der Rlemente von A7 auftrefen,
betrdgh die Anzahl der Spitzenklassen mody[g] ¢—1; und. da es keine
anderen Spitzenbroiten als 1 oder ¢ gibt, haben alle Spitzen in T [q] die
Breite ¢ (was sich im iibrigen leicht explizit bestatigen 1aft). Die Bruchtei-
le % {0 < x << 1) jedes der obigen o VleLth]lden infolgaedessen in sdmtli-
chen Spitzen.

Fiir oin Ae, I werde Gu(d): = S(4, Ny[q]) goschrieben; M S, (4)
bedoutet fiie {my, my} = M genau, dal  mf—i.m] = i — ety mod g
gutritfh. Die zu untersuchenden Poincavéschen Reihen erscheinen in der
Growtalt

G, Koyy A, )1 = ;} (reN),
MG (A)

wo o{ M)t == o(A" M) the MeADi[g] Dawvans folgt
V)| Ll ¢)
!

- Z (ﬁ[)t\p R
M@, (A), FeB,, (K, §)

B, (B,: — B, q)) 'w.ix-a sunéichsh
0o(W) e gg(A) JH

Mex }~———'1J'ri]|f
(M exy p

(43.8) '”11—'1.(;(?75 I{ﬁ, A-

Zur Umformung von G.(4)

(4.9) WedT, B, durch WeD,,
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interpretiort (s = D [g]). Do Dawstelliong

@ by

(£10) W = (0 (ﬂ')il[ mit. a, b, dek, wd - on, a

O, 6o a

und M e, I liefert als Aquivalent fir Wed U, die Relation

. . \ A
(4.11) MeBTy wit Bel, 6 (g r;) AK moid .

Wo iy A, e s dd = Lwod gy Bro BIAya,d] o B LAy ad| s
unabliingig von b zu bestitnmen. Jelzt folgh and dem in §3 angedenieben
Woge

Sy, - u* (3 ’”’) SB35, d]).
h’{u?n;il

Die Ermittlung der Werte vou o ergibt sielh s der pach (44, 10, 11)
gilltigen Beziehung

a by

ALV = (0 p ) BLY (L, L'eDy, VeR,; a, by d wie oben),

die wnmittelbar auf o, (L)J = Hp, (L") oder (vgl. {2.8))

DUg) = LICLE 1), () = LU ()
und. damit auf o5 (L) == o(L) = o( L) fihet, Tieraus gewinnt man, nach
(£.8) zunfichst, wenn wicder 70 - T, gesotal wivd:

(4.12) 0 7G r, K, A, 0) TR, g)

N

o \ ] 9! 1y
2 (' '(J(r, Ky, B [..l_; l,dJ i )
a1, el

und weiter wie am Bade von §3

-
,;-\_f‘.,”' 6y K9 A, ) TR )

o

ot 2
ity 3, s O g o
. e, !fl 0 ;"f]

T 1 Bred g
Moo \ expe s W)

KO MY (g oy (e (:117 Loy ad)
also den folgenden

BArg 17 Man gebe vor: ve$, de I die (/mnzrw, Ziehlen, (;r, "y My (/, »
mit den Bigenschafien: g Primsahl = 7R N U= W () B B
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modd, w0, soldieflioh cing Matrie KeD, derart dnf K = o ﬂMl)

Fiy Ty
madg fir drgendwelehe Ty, Ty mit 15— ki = nmod g Werden KO
wird 0 wie oben erfldrt, so gills Bs gibt wnendlich viele gmize k= 0 derast
deaf

T Gorek . |
G, KUy | 70 ) gy 52 0.
Hine Kennzeichung der Spitgenklasse von B~ oo moil Uxlgl, wo

BB,

L o A
Ay x rll driickt sieh in 8w {by, byb ans durch
" (‘ ’

(b YA (af — ety mod g.

Dy letzte Beispicl Dotritth Hauptkongroenzgruppen: s seien N, Q, n, »
natiivliche Zahlen mit ¥[¢), (n, @) == 1, r 3; wir betrachten den Fall
ez [N |, vewstehen alvo unber o einen Charalter der Paritit von »
auf UIA] devart, dad o(L) =1 fir L =1 mod@ ztrifls, Mit Ade,T
und

DR[N] o DN, 1y 5h,  G(4, N): = G4, P[N])

co( ATV UM AY dureh ein rationales

(TeZ, 0 b= €y —1, Q. N = Q)

wird, woeil ¢
% O R

gelisl wicd, N Mol x) = 07", wo »*: = Q- &, und daher

(L13Y  G(r, KN, A, v N (Xp—@»— Vol (v > 0).

e
Me@(d,N)

Bei belichigem K D, gilt g (N[N} = D[N]; I soll nicht spezialisiert
werden, so dall T, (&, @) die ganzen Tormen der Klasse {I'[N], —r, 2}
in golehe der Klasse {I'[N], —#, 04yt Gbertihet, Um die Wirkung von
T AR, Q) anl die Fonktionen (1.13) zu beschreiben, hat man das Komplex-
prodokt ATLNB, (00 ¢ umzuformen. Man. findet

(a, be)

0 ).B fd;a dT [N,

(L) AN @)= U
. ty Iy ey Dol
wo f1]d; ty d] == 1By g [A; o d]e,]’ 1111'11-)[1:'1.1:1gig von b geniif

'
o &

7zn bestimmon ist, Die Reduktion auf &(4, ¥) links und ebenso auf
S{B[A;a,d], ¥) vechts 1d8t sich bel geeigneter Wahl der Itestklassen-
vertrefer explizit anstithren und liefert

(a hQ

BlAja,d] = ( ) A mod @ (e = d'd == 1 mod )

G(A? N) EB.,,,(K, ) = U*

by d;bmodd

o a )G(B[A;a, a1, V).
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Dal dabel eine Spezialisierung dieser Systeme & stalilindet, hat keinen
Binflnd auf das Resulbat, das nun i der Gestalt

Gt "’mv*)

(416)  wTE (T, KN, A, GO, Q)
. ‘ oo
v /\:—1 (117?(«} (Tj I{*J.:NIJ It [A ;4’ d_l?
niit Ky [N]ee= {DIN], —7, taget ergeheint. Dio Umformung der Mubipli-
katoren ergibt sich aus der Relation

€| (30, v}, 20
' OV g AL (L Lel' LN, Ve B, (K, ()
ALYV == 0 d Bl4sa, d|L (L5, Lel’ | &, Ve, (K, )
in der e, b, & dic Bed‘(-zu'tun'g von (4.14) iaben. Der in (4.18) gilligen Be-
dingung +* = Fmod @, entspricht im einzelnen Glied der Humine auf
der rechten Seite von (4.15) (also bei fostem d) die Relation

ai* =hemod @y, Wwo & = g (BT UND),

_ n o A ‘ i

I?)’: == .U [.A.; —J’ (/t:!; le* P :l’ﬁ* (0 15-;;: Iﬁm “: Q] e 1).
Diese Lalt sich nach den Definitionen vor B ouwd oy, divekt Dostétigen,
Als Anwendung der Siegelschen Konstruktion erhiilt wan

Barz 8. Man gebe wvor: ve$, d e, I'; die nutlivlichen Zahlon N, Q) rn
mit NQ,r > 2, (n, Q) =1; eine Matrin KeD,; einen Charaller o der
Powitit von v anf T[N, der auf I'(Q) 2w L wivd; cine goanze Zahl v mil v -2 > 0
(vel. (4.13)). Hs gibi wnendlich vicle gance g 3= O derart, doff mit KO[N]:
=K[N], 10: =1, gilt

(H{ry REFILNT, A, vt | 2709 54 0.

s sei hemerks, dal der obige Ansafz stets dann relabiv viele IRew-
lisierungsmaglichkeiten bietet, wenn dic Gruppe U'{N)U(Q) ,nahesn”
abelseh ist. D[N]/TI@] ist eine abelsehe Gruppe zB. fall
Q o Q‘T"‘

guteiflt und daher aoneh bel znsammongesetzior Stufoe ¢, tally diose Rl
tionen fir die verschiodenen Primboiley von € gelfen,

N =q">2, (¢ Primzably ¢, heNY  mit 2g5= b

Anhang. Zum AbsehlnB soll der elngnngs angoedentebo Ansabz, dor
sich ant die Genesis der Operatorentheorie hesiohty urz entwickolt worden.
Wir nehmen # reell und verstoben woter » cines der 6 Multiplileytorsystene
auf ' vom Grade —r; sie haben simtlich den Betrag [ Varnbge der
Primzahl ¢ ordnen wir der ganzen Modulformy f(x)e{,1', ~», ¢} (r = 0) .
dic ganze Modulform zu, die durch }

Fu): = Jlgr)e{Dy[q), =7, w3}
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definiort ist; o) bevechnet gich aus », g gemif

((q.ﬁﬁy gﬂ)) i L= (;‘ /’;)Ern[g].

Um nun. die Spur von f, besiiglich ,T' bilden zu kinnen, bedarf man
eines Multiplikatorsystems @ vows Grade —r auf ,T', das auf Ty {¢] mit o)
thercinstimmt. Tiegt ein golehes vor, so gewinnt man aus der explizit
beleannten Zorlegong von 7 in Nebenklassen Ty [¢]8 in D

a1y oy (1) =0

p aolulhile \ 1 st T4 —_r
(5.5 h‘[,inllill.lllﬂ(fr) Tgm) -+ e 2"‘ ¢ f(“)q ,

D Wsigfmn 1 i
wo e () e @' (0w 1) und epr = 07T (D).

Mit dem suslogen Ansatz, bei dem f{z/g) und I[¢] an dic Stelle
von f{gr) und I'y{g] treten, ergibt sich bis anf eine multiplikative Konstante
die gleicho Darstellung.

Diese Formel (5.2) hat die Gestalt, anf die der Heckesche Operator T,
fiihet, wenn ey = -+1 nnd # == 0 ist, wag nativlich fiv r = 0mod 2 9
undl 4 == 1 cintritt, Kine g(-m‘ingu Verallgemeinerung entateht wie folgh:
Bozeiehnet 4 das Multiplikatorsystem der Dedekindsehen Modulform

) = (o o] | Ti- s er, =12,

=l

so findet mian fiiv ¢ = 3 sufgrand der expliziten Darvstellung von 4:

(5.3) {5 7)) - (‘))A”(m fir  Lelylq).
o)l 3

Unter der Voraussetzung « = 3k (beN) entstchen alle 6 Multiplikatorsys-
tome ¢ vom Crade —r auf U in der Gostalt o = 1Y (jeZ, 0 < § < 5).
Nuch (5.3) kann bei geradem % und aud [

§' == tk{g—1)-jg mod 6

(o) ™r e AP (162, 00§ D) mib

goesclzt werden, was die obige Konstruktion re walisiert.

Um den Operator (5.2) dahin zn verallgemeinern, dal} g durch eine
beliehige natiirliche Zahl » cersetzb wied, hat man ein Linearkonrpositumm.
dor f (fnr)lﬁ zu bilden, wo Tg[n]L die verschicdenen Nebenklagsen in
(Lomod % [n] durehliutt. Andrerseits erfilllen die primitiven Matrizen

X . . 2 0
aus ), eine cinzige zweiseitige Klasso begiiglich, I, die durch R,: = 01

vortreten wird. R,I; wnd Rn,L, (L, Lye,I') liegen genan dann in der
gleichen hnl{%ufngen Klasse von O, wenn LyeTy[nlL,. Beides zusamnien
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besagt also, dall der eingangs angedeutete Operator, falls er rvealisiert
werden kann, bis aut einen konstanten skalaren Falktor mit dem “pri-
mitiven Analogon® von 7, Gibereinstimmt. — Hicezu ol zu den Opera-
toren bel niclit-ganzem r vgl. [12].
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