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s,-kategorische zyklenbeschrinkte Graphen ()
yon

Bernd Dahn (Berlin) (2)

Abstract. In this paper we construct the class of all at most countable girth-restricted
graphs with x,-categorical elementary theories. Moreover the class of all at most count-
able trees with x,-categorical elementary theories is constructed. It is proved that for
every tree U Th (2l) is 8, - categorical iff Fy( Th()) is finite. If there is a natural number n
such that the length of each branch of the tree 2 is less than n the finiteness of
F(Th()) is sufficient for the w,-categoricity of Th ().

In Abschnitt IT (III) dieser Arbeit wird die Klasse aller der hochstens
abzihlbaren zyklenbeschrinkten Graphen (B#ume) konstruiert, deren
Theorie &,-kategorisch ist. Dabei heiBt ein Graph zyklenbeschrinkt, wenn
er nur Kreise universell beschrinkter Linge enthilt.

Ferner wird in Abschnitt IIT gezeigt, daB die Endlichkeit von
F,(Th(%)) fir die w,-Kategorizitit von Th() hinreichend ist, falls
ein Baum ist.

Abschnitt T enthalt vorbereitende Sitze iiber s,-kategorische
Theorijen.

Ist T eine elementare Theorie, so sei Fa(7) die Menge aller Formeln
der Sprache von T, die hochstens die Variablen #,, ..., #,_, frei enthalten.
Fiir beliebige Ausdriicke H,, H; eFa(T) wird definiert: H, = H,modT
= T |- Hos H,

(Hol 5 {H: H ¢Fn(T) und H = Hymod T} .

Ist T vollstindig und widerspruchsfrei so bildet die Menge dieser Klassen
modulo T bekanntlich eine Boolesche Algebra F,(T), wenn man die Boole-
schen Operationen reprisentantenweise durch die entsprechenden aus-
sagenlogischen Funktoren definiert.

(*) Eine Kurzfassung dieser Arbeit erschien unter dem gleichen Titel in Bull.
Acad. Polon. Sci., Sér. Sci. Math. Astronom. Phys. 21 (1973), s. 293-298.

() Der Verfasser ist Herrn Dr. Hauschild fiir zahlreiche Anregungen sowie fir
die Durchsicht des Manuskripts zu besonderem Dank verpflichtet. Fiir das der Arbeit
entgegengebrachte Interesse sei auch Herrn Dr. Rautenberg, Herrn Dr. Herre sowie
Friulein Fuchs gedankt.
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Ist U eine algebraische Struktur, so versteht man unter Th(Y) die
Menge der in ¥ giltigen Aussagen der durch die Signatur von 9 fest-
gelegten elementaren Sprache. Wie in [4] heilt U sy-kategorisch, wenn
Th() %-kategorisch ist, d.h. wenn alle abzéhlbaren zu U elementarfiqui-
valenten Strukturen isomorph sind. |%| bezeichne die Trigermenge von 9.
Sind ag, ...y @,y € U], 80 ist (A, aq, ..., a,_;) die aus A durch Adjunktion
von Konstanten fir e, ..., a, , entstehende Struktur (fiir eine genaue
Definition siehe [1], S. 68).

Ryll-Nardzewski charakterisierte die §,-kategorischen Theorien hich-
stens abzihlbarer Signatur in [5] durch das folgende

TrEEOREM. T sei eine vollstindige und widerspruchsfreie Theorie. Dann.
ist T genau dann %,-kategorisch, wenn Fn(T) fiir jedes n = 1, 2, ... endlich ist.
Im folgenden seien alle auftretenden Signaturen héchstens abzéhlbar.

1, sp-kategorische Modelle.

Lemma 11, Sind agy vy @, € || und ist A xy-Kategorisch, so ist
auch (W, gy »uey @,_1) No-kategorisch.

Man beweist Lemma 1.1 indem man zeigt, daBl die Endlichkeit von
Fppn(TR(A)) die Endlichkeit von Fm(Th(QI, Gy ey Gp_y)) impliziert.

Statt (%, ao, oy On_y) = (U, ag, ..., a,_,) — hier steht das Zeichen =
fir elementare Aqulvalenz — werden wir auch

(@gy ey @yy) ~ (Ggy «-ns ;) M0AY schreiben,

Man zeigt leicht

Lemma 1.2. Fo(Th()) ist genau dann endlich, wenn ~ mod 9 in A"
nur endlich viele Aquivalensklassen erzeugt.

A heilt in A’ definierbar genau dann, wenn [‘21] eine in A’ definierbare
Teilmenge von |U'| ist und wenn die Funktionen und Pridikate von 9A
EBinschrinkungen von in 9’ definierbaren Funktionen bzw. Pradikaten
auf || sind.

Lemma 1.3. Ist A definierbar in W und ist W' s,-kategorisch, so ist
auch A x,-Fkategorisch.

Um Lemma 1.3 zu beweisen, zeigt man, daB Fy(Th(X)) endlich ist,
falls Fy(Th(Y")) endlich ist.

{%;: ieI} sei eine Familie von Relationalstrukturen gleicher Sig-
natur (d.h. die gemeinsame Signatur aller %; enthilt keine Funktions
symbole). Es sei W= (|, 7}),, fiir eine gewisse Ordinalzahl a < .
Ist 0= U (%] ~ %)), so definieren wir

ijel
il

U = (U 19], U,
iel iel iel

icm®

Ro-Kkategorische zyklenbeschrinkte Graphen 119

Ist die Menge C durch den Kontext eindeutig bestimmt, so wird mit-

unter { % an Stelle von {J°U; geschrieben. | JC4; wird als C-EKompo-
iel iel iel
sition von {Uj: ¢ eI} bezeichnet. .

%> bezeichne den Isomorphietyp der Struktur 9.

THEOREM 1. (Kompositionstheorem). {W;: i e I} sei eine Familie von
hochsiens abzidhlbaren x,-kategorischen Relationalstrukiuren, so daf
{{Ws>: 7 e I} endlich ist. Ferner sei C = |_| (|Uy] » Ay]) eine endliche Menge.

115

1]
Dann ist | U 8,-kategorisch.
tel
Beweis. Bs sel A= _JOUW;, OC= {e,: 1< m}. aa, ey Oy 1y By weey Gpy
iel
seien Elemente aus {9 Wir definieren: (ag, ... @,_;) = (@5, ..., @,,_,) genan

dann, wenn

i) Fir alle y,rv<n gilt: Es gibt genan dann ein ie I, 80 daB
a,, a,¢|%l, wenn es ein jeI mit a,, a, < |Wy] gibt

i) Sind a,,, ..., a,, € [Wsl, so existiert ein j e I, so daB a,,, ..., a,, € Wyl
W] " O = (W] » C= {¢;: 2eL} fiir eine gewisse. Menge I und
(s, €35 @yyy ooy @ aer, = (W, €5, Qpos oy Gy )zer- Wie man leicht nachpruft
mt = eine Aquivalenzrelation. Man bemerkt, daB aus (@oy oony Oy_q)
= (@g; +-v» @5,,) Im Fall @, ¢ ¢ a,= a, folgt. Beachtet man dann noch,
daB aus a, ¢ € folgt, daB es genau ein iel mit a, ¢ |U;] und genau ein
Jj eI mit a, € ;| gibt, so bedarf es nur noch kombinatorischer Uberle-
gungen um sich davon zu tiiberzeugen, daf = in IQI]“ nur endlich viele
Aqmvalenz]dassen erzeugt.

Nun wird gezeigt, daB (ag, ..., &, ;) = (g, ..., a,_,) die BExistenz
eines Automorphismus ¢ von U mit ¢(a,) = a, (4 << n) und @(e¢) = ¢ (c e C)
zur Folge hat. Ferner gibt es zu jedem 7 ¢ I genau ein je I, so daB. ¢ [y
auf |%;| abbildet. Der Beweis erfolgt induktiv iiber n.

1) (ap) = (ag)-
Bs sei ap € |Wsl, age Wy, W]~ C={W| ~ C = {c;: 1¢L} und
Ws; €15 @ohrez = (Ws, €4, Aohaer, -

Nach Lemma 1.1 ist (s, ¢;, ay)icz No-kategorisch. Folglich gibt es einen
Isomorphismus y von U; auf Ay mity(a,)= a, und ¢(c¢;)= ¢; (1 e L). Durch

p(z) wenn 2 e |y ,
(@)= v 7(z) wenn @ e|Uj— Wi,
T sonst

wird ein Automorphismus ¢ von A mit @(a) = a,, @e)=c¢ (ceC)
definiert.

g*
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2) (Ggy -evy On) = (agy ey a,) (n>0). .

Offenbar gilt dann auch (@, ..., Gy—q) = (dgy -y Gy_y). Ist an e C, 50
ist a, = a,, und der nach Induktionsvoraussetzung existierende Auto-
morphismus von U leistet das Verlangte. Man kann also annehmen, daf
es ein eindeutig bestimmtes i e I mit a, ¢ |2;| gibt.

Es sei {#gy -y o} = {p: p <n wnd a, € W}

Wegen (ay, ..., tn) = (@, ..., @) existiert ein jelI und eine Menge
LC{u: p<m}, s0 daB ay, ..., ¢, € W, [W| n C=|W| ~C={ex: AeL}
und (QIiy Ciy Bygy =3 a/,u,)zeL = (mﬁ C1s a;’q,’ L] a’;lzv)leL- Da, (%[fa Cry Qugy »ony a’/.ty)ﬂzL
nach Lemma 1.1 8,-kategorisch ist, existiert ein Isomorphismus y von %;
auf W mit (o) =¢ (Ael), pla,) = a, ..., p(a,)=a,. Nach In-
duktionsvoraussetzung existiert ein Awutomorphismus ¢ von U mit
@'le)=¢ (ceC) und ¢'(a,) = a, (u<n). Ferner gibt es eindeutig be-
stimmte Elemente k,leI, so daB ¢ |Ug auf [Az| und || auf [Ay] ab-
bildet (s. Fig. 1).

o y —> %;
? C ¢,
A 7 )
Fig. 1

Zur Konstruktion von ¢ setzt man zunichst g¢(z) =y (2) fir alle
@ € |Wi|. Da die Eigenschaft von ¢ fiir 4 < 7 a, in a, zu {iberfilhren und ¢
identisch auf sich abzubilden auf ¢ iibertragen werden soll, ist es zweck-
mifig, so oft wie moglich ¢(z)= ¢'(#) zu definieren. Das geht jedoch
nicht fir » ¢ |y, da sonst ¢~ nicht immer eindeutig wire. Andererseits
wurde noch nicht festgelegt, welche Elemente durch ¢ in die Elemente
von |y iberfilhrt werden sollen. Es ist also naheliegend, |2 durch

’

@ oy log’ auf |Ux| abzubilden. Man definiert:

p(x) wenn e |Uy,
¢(@) =o'y p'(@))) wenn @ e |- |l ,
9'(x) sonst .

¢~ ist auch im Fall j = k eindeutig. Dann bildet ¢’ nimlich sowohl piel]
als auch [ auf |9;] ab, woraus nach Induktionsvoraussetzung I =1
folgt. |WJ— |W:| wiire also leer.
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Offensichtlich ist g(c) = ¢ fiir alle ce 0. Es sei u < n. Ist q, €|,
so ist nach Definition von v g(a,) = a;,. Wenn a,¢|%), so ist ¢'(a,)
= a, < |U;]. Wegen a, ¢ |%;] gibt es auf Grund der Definition von = ein
hel,so daB a,, as e |Upl. Da a, ¢ C, ist 1 eindeutig bestimmt und somit
h = i. Der Fall a, < |U;] wurde jedoch schon diskutiert. Ist nun a, weder
aus |%;| noch aus |y, so ist p(a,) = ¢'(a,) = a,. Damit ist die Induktions-
behauptung vollstindig bewiesen.

Es wurde also gezeigt, daB aus {ag, ..., @4,_;) = {agy -, a,,_,) folgt,
daB es einen Automorphismus ¢ von % gibt mit ¢(a,) =a, (u < n).
Folglich sind (%, aq, ..., a,_,) und (A, a;, ..., a,_,) isomorph und es ist
(Agy ~vy By_y) ~(Qgy vy @, _,)m0d¥Y. Da = in |A|* nur endlich viele Aqui-
valenzklassen erzeugt, erzeugt anch ~ in %" nur endlich viele Klassen fiir
jedes n = 1. Mit Hilfe von Lemma 1.2 und dem Theorem von Ryli-Nar-
dzewski ergibt sich die Behauptung des Kompositionstheorems.

2. wy-kategorische zyklenbeschrinkte Graphen. Im folgenden werden
hochstens abzdhlbare ungerichtete einfache Graphen — d.h. Strukturen
(4,7) wobei r eine irreflexiv-symmetrische Relation ist — untersucht.
Doppelpunktfreie Kantenziige werden Wege genannt. Unter der Ldinge
(W) des Weges I versteht man die Anzahl seiner Kanten. Wege werden
auch als Graphen betrachtet und mitunter wird — wie in Abschnitt 1 fiir
beliebige Relationalstrukturen — der Graph 9, v W, fiir Wege I, und I,
betrachtet.

Ist MW ein Weg und sind a und b Elemente aus ||, so sei W(a, b)
der ¢ und b verbindende Teilweg von ¥3. Man zeigt leicht

Lemuma 2.1. U sei ein zusammenhingender Graph und enthalie nur
Wege, deren Linge <n ist. W und W' seien Wege der Linge n in . Dann
ist |W| ~ W] ~ 9. ‘

Lemma 2.2. Ist U ein belichiger Graph und ist F,(Th(N)) endlich, so
existiert eine natiirliche Zahl m derart, daf fir beliebige a, b e |U| gili: Wenn
es einen a und b enthaltenden Weg in U gibt (d.h. wenn a und b in der-
selben Komponente von U liegen), so existiert in A ein a und b enthaltender
Weg, dessen Linge <m ist.

Beweis. H,(@, #;) sei die in der Sprache von U formulierte Aussage,
daB es einen Weg der Linge u gibt, der x, und 2, enthilt. Dann geniigt
es, ein m so anzugeben, daB fiir jedes % gilt:

Wk Vo, Vo, (Hu(@,, 2,) -\ H,(mo, 1)) .
as<m
Man nehme an, da8 das Gegenteil der Fall sei. Dann existiert zu jeder
natiirlichen Zahl m eine natiirliche Zahl %» und ein Paar (am, bm) € |AP
derart, daB (¥, am, bm) F Hy, (am, bu)A N\ VH(am, bm) .

B<m

i
!
|
|
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Tstm' > k 50 gilt (A, @y bg) E T Hy(Grs br), 2150 5ind (U, t, b Hinzufiigung aller Kanten von %, die Knoten des Vorfaktors mit Ele-
=1 R0 8 ? s Dt AN ( ms bm) menten von W verbinden. Die entstehenden Graphen nennt man Fakioren

und (%, a,,, b,y) nicht elementariiquivalent. Folglich gibt es im Wider- . X
von U beziglich W (s. Fig. 3).

spruch zu Lem_ma 1.2 unter den Paaren (dm,bn) unendlich viele, die be-
ziiglich ~ modulo ¥ paarweise nicht #quivalent sind. Q.E.D. ;
Mit Hilfe von Lemma 2.2 beweist man leicht b / ——\
LiEanra 2.8, Ist 9 eyklenbeschrinkt (d.h. es gibt eine Zahl n, so da8 l
alle Kreise von 9 eine Linge <n haben) und st Fz(Tk(QI)) endlich, so
existiert eime natirliche Zahl m, so daf alle Wege von U eine Linge <m

®
haben. l/ / \ / !
Es sei U ein beheb1ger Graph und W C |¥|. Die Komponenten von \- i

C

9§ (||~ W) heiBen Vorfakioren von A bezuvllch W (s. Fig. 2). Nun fiige

C3
° ; o c,
\ °
\ .
Fig. 3
/ \ / \ Ist {Fs: i eI} die Menge aller Faktoren von U beziiglich W und ist
o W= _:H, W, so ist offenbar A=W {7 ¥ &:i. Die Faktoren von A

D iel

a beziiglich 0 sind gerade die Komponenten yon ¥. Es gilt
LEvMA 2.4. U sei ein hdchstens abzihlbarer w,-kategorischer zyklen-

beschrankter Graph. W sei eine endliche (moglicherweise leere) Teilmenge

won |9|. Dann sind die Fakioren von U beziiglich W .- kategorisch und die

Menge der Isomorphictypen der Faktoren won U beziiglich W ist endlich.

0\ .————7.\
Beweis. Bs sei W= {¢,; u< n}. Der Ausdruck U'(@; ...; Tpy1) treffe
- genau dann zu, wenn es einen Weg gibt, der zwar #, und z,, jedoch nicht
o By ony Tyy, eDthilt und dessen Lidnge < m ist, wobei m wie in Lemma 2.3
L L] @ ®

gewahlt ist. Ist a ¢ |9—W, so definiert U'(wg, &, Coy -y Cp—y) gerade den
Vorfaktor von U beziiglich T, der @ enthilt. Wie man 1e10ht sieht, de-

w={co, c1. C2. Ca, Ca}

finieren die Aunsdriicke T (@g, d, Cyy «ovy Cpy) N 7'(F, @1, @4 Coy <o s Coei)
mit ' ’
oy ooy Byn) = U0y oes TV a8y By ) A T (B By s Tgs)]
und \
. ‘ P (g wres Bpya) = T(Zg3 BN (T @0y Bay i By VU (@1 ooy Ty i)

Fig. 2 den a enthaltenden Faktor von 9 besfiglich W. Wegen Lemma 1.1 und
TLemma 1.3 ergibt sich nun die &,-Kategorizitit der Faktoren yon A be-
ziiglich W. Nun seien § und §' beliebige Faktoren von ¥ beziiglich W, so

daB fiir gewisse.@ ¢ || und o’ ¢|F'| mit a, a' ¢ W a~a ' mod(¥A, Lojeerg Ca1)

man zi .jede_m Vorfaktor von A beziiglich W alle die Elemente von W
hinzu, du-a mit e_inem Knotenpunkt des Vorfaktors durch eine Kante ver-
bunden sind. Die Menge der Kanten des Vorfaktors erweitere man durch
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gilt., Auf Grund von Lemma 1.1 gibt es einen Automorphismus ¢ von 9
mit p(a) = a’, p(c)=¢ (¢ ¢ W). Offenbar gilt

(W, by @y Coy ey Gug) F U, @005 0y uy)
genau dann, wenn
(QL @(b), a’, Coy voey c‘n-—l) E U(‘P(b)7 “(;7 Coy =y cﬂ—l)

gilt. Folglich bildet ¢ § isomorph auf ' ab. Da ~ modulo A nach Lemma
1.2 in 9| nur endlich viele Aquivalenzklassen erzeugt, ist die Menge der
Isomorphietypen der Faktoren von U beziiglich W endlich. Q.E.D.

Ein Graph U heiBt zweifach zusammenhingend, wenn es zu je zwei
Punkten aus |A| einen Kreis in A gibt, der diese Punkte enhélt. Hauschild,
Herre und Rautenberg zeigen in [3].

Levwma 2.5. U sei ein zyklenbeschrinkier zweifach zusammenhdngender
Graph und & sei ein Kreis mamimaler Linge in W. Dann ist jeder Kreis
von U, der ganz in einem Faltor von U beziglich |K] liegt, kiirzer als K.

Damit wird Lemma 2.6 gezeigt.

Lemwma 2.6. U sei ein zusammenhingender Graph, der nur Wege enthdlt,
deren Linge <m ist. W sei ein Weg der Linge n in . Ferner enthalte U
keinen Kreis der Linge n--1. Dann ist jeder Weg, der ganz in einem Faltor
von W beziiglich || liegt, Kiirzer als 0.

Beweis (°). Es wird angenommen, daB es einen Faktor §§ von U
beziiglich || gibt, der einen Weg I8’ der Linge » enthilt. Fiir beliebige
% ; € |T’| gibt es einen a, und a; verbindenden Weg I, , der mit 1B
héchstens a, und a, gemeinsam hat. ¢, und e] seien die Endpunkte von I8’
Fiir beliebige a; ¢ || sei V(a,) = || —{a,, ¢, 6;}. .3 sei der Graph, der

aus Wo W J  |J Wy, entsteht, wenn die vier Endpunkte von I3
ay €|2’] apeV(ar)

und B’ identifiziert werden (eventuell auftretende Doppelkanten werden
dabei in einfache Kanten iiberfiihrt). 3 ist zweifach zusammenhéngend.
Bei der Konstruktion von 3 gehen I und 9’ in Kreise I bzw. W’ der
Lénge » iiber. Wiirde 3 einen Kreis enthalten, dessen Linge > ist,
80 wirde diesem in U ein' Weg entsprechen, der einen der Endpunkte
vonu 2 oder I’ enthilt und dessen Linge > ist. Folglich sind 98 und W’
Kreire maximaler Linge in 3. Sei ae ['|—|W| und be |’ |— {a}.
3 enthilt dann einen Weg T, der @ und b verbindet und mit B héoch-
stens b gemeinsam hat. Folglich liegen alle b ¢ || in demselben Faktor
von 3 beziiglich {IB|. Da dieser Faktor aber nach Lemma 2.5 keinen
Kreis der Lénge n enthalten darf, muB es ein b e [T8] ~ | W’| geben, so
dal (W', b, €9, &) kr(b, 6)vr(b,e). BEs gelte etwa (W', b, &) k r(b, e).

(®) Der Beweis  dieses Lemmas geht auf Herrn Dr. Hauschild zurick.
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W' enthilt keine Kante, die zwei Punkte von I miteinander verbindet.
Folglich ist ¢, ¢ {9B]. OBdA konnen wir » > 2 voraussetzen. Es gibt also
ein ¢ e [W| ~ [W’| mit ¢ # b. ¢ sei so gewiblt, daB W (b, ¢) mit W’ nur b
und ¢ gemeinsam hat.

Wire 1{T(b,¢))>2, so wirde es ein de|IW(b,e)|—{b, ¢} mit
[(W(d, b)) = 2 geben und W(d, b) v W(b, ¢) wire ein Weg der Linge
n+1 in % Da das unmoglich ist, muB I(W(b, c)) <2 sein. Wegen
g € |&F|— || ist e # c. ¢’ sei in W’ zu ¢ benachbart, d.h. es gelte (W', ¢, ¢’)
Fr(e,¢’). Da § als Faktor von % beziiglich || keine Kanten enthilt,
die Punkte von I verbinden, ist ¢’ ¢ |T]. Wegen ¢’ ¢ |¥| gibt es einen
zu |MW| disjunkten Weg I, der von ¢, nach ¢ fihrt (s. Fig. 4).

14

r
o]
ea.\% ¢ /

b c b
Fig. 4

Man betrachte nun den Weg, der aus ¥ entsteht, wenn (b, ¢) durch
Wb, ey) v W' v W(c',¢) ersetzt wird. Die Linge dieses Weges ist
wegen [(W)=n, (W(b,c))<2 und (Wb, e W' v W(c,e)) >2
grofler als n. Das widerspricht den Voraussetzungen iiber n. Q.E.D.

Man iiberlegt sich leicht

Lemma 2.7. Der zusammenhdngende Graph N enthalte nur Wege, deren
Linge <n ist. Enthilt W einen Kreis & der Linge n--1, so ist Al = |K].

Im folgenden sei G,= ({0},0) und G&,= ({0, 1}, {(0.1),(1,0)})
(s. Fig. 5).

e1

Qe

o0
B, . ®,
Fig. 5

Die Klasse ®, ist definiert als die kleinste Klasse von Graphen mit
folgenden Higenschaften.

1) Gye G, und G, ¢ G,.

2) Ist e ®; und B e<{WAy, s0ist B e G,.

3) Ist {QI;:_i- € I} ein hichstens abzihlbares System von Graphen ;e G,
und st A= (_J°Us fiir eine endliche Menge O, so ist W e &, falls {<Us>: i e I}

i€l
endlich ist.

Es gilt offenbar
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LEMMA 2.8, Ist U ein endlicher Graph, so ist A e B,.

LEMMA 2.10. Ist A « Gz, so enthdlt A nur Wege universell beschrankier
Ldnge.

Man beweist Lemma 2.10 leicht durch Induktion iiber den Aufbau
von .

TaEorEM 2. (&, st die Klasse aller hichstens abzihlbaren zyklen-
beschrinkten Giapk;n, deren elementare Theorie %,-kategorisch tst.

Beweis. Ist % e G, so ist A wegen Lemma 2.10 zyklenbeschrankt.
Die 8,- Kategorizitit von 9 beweist man induktiv iiber den Aufbau von .
Dazu benutzt man Theorem 1.

Ist U ein s,-kategorischer zyklenbeschrénkter Graph, so gibt es
wegen Ryll-Nardzewskis Theorem und Lemma 2.3 eine Zahl n, so daf
alle Wege von U eine Linge <n haben. % ¢ ®, wird nun mittels Induktion
iiber n gezeigt. Fiir n = 0 ist die Behauptung trivial. Tst U zusammen-
hiingend und I8 ein Weg der Léinge » in U, 50 kann man % als |95 - Kompo-
sition von I und den Faktoren von U beziiglich || darstellen. Enthilt %
einen Kreis der Linge n+-1, 5o ist % ¢« G, wegen Lemma 2.7 und Lemma 2.8.
2« G, wegen Lemma 2.8. Die Faktoren von U beziglich || gehdren
wegen Lemma 2.6 und Lemma 2.4 sowie auf Grund der Induktions-
voraussetzung zu G, und wegen Lemma 2.4 ist die Menge der Isomorphie-
typen der Faktoren endlich. Es folgt W e ®,.

Ist A nicht zusammenhingend, so zerlegt man A in Komponenten.
Da die Komponenten gerade die Faktoren beziiglich @ sind, sind sie

nach Lemma 2.4 s,-kategorisch und die Menge der Isomorphietypen

der Komponenten ist endlich. Da die Komponenten zusammenhéngend
und zyklenbeschrinkt sind, haben wir bereits bewiesen, daf sie zu §.
gehoren. % ¢ &, folgt nun unmittelbar aus 3. Q.E.D. -

Ein zweifach zusammenhingender Teilgraph 3 von U heifit Zykloid
von U, wenn jeder Kreis von U, der mit 3 wenigstens zwei Punkte ge-
meinsam hat, ganz zu 3 gehort. '

KorOLLAR 2.1. Jedes Zykloid des hochstens abzihlbaren Graphen W sei
zyklenbeschrinkt. Dann gile: A ist 8,-kategorisch genaw dann, wenn U € B,.

Beweis. 3 und 3’ seien Zykloide von . Ferner sei a, b« |3,
o', b el3'], a#b, a # b und (a,b)~(a',b") modW. A sei x,-kategorisch.
Dann gibt es nach Lemma 1.1 einen Automorphismus ¢ von 9 mit
@la)=a', p(b)="0". n sei so gewihlt, daB jeder Kreis, der ganz in 3
oder ganz in 3’ verldunft, eine Linge <n hat. U(z,, %, #,) werde genau
dann erfiillt, wenn es einen z,, » und #, enthaltenden XKreis gibt, dessen
Lange <n ist. Wie man leicht sieht, definiert U(#,, a, b) 3 und U (=, a', b")
definiert * 3. Da (W, a,b,¢)F Tle,a,b) genau dann gilt, wenn
(QI, o', b, (o) k U(q)(c), a'yb'), bildet ¢ 3 isomorph auf 3’ ab. Daraus
folgt, daB es in ¥ nur endlich viele Isomorphietypen von Zykloiden gibt,
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denn ~ modulo U erzeugt in |A> nach Lemma 1.2 nur endlich viele
Aquivalenzklassen. Folglich ist 9 zyklenbeschrinkt und Korollar 2.1
folgt aus Theorem QED

Bs sei Go= ({0},9), 6, = ({0}, {(0,0)}) mnd G,= ({0, 1}, {(0, 1)}
{s. Fig. 6).

O.
[

0 0
B, & &,
Fig. 6

Qiz sez dze Hemste Klasse von St; wkturen, so dafl

1) (50, @1, ®ze (Y)z

2) Wenn Ue (5z wnd B e U, 50 Be (gz

8) Ist {W;: ieI} ein hichstens abzdhlbares System wvon Strulturen
Qlie(;?'j.z, und ist W= {_JOU; fiir eine endliche Menge C, so ist A e (52, falls

zsI
{{Us: i eI} endlich ist.
Analog zu Theorem 2 und Korollar 2.1 zeigt man
KOROLLAR 2.2. r sei eine zweistellige Relation iiber der hochstens ab-
2dhlbaren Menge M. #'(x,,2,) sei die dwrch

(7’(%7 L) VF (B -To))/\ @y = @y

definierte Relation iiber M. Dann gili (M, 7)€ _@_z genaw dann, wenn (M, r)
8, - kategoriseh ist und jedes Zykloid des Graphen (I, ') zyklenbeschrdnkt ist.

3. ,-kategorische Biiwme. Graphen, die keine Kreise enthalten, heifien
Béume. Ist U ein Baum und sind a und b Punkte von ¥, so enthilt A
hochstens einen Weg, der ¢ und b verbindet. Falls dieser Weg existiert,
wird er mit [a, b] bezeichnet. Man zeigt leicht

Lmania 3.1. Der zusammenhingende Baum U enthalte nur Wege uni-
versell beschranlkier Linge. [eq, e;] sei ein Wey mamimaler Linge in A
a e [e,y, ]| sei so gewdhlt, daf

[L(lesy aD)—I([a, eI <1
Dann ist a in jedem Weg von U, dessen Linge maximal ist, enthallen.
Im folgenden seien alle auftretenden Graphen Biume. Sind by, ..., b

€ |9] paarweise verschieden und gilt fiir alle i << (U, be, byeq) Erbey biysdy
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50 wird [b,, bs] auch durch [by, ..., bs] bezeichnet. Die Wege [b, ..., b,]
und [by, ..., byy] heillen punkiweise - dquivalent modulo A([by, ..., by)]
~[bhy oy b Jmod) wenn n =’ ist und b;~b; modA fir alle i < n.
’ Fiir beliebige gy vy Gyqs Ggy oy Gy € |A| wird definiert:

(Boy ovy Bpz) = (Ggy -ory Gpy) 100AA = Fiir alle u, v < n ewistiert [a,, a,]
genau dann, wenn [a,, a,] existiert und es gilt

[a’;d av] pN [a;,H a;]mOdg’I .
Lemma 3.2. Wenn {uq, ..., #,} {0, ..., n—1} und

(@5 wvey Gy_q) ‘;' (acln ey a’?"L—l)mOdQ{7
S0

(a

-~ ’ !
oy vy Bpy) = (Bgy oovy @) TOAYA

Ist MC (2|, so sei B(M)= |J |[a,b]] mit |[a,b]| =@ falls [a, b]
abeM ’
nicht existiert. ‘
Lemma 3.3 (3.3"). Wenn (g, ..., y_y) = (ag; -y 0y, _,)M0dN, s0 gibt
es zu jedem aneB({a,: p<n}) (2u jedem a,<E({a,;: u<n}) ein
a, e B{{a,: p<n}) (¢in a,cE({a,: p<n}), so daf

(g ery @n) = (@G, ory @) MOAY .

Der Leser iiberlegt sich den Beweis von Lemma 3.3 bzw. Lemma 3.3
leicht selbst.

LEMMA 3.4. Fl(Th(ﬂ)) sei endlich. Dann gilt fiiy jedes b, e |U|: Wenn
(Uyy ovs Ayg) = (g, ...y @, )M0ANA und wenn es ein b, ceB({n,: p<n})
gibt mit (U, by, b)) F 7(by,. by), s0 existiert ein by, so daf

(Bgy vy iy, by) == (aéy oy 0‘9/1,—1) b;)mod N .

Beweis. Ist b, € B({a,: u < n}), s0 wird b; nach Lemma 3.3 bestimmt.
Nun wird b, ¢ E({a,: p< n}) vorausgesetzt. b, sei gemiB Lemma 3.3 so
gewdhlt, daB (4, ..., 8y, by) = (ag, ..., @,_;, by)modA. Da F,(Th()
endlich ist, existiert zu jedem a ¢ |%| bis auf Aquivalenz genau ein Aus-
druck D, eF,(Th(A)) derart, daB [D,] Atom in Fl(Th (‘),I)) ist und
(A, a) E Do(a). Dann gilt ¢~bmod¥ genau dann, wenn (U, b) E Dga(b).

In B({a,: p< n}) moge es genau | Elemente ¢ geben, so daB

(U, by, ¢) E Dbl(c)/\'r(bm c).

Es wird gezeigh, daB es in E({a): u< n}) hochstens I Elemente ¢’ gibt
mit (A, by, ¢') F Dy (¢)Ar(b;, ¢’). Dazu nimmt man an, daB das nichs
der Fall ist. Bs seien etwa ¢, ..., ¢, paarweise verschiedene Elemente
aus B({a;: p<n}) mit (U,B5,c}) E Dy (e))Ar(by, ¢;). Durch sukzessives
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Anwenden von Lemma 3.3’ wiihlt man Elemente c,, ..., ¢; € B{ {a,: u< n}),
so daB .

~ ’ 7 I3 4 7
(@os vees nyy boy €15 ey €) = (g, wvy @y_yy DYy €y wony €7)TDOAY .

Wegen I([¢;, ¢,) = L([¢}, ¢,]) sind die ¢, auch paarweise verschieden und aus
[ess bol 5 [e1, bo]mod ¥ folgt fiir alle 1<

(U, by, ¢5) F Dy (e)) Ar(by, ¢3) -

Das steht aber im Widerspruch zu den Voraussetzungen iiber I. Folglich
gibt es hochstens ! Elemente ¢’ ¢ E{{a,: x << n}) mit (U, by, ¢’) £ Dy (e')A

'

Ar(by, ¢'). Wegen (U, by, b,) k Dy, (b;)Ar(by, b;) gilt
(U, bo) B Hyy g 2o(Dy,(200) 7 (B, Z)) (4)
Dafa.us folgt auf Grund von b, ~ bymod? aunch
(U, by) E g ag( Dy, (206) 1 7By, 1))
Dann gibt es aber wenigstens ein b; e |U|—E({a,: p < n}), so daB
(U, by, by) F Dy, (b1) A7 (By, By) -

Dieses b, leistet das Verlangte.
Levma 3.5. U sei ein beliebiger Baum, Fl(Th(ﬂI)) sei endlich und es

gelte (ag, ..., a,_)) = (ag, ..., @,_,)modW. Dann gibt es zu jedem ay, e ||
ein a, € ||, so daf

(@py <oy Gn) = (@g, -, a,) TROAY .

Beweis. Gibt es kein » < %, s0 daBl U einen a, und a, enthaltenden
Weg enthilt, so setzt man a, = a,. Andernfalls gibt es ein » < # und
Elemente by, ..., by € {2, so daB [a,, a,] existiert und [a,, @] = [by, .., bul,
also insbesondere a,= b, und a, = by,. Durch sukzessives Anwenden von
Lemma 3.5 findet man Elemente b, ...,b,, so daf fir alle u<<m
(@gy vy @y, b)) = (ag, ..., a,_1, bymod¥. a, = b;, erfillt dann die Be-
hauptung von Lemma 3.5. Q.E.D.

®, und ®, seien definiert wie in Abschnitt IT (vgl. Fig. 6).

G sei die Kleinste Klasse von Graphen, so daf

1B) By, 6, €« G5

2B) Ist Ue®p und B A, s0 ist BeGp.

3B) Ist {Ws: iel} ein hichstens abzihlbares System wvon Graphen
U e Gp und ist W= { J° Wy, so ist U e Gy, falls {{Ws>: i e I} endlich ist und

iel
die Menge C hichstens ein Element enthdls.

() “Hyy, Fo...” steht hier fur “es gibt I+1 Elemente z,, so daB...”.
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TarorEM 3. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

i) U st ein hochstens abzihlbarer Bauwm, dessen elementare Theorie
8, - kategorisch ist.

i) Ae Gp-

iii) A ist ein hochstens abzihlbarer Bawm, der nur Wege universell

beschrinkier Linge enthilt und Fy(Th(W) ist endlich.

iv) U ist ein hochstens abzihlbarer Baum wund F(Th(A)) st endlich.

Beweis. Wegen Theorem 2 und G5 C &, folgh i) aus ii). Mit Hilfe
des Theorems von Ryll-Nardzewski erhilt man, daf i) iv) zur Folge hat
und aus iv) folgt iii) wegen Lemma 2.2.

N erfitlle ). Bs wird nun gezeigt, dafl dann auch ii) gilt. Da i) iii)
impliziert, gibt es eine natirliche Zahl n, so daB I(¥B) < = fiir alle Wege 28,
die in 9 enthalten sind. ii) wird mittels vollsténdiger Induktion iiber » be-
wiesen. Dazu zerlegt man 9 zunichst in Komponenten, die nach Lemma 2.4
8- kategorisch sind. Da es — ebenfalls auf Grund von Lemma 2.4 — nur
endlich viele Isomorphietypen von Kompoenenten von 2 gibt, geniigh es
wegen 3B) zu zeigen, daB die Komponenten zu Gp gehoren. Nun wihlt
man in der gegebenen Komponente einen Punkt ¢ wie in Lemma 3.1 und
zerlegt die Komponente in Faktoren beziiglich {¢}. Man iiberlegt sich
leicht, daB jeder Weg, der ganz in einem solchen Faktor verlduft, eine
Linge <n hat. Wegen Lemma 2.4 und der Induktionsvoraussetzung
gehoren die Faktoren alle zn Gj. Berlicksichtigh man dann noch 3B),
so erhilt man unmittelbar, daB die gegebene Komponente des Baumes U
zu Gp gehort. Das vollendet den Beweis von ii). _

Es bleibt zu zeigen, daB iii) i) zur Folge hat. % erfiille iii) und n > 0
sei beliebig vorgegeben. Ferner sei

(@gy wevy Buy) = (Bgy weny Gy_y)OA Y .
Mit Hilfe des Ehrenfeucht-Spiels (vgl. {2]) wird
(Agy vvy Gy_y) ~ (Ggy vovy @y ) MOAY gezeigh .

Nach k¥ Runden seien die Elemente ,, ..., @iz 1, Gy ooy Gpypey 5O AUS~
gewilt, daB (ay, ..., Gpug_y) = (4g; ..y Gppp_y) 00dY. Dann findet Spieler IT
nach Lemma 3.5 zu jedem von Spieler 1 gewihlten G yr; (DzW. z0 jedem ay, 4 1)
ein g, (bzw. ein a,,,), so daB

(@oy ey Gnyy) = (agy wvvy By p)mOAY

Wegen [a,, a,)~ [y, a;Jmod A (u,» < n+k) gilt a,= a, bzw. (A, a,, a,)
Fr(a,, a,) genau dann, wenn a, = a, bzw. (U, a,, a}) k r(a,, a.). So kann

'Spieler II fiir jedes & das k-rundige Ehrenfeucht-Spiel gewinnen und es
18t (A, agy ovy 8y y) = (U, ag, ..., @, _,).
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Da ~ mod¥ nach Lemma 1.2 in |¥%| nur endlich viele Klassen er-
zeugt und ¥ nur Wege universell beschrinkter Lénge enthilt, erzeugt
auch = mod¥ in |AP nur endlich viele Klassen. Weil aber aus (a,, -.., @,_;)
= (g «vvy Op_y) OAY, (Ag; vy Gpy) ~ (ag, ..., ay_;)mod Y folgt, ist Fu(Th ()
wegen Lemma 1.2 endlich. Aus dem Theorem von Ryll-Nardzewski ergibt
sich nun die §,-Kategorizitit von %. Q.E.D.

Theorem 3 148t sich in fhnlicher Weise wie Theorem 2 fiir gerichtete
Biaume verallgemeinern.
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