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to the same individual. This model gives us & valuation V; for all atomic
formulas in (G;)". For j < 2°°, each (G4)’ has such & valuation, and each (@)’
has exactly the same set C of constants appearing in it, and the valuations
do not conflict since (@)’ and (Gx)' are disjoint if & # j. Also, any substi-
tution instance of any formula in 4w I" which ig constructed with con-
stants in € appears in some (Gy)’. Thus, we have u stiructure with the
set € as the universe, each constant in ¢ assigned to itself, and the predi-
cates determined by the set of valuations V. It can casily be shown by
induction that every formula in | J (Gy)" is satistied by this strueture.

Jo@y
So the structure is a model for 4 v . Q.E.D,
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. Entscheidungsprobleme der Theorie zweier
Aquivalenzrelationen mit beschriankter Zahl von
Elementen in den Klassen

von

Kurt Hauschild und Wolfgang Rautenberg (Berlin)

Abstract. Let Eum (2 < n < m < o) be the class of structures (A, R,, R,> where
Ro, By are equivalence relations such that card ¢ |R, < n, card a|R, < m for alla ¢ A.
Among other things it is shown that B, is recursively decidable iff n = m = 2.
The same holds for the corresponding classes E’:,i_nm of finite structures. Proofs are by
model-interpretability.

1. Ubersicht. By sei F die Klasse aller Strukturen (M; R,, R,>, wo
R,, R, Aquivalenzrelationen iber M sind und iiberdies die Bedingung

() a[Ry ~afR, = {a} (aeM)

erfillt ist. Perner sei F, die Klasse derjenigen Strukturen aus ¥, die
dariiberhinans der Bedingung

(%)

geniigen. In [1] und — unabhiingig davon —in [2] wurde die rekursive
Unentscheidbarkeit der (elementaren) Theorie ThE (ohne Identitéit)
gezeigt und dariiberhinaus, daf F eine Reduktionsklasse im. Sinne der
Pradikatenlogik ist (d.h. jede Aussage H des Pridikatenkalkiils ist
effektiv in eine Aussage H' der Sprache von F (ohne Identitét) iiber:
fithrbar, so daf J dann und nur dann allgemeingiiltig ist, wenn H' ¢ ThE.
ThE, kann als Theorie einer Aquivalenzrelation mit Identitdt aufgefalBs
werden; diese Theorie ist bekanntlich entscheidbar, daher erscheint das
Entscheidungsproblem fir ThH,, insbesondere fiir n = 2 als eine interes-
sante Fragestellung. Die Antwort wird gegeben durch

Treorum 1. B, (n 3= 2) ist universell beziiglich Modellinterpretierbarkeit.
Damit ist By, eine Redultionsklasse fiir den PE, und daher ist Th By rekursiv
unentscheidbar.

Weil B, C By C F (n 3> 2), und weil ThE, endliche Erweiterung von.
Th B, ist, geniigt es, den Beweis fiir n = 2 zu fiihren. ThF, ist auch endliche

carda/By<n< o (aeM)

" Brweiterung von ThH, so daB dies Theorem eine Verschirfung des bislang

bekannten Resultats ist. Das bezieht sich im besonderen auf die:Uni-
*
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versalitdt beziiglich Modellinterpretierbarkeit, die im  folgenden Ab-
schnitt niher zur Sprache kommt und grol gesprochen hesagt, dafl jede
Struktur durch ein Modell aus H, (und damit aus &) “kodiert” werden
kann und daB diese Kodierung lediglich von der Signatur (demn Typus)
einer vorliegenden Struktur abhingt. Die Resultate bleiben ithrigens
wortlich dieselben, wenn anstelle von 1, die Teilklasse derjenigen Struk-
turen betrachtet wird, die genaw zwei Klemente in jeder Aquivalenzklusse
mod R, enthalten.

s sei H,,, die Klasse derjenigen Strukturen aus K, , die neben (x)
und (xx) der Bedingung

() eardalRy =5 m < o

geniigen. Eine weitere Verschidrfung von Theorem 1 hinsiehtlich des
Entscheidungsproblems liefert

THEOREM 2. Th]f)’,,m (2 n= m) dst einzig im Falle no==am =2
rekursiv entscheidbar, in allen ‘ibrigen Fillen velursiv unentscheidbay (*).

Die Theorien ThE,, (2<u=<m, 3<m) sind simtlich endliche

Erweiterungen von ThE,,; daher geniigt es mnach einem helkanmten
Reduktionssatz, die Unentscheidbarkeit der letztgenannten Theorie zu
beweisen. Dieser im dritten Abschnitt gefiihrte Beweis gelingt in iiber-
raschend einfacher Weise durch Reduktion auf die unentscheidbare Klasse
der 3-reguliren = Graphen. Aug Grinden, die in [6] im einzelnen
erortert worden sind, kann die Klasse Gy der 3-reguliven Graphen und
damit auch F,; nicht wuniversell beziiglich Modellinterpretierbarkeit
sein. Dennoch sind &; und damit auch H,, noch Reduktionsklussen im
anfinglich genannten Sinne; dies gehl aus einer genauen Analyse der
in [5] durchgefithrten Betrachtungen hervor.
" Im letzten Abschnitt dieser Arbeit wird die Unentscheidbarkeit
von Th BLy — und damit auch von ThE™ —, der Theorie der endlichen
Modelle von E,; bzw. H, gezeigt. Dies gelingt durch einfache Reduktion
auf das Hauptresultat in [5], die rekursive Unentscheidbarkeit von GE
Wir betrachten hier Theorie ohne Identitiit, weil diese wegen der Be-
dingung (x) explizit definierbax ist. Diese Bedingung ist indes keine so
einschneidende Bedingung, wie es auf den ergsten Blick erscheint, du der
Durchschnitt der beiden Aquivalenzrelationen als Kongruenzrelation die
Tdentitit gewissermaBen vertreten kann.

Die Beweise sind — verglichen z. B. mit denen in [2]— auBeror-
dentlich einfach und fithren zugleich zn schirferen Resultaten. Mit der-
selben Methode kénnen auch alle iibrigen in [2] genannten Resulbate
leicht abgeleitet werden.

(*) Das Resultat bleibt wortlich dasselbe, wenn Bpm durch die Klagse derjenigen i

Strukturen ans Enn ersetzt wird, die genau # bzw genan m Tlemente in den A.quivalenz-
klassen modR, bzw. R, enthalten. ‘ :

©
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2. Modellinterpretierbarkeit. Die Methode der Modellinterpretierbar-
keit ist seit etiwa 1960 von verschiedenen Autoren mit Erfolg fiir die Lisung
von Enfscheidungsproblemen verwendet worden. Wir beschrénken uns
aut eine kurze Darlegung dieser Methode. Zunsichst sei der grundlegende
Begriff des Reduktes erklirt.

Isto H (@, ooy @a) ein Ausdruck der Signatur 2, M eine X-Struktur,
0 bezeichne gp I die von H in M beschriehene n-stellige Relation.
Ly und Ly soien (elementare) Sprachen der Signaturen X bzw. X'. Eine
Haplikation. von Ly in Ly ist eine Abbildung 8: T, welche

(a) jedem w-stelligen Relationssymbol Re X einen . Ausdruck
Hywy,y vy m,) € Ly mit den freien Variablen Dyy onny Ly

(b) dem Symbol “=" von Ly einen Ausdruck H_(x,,s,) mit den
freien Variablen @, @,

(¢) dem leeren Symbol von X einen Ausdruck P(#) e Ly mit der
freien Variablen z, zuordnet.

Hy, heilt der R definderende Ausdruck, H_ der die Tdentitit von Ly
definierende Ausdruck und P(m) heiBt das Relativierungspradikat.

Sei [’ cine Klasse von X’-Strukturen N, so daB ¢y H_. eine Kon-
gruenzrelution heziiglich der Relationen gy Hp in dem auf gy P einge-
schrinkten Teilbereich des Individuenbereichs von N ist. Die durch
Faktorigierung nach g H,., entstehende Struktur kann in natiirlicher
Weise als eine X-struktur M aufgefalt werden und heiBft das X-Redukt
von N beziiglich 8, M == red,N.

Bine Klagse JC von Strukturen der Signatur 2 heilt modellinter-
pretierbar in ciner Klasse K’ von Strukturen der Signatur 2’, wenn eine
Bxplikation von Ly in L, existiert, so daf

(i) jede X-Struktur M dem X-Redukt einer gewissen 2'-Struktur
N e K’ isomorph ist,

(if) fiir gowisses A e Ly ist K =red,(K" ~Mod 4).

Int K modellinterpretiorhar in K’, so existiert eine Ubersetzung
7 Dyl derart, daBl H eThK <> H°e ThE'. Ist 0 in dem Sinne
effektiv, daBl- zu vorgegebenem R der definierende Ausdruck effektiv
angebbar ist, go ist aueh die (hersetzung eine effektive Prozedur. Wenn
wir dies zusiitzlieh voraussetzen, so ist offenbar Th K rekursiv entscheidbar,
falls Th K’ rekursiv entscheidbar ist und Th X' unentscheidbar, falls Th K
unentscheidbar ist. .

Bine Modellklasse K, der Signatur X, heilt universell beziiglich Modell-
interpretierbarkeit, wenn fiir jede Signatur X die Klasse IC; aller Struk-
turen der Signatur Y in K, modellinterpretierbar ist. Ist K, modellintex-
prefierbar in I(y, so ist mit K, auch Kj universell.

Man sieht leicht ein, daB jede Brweiterungsklasse innerhalb derselben
Signatur einer universellen Modellklasse wieder universell ist, daher ist
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ein Resultat liber die Universalitit einer Modellklasse K um so interes-
santer, je “enger” die Klasse K ist.

Bs ist auch unschwer einzusehen, dafl eine beziiglich Modellinter-
pretierbarkeit universelle Modellklagse K, eine Reduktionsklagse in dem
in Abschnitt 1 genannten Sinne ist. Die Umkehrung dieses Sachverhalts
braucht nicht zu gelten, auch dann nicht, wenn man die Betrachtung
ganz auf hochstens abzidhlbare Modelle einschrinkt.

Illustrieren wir diese Definitionen an einem Beispiel, welches zugleich
fiir den Beweis von Theorem 2 von Nutzen ist.

In diesem und im folgenden Abschnitt seien Strukiuren (@, 8,
wo § eine Menge von ungeordneten Paaren von Ilementen aus ¢ ist,
Graphen genannt. § kann auch als irrveflexiv-symmetrische Relation
iber @ aufgefalit werden.

Is s = {a, b} ¢ 8, 80 heiBt § eine miti den Punkten a,b ineidierende
Kante und a, b heiBen adjazent. G heiBt hichstens n-valent, wenn jeder
Punkt von @ mit hochstens n Kanten inzidiert. G+ heiBt n-regulir
(n-valent), wenn jeder Punkt mit genau n Kanten inzidiert. Iin Kreis
ist ein doppelpunktireier geschlossener Kantenzug. Win Graph G heiBt
0-separierbar, wenn je zwei Kreise in @ keinen gemeingamen Punkt
besitzen. 1-valente Punkte heiBen Endpunkte. By sei G0 dic Klasse der
0-separierbaren Graphen der Hochstvalenz 4, in denen jeder Punkt der
Valenz >3 mit zwei Endpunkten adjazent ist. Wir werden gleich zeigen,
dal Hy, in G° modellinterpretierbar ist. Hieraus ergibt sich bereits die
Entscheidbarkeit von ThH,,, denn Th@ ist als endliche Irweiterung
der in [3] (Teil IT) als endscheidbar nachgewiesenen Theorie der 0 - separier-
baren Graphen eine entscheidbare Theorie.

Ein gegebenes Modell M = ¢(M; R,, R,> « By, koénnen wir uns aus
Teilen zusammengesetzt denken, wie sie (im Ausschnitt) in ¥ig. 1a ange-

® .\oéa'."-:-\..{' .\.{;.:}..\./ .
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b)
Fig, 1
deu‘tet sind; vertikalen Kanten entsprechen (zwolelomentigen) R,-Klassen,
horlzogtalen_ R, -Klassen. Wir beschreiben jetzt anschaulich die Kon-
struktion eines Graphen (@, 8 ¢ @9, dessen {By, R,}-Redulkt beziiglich

einer.noch anzugebenden: Explikation isomorph zur Ausgangsstrultur
M sein wird. k

Der Individuenbereich von G, 8> soll M umfassen, fir jeden Punkt

@ © .
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a ¢ M zwei Hilfspunkte a’, ¢" und fiir jede Klasse {a, b}mod R, — anders
ausgedriickt fiir jede E,-Kante — einen Trennpunkt t,,. Die Punkte o', a'
werden durch eine §-Kante mit a verbunden; ferner fithre eine § - Kante von
a nach t,, und von iI,, nach b, sofern ¢ = b modR,, a # b. AuBerdem
fithre eine §-Kante direkt von a nach b, wenn ¢ = bmodR,, a # b (vgl.
Fig. 1b). Man iiberlegt sich leicht, daB die so konstruierte Struktur
(@, 8y zu G° gehort.

Das Relativierungspridikat, welches im vorliegenden Fall die Eigen-
schaft o ¢ M fiir die Punkte von & beschreiben soll, ist der Ausdruck

“x, inzidiert mit genan zwei Endpunkten”.

(Wir verwenden hier Anfithrungsstriche, um den Ausdruck nicht in
extenso formal aufschreiben zu miissen.)

Die definierenden Ausdriicke fir R,, R, sind

“iy =y oder p # x, und {2y, By} e §”
beziehungsweise
“p o=@, oder m # x, und es existiert ein y mit {w,, y}, {y, @} € 8.

Die Identitédt von M wird durch die Identitdt in (G, S) ilibersetzt,
doch kann dies auch tiiberhaupt unterbleiben, wenn man voraussetzs,
daf in ThE,, das Identitéitssymbol gar nicht vorhanden ist.

Bei der Bildung des {R,, R,}-Reduktes ist im vorliegenden Falle
keine Faktorisierung durchzufiihren und man erkennt unmittelbar, daf
dieses Redukt zur Ausgangsstruktur isomorph ist. Damit ist die Be-
dingung (a) in der Definition der Modellinterpretierbarkeit erfiillt, (b) er-
gibt sich leicht aufgrund der vorausgesetzten Bigenschaften von G°.

3. Modellinterpretierbarkeit von @ in E,. Es sei ¢ die Klasse aller
Graphen <@, §), wobei jeder Punkt von @ mit mindestens einer Kante
inzidiert. In [4] (Theorem 2) ist gezeigh worden, daB (@, §) universell be-
ziiglich. Modellinterpretierbarkeit ist. Bs wird jetzt gezeigt, daB @ in H,
modellinterpretierbar ist, folglich ist auch H, universell und damit wire
Theorem 1 bewiesen. . :

Hei <@, 8> gegeben. Wir beschreiben wie eben die Konstruktion
eines Modells M == (M; Ry, R,», dessen {8}-Redukt isomorph zu <&, S
sein wird.

Sei ¢ e @ und §, die Menge aller s € 8, die mit @ inzidieren. Ferner
86l @ == <{a, &>. Von der Menge {as: § ¢ 8} sprechen wir als von der Menge
der “Aufspaltungspunkte” des Punktes a. Der Individuenbereich M soll
aug der Menge {as: @< @, s <S8} bestehen. Ferner sollen die Teilmengen
{as: 5 €8} die simtlichen Kongruenzklassen mod R, bilden, wihrend die
Klagsen mod R, aus den Paaren {as,bs} mit s= {a, b} bestehen sollen.
Offenbar gehort das so konstruierte Modell zu H,.
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Wir definieren jetzt die Tdentitdt in <&, 8 durch die Kongruenz
mod Ry, 'd.h. <&, 8§ wird als Faktorstruktur des konstruierten Modells
mod R, in Erscheinung treten.

Der Relation § wird der Ausdruck Il ==:

“Fy existieren Blemente w;, #, mit @, «=

@y, wy e wymod Iy

and @y amod R,
zugeordnet.

‘ Das Relativierungspradikat wird in diesemn Falle durch das triviale
Pridikat # Ra, festgelegt.

Der definierende Ausdruck fiiv § gavantiort, dafl R, cine Kongroenz:
relation beziiglich des durch Iy gegebenen DPridikates is, und man
sieht leicht, daf das {8}-Redukt von M isomorph zu ¢, 8 ist.

4. Modellinterpretierbarkeit von &, in , 4 In [3] (1, Theorem 5) wurde
die rekursive Unentscheidbarkeit der Theorie Th Gy der Klasse @ der
hochstens 3-valenten Graphen gezeigt, wobei avch jetzt wieder jeder
Punkt von <&, 8> mit mindestens einer Kante inzidievt ((¢, & enthilt
keine isolierten Punkte).

Zum Beweis von Theorem 2, dessen einer Teil hereits unter 2 gezeigh
wurde, gentigh es nun offenbar, die Klasse @, in T, 7 interpretieren.

Dies ist nun offensichtlich auf die gleiche Weisoe miglich, wie sie unter -

3 beschrieben wurde, statt der Vervielfachung eines Tunltbes ist in. diesem
Falle lediglich eine Verdopplung oder Verdveifachung vorzunchmen, Hine
Beschreibung der Details kénnen wir uns aus Grinden der Analogie mit
dem schon behandelten Fall ersparen.

Indes erfordert die in der FuBnote zu Theorem 2 gemachie Bem erkung
eine zusiitzliche Betrachtung, Zum Beweis der dort gemachten Behaup-
tung wiirde es offenbar ausreichen, wenn man anstelle von Gy die Klasse Ga
der 3-reguliren Graphen in dieser Konstruktion verwenden diirfe, denn

jeder Punkt miiBte dann exakt verdreifacht werden. Dies ist nun tag-

séehlich moglich, denn es gilt tolgendes

LeMMa. Gy dst in @, modellinterpretierbar.

Beweis. Bs sel <@, 8 gegeben. Wir konstruieren i[Al kanonischer
ngiiz?eﬁizflgsfinbettungﬂgra.phen (G, 8% e Gy, inmerhalb dessen LN

\..‘\
&

AN s NZ_ b ~a A Le
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Riin Graph mit zwei freien Kanten, wie er in Rig. 2a abgebildet ist,
heifle cine Briicke, Graphen mit einer freien Kante gemif Fig. 2b mogen
Drachen genaunt werden. An jeden Punkt a <G der Valenz n (n < 3)
werden nun 3--# Drachen angebunden, ferner wird jede §-Kante durch
eine Briicke aus §'-Kunten ersefzt. Der so entstehende Graph gehort
offenbar zu G,;. Da & keine isolierten Puukte enthielt, gilt offenbar

a el <= “a ist mit einer Briicke verbunden; ist diese Briicke
auBlerdem mit b verbunden, so ist a # .
Ferner ist
{a, bl e N e “a,belf und a,b sind durch eine Briicke
verbunden, a # b”.
Ang dem Dargelegten ergibt sich nun leicht der Beweis des Lemmas.

5. Unentscheidbarkeit von Hj7. EZT sei die Klasse der endlichen
Modelle von H,,. Die Kongtruktion in Abschnitt 4 zeigt, daB G5* in B2
modellinterpretierbar ist. Nun wurde in [5] die rekursive Unentscheid-
barkeit von Th@H gezeigt, tolglich ist auch B rekursiv unentscheidbar,
mehr noch, diese Theorie ist auch nicht rekursiv aufzihlbar, weil nimlich
eine rekursive Aufzihlung von EfR existiert und jede in ThELD wider-
legbare Aussage bereits durch ein Modell auy B widerlegbar ist. Da
THELS eine endliche Erweiterung von ThE™™ ist, gilt dasselbe Resultat
auch fir Ty,

Andergeits kann nachgewiesen werden, daf die Theorie von G°8®
rekursiv entscheidbar ist und wegen der Modellinterpretierbarkeit von
BER in ¢ ergibt sich die rekursive Entscheidbarkeit von ThF5Z.
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