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STUDIA MATHEMATICA T. XLV. (1978)

Sur les rapports de convexité des topologies et bornologies
dans les espacés nucléaires

par
JEAN PIERRE LIGAUD (Talence, France)

Sommaire. On démontre que, pour un espace vectoriel topologique localement
pseudoconvexo, la propriété d’dtre nucléaire (au sens des différentes définitions po-
ssibles en termes de dimension diamétrale) implique la locale convexité. Des résultats
analogues sont obtenus dans le cadre des espaces vectoriels bornologiques nucléaires.

Introduction. Divers auteurs ont introduit la notion d’espace nucléaire
non localement convexe, espace défini par la propriété suivante: pour
tout voisinage U de 0, il existe un voisinage V de 0 avec d,(V, U) < nlﬁ
dans lequel d,(V, U) représente la nidme épaisseur de V par rapport a U.

On. connait des exemples de tels espaces non localement convexes
([12], [3]), mais ils sont tous non localement pseudo-convexes (pour la
terminologie et les motations voir [4] et [6]). Ceci a conduit 8. Rolewicz
4 poser le probléme suivant: est-ce que tout espace vectoriel topologique
localement pseudo-convexe métrisable complet et nucléaire est localement
convexe? ([12], Probléme 45). Nous donnons une réponse positive & cette
question. Les résultats concernant cette réponse ont déja 666 exposés
suceintement dans [7]. L'objet du présent travail est, principalement,
d’en donner les démonstrations.

Jo tiems & remercier ici M. H. Hogbe-Nlend pour les fructueuses
discussions que nous avons eues ensemble & ce sujet, et qui m’ont permis
d’en. améliorer la forme et la rédaction.

§ 1. Rappels de terminologie et notations. Une partie 4 d'un espace
vectoriel est dite p-disquée (0< p<<1) 6l @, yed ot (AP + |u® <1 impli-
quent Aw--uyed. Llenveloppe p-disquée d’une partie B d'un espace
vectoriel est notée I',(B).

Iy(B) = {i‘ A 2”:' AP <1,m> 1, 0;¢ B).
Yol fum]

Lenveloppe L-disquée est dite enveloppe disquée et notée I'(B). 8i H est
un espace vectoriel topologique (evt), Iensemble des bornés de E définit
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sur Pespace vectoriel sous-jacent & H une structure d’espace vectoriel
bornologique (voir [4]) (evb). La bornologie aingi définie est appelée
bornologie de von Newmann de B.

Un evt (resp. un evb) est dit localement pseudo-convee (rosp. pseudo-
convexe) 8'il posséde une base (V) de voisinages de 0 (resp. une base (By)
de bornologie), V; (vesp. B;) étant p,-disqué (0 < p, < 1, p, variant & priors
avec lindice 7).

Si, dans la définition précédente, on peut prendre p, = P pour tout s,
on dira que l'evt (resp. I’evb) correspondant est localement P-convens
(resp. p-convexe).

8i 4 et B sont deux parties d*un espace vectoriel B, on appelle nidme
épaisseur de A par rapport & B le nombre d,(4, B) borne inférieure ces
4> 0 pour lequel il existe un sous-espace vectoriel I de B, de dimension
<n avee 4 = AB+ L.

On appelle suite diamétrale d'un evt B toute suite réelle (&,) telle
que pour tout voisinage U de 0, il existe un voisinage V de 0 avee a, (v, U)
< &,. Pour que ¥ soit nucléaire il est suffisant qu’il existe un a > 0 tel
‘que ((n +1)“‘) soit une suite diamétrale et il est nécessaire que pour tout
nombre g > 0, ((n +1)"’) soit une suite diamétrale (pour plus de détails,
voir [107).

§2. Un lemme fondamental.

Lmnwe. Soit B wn espace p-normé dowt lo boule wnité est U et soit A
un borné bquilibré de E. Si la suite (@.(4, U)) est & déeroissamee rapide,
alors A est contenu dans Venveloppe disquée fermée @une suite & décroissance
rapide de B. (La réciproque de ce lemme egt immédiate.) i

Dans le eas des espaces normés, il est possible de donner une autre
démonstration. de ce lemme 4 partir de résultats connus, faisant intervenir
la dualité de manidre essentielle.

La ligne générale de la démonstration que nous allons donner ici est
a rapprocher de celle de Robertson ([11], p. 133).

On va avoir besoin d’un certain mombre de remarques techniques
préliminaires.

REMARQUE 1. Soit B un evt séparé de dimension n, K une partie de 1
et 0<p <1, alors

I'K) < (n»i—l)%l’,,(lf),.

8i O(K') désigne 'enveloppe convexe de K' = I U(—K), dapres
le théoréme de Carathéodory ([2], p. 35 ou [1],p. 123, ex. 9) un point » de
O(K') = I'(K) 8%écrit

8 8
w‘:ZZ,w,. avee s << n+1, 4; > 0, Zzi =1 et me K.

=1 =1
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8 1 ]_
Alors @we AL (K') = A, (K) avee A= (2 l%’)”g (n+1)? d’otr lerésultat.
o]
On a alors:
REMARQUE 2. Soit B un evt séparé de dimension n, A wn p-disque

fermé borné de B et B = T(A), alors .
B (n+1)P4.

RemArRQUE 8. Soit 1 un evt séparé de dimension n, B un dv}§que fermé
borné et absorbant de I, alors il ewiste n poinis &y, &y, ..., @, de B tels que
B al'{®, ..., &} .

Si on applique le résultat de H. Auerbach, (v. [1], p. 35, ex. 15) & la
norme || || jauge de B, il existe une base x,, ..., », de B et des formes
linéaires @y, ..., @, sur B telles que |zl = llp;]l = 1 et g (w;) = ;. Alors,
gl we B,

-——«)~mis I{ay, oo, 2.},
n n

%

K
v _ e
e | .

REMARQUI 4. 8¢ 1 est un evt séparé de dimension n et si A est un p-disque
absorbant compact de B, il ewiste n points w;, ..., x, de A tels que

2
A 1wy, ..., 2.}
Daprés les Remarques 2 et 3, B = f—(:i_) c Wl {Yyy ..oy Yo aVEC

1
Yoy oeey Ype B (0 —|~1)}3A‘ Alors il est facile de voir & l'aide de la Re-

1 .
margue 1 que les points @, =—1Yi répondent & la question.
(n-+1)°
REMARQUE B. Soit .4 une partie équilibrée d’un@t séparé B, U un
voisinage de 0 p-disqué de B tel que A = AT pour un certain 1> 0 6t A < aU;)}-
+ L ot Ii est um sous-espace veotoriel de dimension < n et 8 wu n/ombwla > 0.
Alors, pour tout § > 8, il cwiste n poinis by, ..., Tpe Ip(4)+ 6 U tels que
2
A 8 Udnmtl)PTp{wy, oy o}
Hoit N = AU ot G un sous-espace vectoriel de I tel que
Am0 .
L = (N NL)@Galors dimG =k <netd SU+N 4G Ghmsms?ns >0
1

tol que d< (74" < &, alos AcdU+eU+Gc (74P U+E
car U ost p-disgqué et si on pose

1
B = [I,(A)+(&"+ePUING,
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B est un p-disque fermé borné et absorbant dans G. Pour un point « de
1 1

A on 4w = (6°+ PPy 2 avec yeU ebzeG doncze A+ (8P U <« B.
D'aprés la Remarque 4, puisque ¢ est de dimension k<< n, on a
2

B < k(b+1)PT,{@y, ..., #,} avec @y, ...,w,eB (en rajoutant au besoin
des x; nuls); et finalement

2
#e &' UAn(n-+1) 2Ty {wy, ...) @y}
REMARQUE 6. S0 on est dans les mémes hypothéses que celles de la

2
Remarque b alors, en posant —-1?'——[-1 = g, pour tout &' > & il ewiste n points

@yy ooy @pe Iy (A) tels que
1
A < &2 (nA4-1)2 U + (n 1)1y {wy, .., 2,)

2
D’aprés la Remarque 5, A < & Utnn-+12T{y;, ..., ¥} avee
Yiy ooy Yne L (A) + 8" U. Alors y; = ;42 avee a,e I'y(A) ot 2;¢ ' U done
2

2
A 8T+nn+1)28 Un(n+1PLy{wy, ..., v}
1 2
< S [L+aP (A1 P U4 n(n+1)PTp{wy, ..., 2.}
1
< 822 +1)' U + (1) 2y {@y ooy @}

. REMARQUE 7. Nous aurons également besoin des propriétés bien
connues suivantes concernant l’approximation:

a)si 4 = 24’ pour un certain 1> 0 alors d, (4, B) < id, (4, B),

b) si B est p-disqué d,(I,(4), B) = d,(4, B).

Démonstration du lemme fondamental. a) Soit (s,) une suite
de nombres > 0, 4 décroissance rapide, fixée une fois pour toutes. Pour
toute partie P de , on pose 4, (P, U) = (P, U)+s,. La guite (6n(A, 0))
est alors aussi & déeroissance rapide.

Pour tout » > 1 soit m, = 28" ot my = 0,

Soit a; un nombre tel que A (4, < 0 < Oy, (4, U) il existe un
sous-espace L, de Z, de dimension < m, tel que 4 < ay U+ Ly et Qaprdy
la Remarque 6

L
(A) Ac Oy (4, U)2% (my +1)0T + (m,y +1Y (g -y By}

AvVeC @y, ..ry Wy e I(4).
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Posons B, == 4 et goib

1
(A;) Ba = [By—(my+1YTp{myy, ...y @1, } 1028, (By, U) (my+1)20,
B, est encore un borné de X ot

1
By & By(my+1)T, (By) = 27 (my +1)2T, (By).

Daprés la Remarque 7 on a done pour tout entier &

1
(A9) du(By, U) < 2% (my +1)0d, (A, T).

On recommence alors avee B,. On construit ainsi par itération une suite
(B de bornés de H telle que A = By, pour n>1

1
(M) By 278y (Buy U) (Mg 41U +(my +1Y Ly (@015 -y Ty}

avec Wnyy +-ey nm, € Ip(By)

1
(Apgr)  Brgy = [By— (M + 1T (@015 <y By } 1027 85 (B, U) (my +1)°T
et pour n 3> 2 et pour tout entier k> 0

Nl )

d(Byy D)< 27 [ (mi+1)0du(4, D).

]

(A)

4

b) Il et facile de voir que 6,G(B,,,; U) est 1ié & d,(4, U) pax une iné-
galité (A,) identique & Pinégalité (A,). o

Soit » un. entier > 1 donné, il existe deux entiers # et ¢ uniques tels
que 7 = Mg+ .. FMy_y i avee n=1 et 1< i< m,.

On pose alors 2, = 2"(m,+1)%,,;. )

Soit # wn point de 4, on va montrer que » appartient & I'enveloppe
disquée fermée de la suite (2,).

1 1 '
Daprds (Ay), ® = 4, -+ 5 bt + o 800 Y€ By yy b€ 2m + 1) X
XL {Wyyy 00 wt,m,}‘

1
Alow Sty -4 o,
lovs oy

"o
Dinégalité (A,') pour k = m, on a done ye 2"!]1 (my+1)%8,, (4, U)T.
Compte tenu de la forme de la suite (m,), une majoration simple

1
. 217' by I'({2,}) ot Yy, €22 (m,, +1)%,, (B,, U) U. D’aprés

l-kd! X
permet de voir que ¥, e (m,)? “omn(A,, U) U et, comme la suite (3,(d, 7))
est b décroissance rapide, ¥, -0 dans B. . .
¢) Reste & montrer que la suite (2,) est & décroissance rapide.
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Pour r =me+ ... +my_;+14, 1 <i<m, on a
P = (Mgt o My +6)°2" (1),
done 7°z,¢ (Mo+ ... +My_y+14)°2%(m,, +1)40, (B,,).
Daprés les formules (A,) et (A,_;) pour k = m,_,, il vient
-1 N

rgenmi22 P [ [ (mg1)06,, (4, U)U.

gl
L& encore, compte tenu de la forme de la suite (m,), il est facile de
voir que

EIEVRE FRE RS

%€ (My_y) £ 4,0)0U.

La conclusion résulte du fait que la suite (4,(4, U)) est & déeroissance
rapide.

M1

§ 3. Conséquences du lemme fondamental,

TeEOREME 1. Lo bornologie de wvon Newmann @un evi localement
pseudo-conveze nucléaire est convewe.

Preuve. 8i B est un borné de cet evt B et U un voisinage de 0 de B,
qu’on p‘eut prendre p-disqué pour un certain p, la suite (@.(B, T)) est
& décroissance rapide. 8i N = () AU, si By désigne Pespace vectoriel

. A>0

sous-jacent & E, muni de la p-semi-norme jauge de U et @: Ty - Ffl
N

a.lors-l—\; est p-normé, sa boule unité est p(U) et (dn(qo(B), q:(U))) est
a décroissance rapide. D’apres le lemme fondamental, la partie bornde
@(B) est & décroissance rapide dans ’espace localement p-convexe iE—g—

Son enve}oppe disquée est alors bornée ([14]). Il existe done un A > 0 tel
que T(tp(B)) = (p(]’(B)) < Ap(U) done

I'(B)c AU+N < AU+AU < 297,17,

Comme un evt métrisable dont la bornologie de von Neumann est
convexe est localement convexe ([9]) on a le

CoROLLAIRE 1 (réponse & la question de S. Rolewiez). Tout evt locale-
ment pseudo-convexe méirisable et nucléaire est localement comwvere.

'Et. comme tout evt localement pseudo-convexe nucléaive ost limite
projective dune famille d’evt localement pseudo-convexes métrisables
nucléaires, on a le :

COROLLAIRE 2. Tout evt localement pseuds-convewe nucléaire est locale-
ment convexe. ‘

icm

Lia convewité des topologies et bornologies dams les espaces mucléaries 187

On peut donner les définitions suivantes, généralisant celles de [4]
et de [8]. Une suite (£,,) est diamétrale dans un evb E si, pour tout borné 4,
il existe un borné B avec d,(4, B) < &,.

Un evb complet est nucléaire §’il existe un > 0 tel que la suite
((n+1)% soit diamétrale. Alors pour tout > 0, la suite ((n-+1)~%) est
diamétrale. )

Un ovb complet est dit uliranucléaire il admet une suite diamétrale
4 déeroissance rapide. ‘

Binfin, un evt est co-nucléaire si sa bornologie de von Neumann es
nucléaire.

CoronLAIRE 3. La bornologie de von Neumann d'un evi localement
pseudo-convewe co-nucléaire est conveme.

En offet si B est un borné et U un voisinage de 0, il est facile de
voir que la suite (d,(B, U)) est & déeroigsance rapide. Le résultat est
alors fourni par la preuve du Théoréme 1.

EBn particulier tout evt localement pseudo-convexe co-nucléaire métri-
sable est localement convexe.

TutorbME 2. Tout evb séparé pseudo-conveve ultranucléaire est convewe.

Preunve. Pour tout borné 4 il existe un borné B, qu’on peut prendre
p-disqué pour un. certain p, tel que la suite (dn (4, B)) soit & décroissance
rapide. Il suffit alors d’appliquer le lemme fondamental dans lespace
p-normé MHy.

TukoriME 3. Tout evb séparé p-conveme nucléaire est convewe.

Preuve. Un tel evb ost limite inductive bornologique d’une famille
d’evb p-convexes nucléaires & base démombrable. Chacun de ces evb est
“p-Silva”, et evt “p-Silva” qui lui est associé est localement p-convexe,
conucléaire. La conclusion résulte alors du Corollaire 3.

§ 4. Cas des ovt de Schwartz. Les résultats précédents ne sont plus
vrais dds qu’on prend des espaces plus généraux tels que les evt de Schwartz
localement pseudo-convexes (méme métrisables) ou des evb de Schwartz
(ot méme do Silva) pseudo-convexes.

On trouvera dans [8] un exemple d’evb de Silva pseudo-convexe
non p-convexe quelquesoit p (0<p<1). Voiei un exemple d'evt de
Schwartz métrisablo localement pseudo-convexe non localement p-convexe
quelquesoit p (0 < p = 1),

On prend une suite (p,) do nombres décroissant vers 0, 0 < p, < 1.

&
Soit w, =1, =1y, tolle que u, (&) = (LT:») ol &, > 0 est donné. Il

est facile de voir que w, est compacte. On pose alors

By = {(w,m), wely,  ne N*}  avee (w,n) = (2, )
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si n'>n implique % = %, ... %,y_;(@'). On identifie les couples égaux
et on met sur B, les opérations algébriques suivantes, qui en font un espace
vectoriel 8i & = (z,n), n = (¥, m), AcR et n=m

E4n = (@, 1)+ (Yy M) = (thy .. 2y (2), M) +(y, m)

= (- s @)+, m)
et A& = (lz, n).
8i on pose B, = {(x, n)e B} pour »> 2, la suite (B,) est une suite
décroissante de sous-espaces vectoriels de B,, T, étant vectoriellement
isomorphe & lp,- Sur B, on introduit par transgport la p,-norme

(@, Wy = [l -

E, est alors un espace p,-normé complet dont le module de convexité gt
P, ©b les injections canomiques i, = B, ,, - %, sont compactes. Si B

= () B, est muni de la topologie limite projective, B est un espace de
n=1

Schwartz localement pseudo-convexe métrisable complet, non réduit

4 (0). ¥ n’est localement p-convexe pour aucun o i on choisit les ¢, tels
+00

que 3 &, < +oo.

n=1
En effet, on peut voir facilement que le module de convexité de B,nH
muni de la topologie induite par B, est p,. D’autre part si on choisit Ty
+o0 1
tel que 3 &< 1 et que Pu, (; —}—1) <1, pour n < n, il n’existe pas de
=g
A> 0 tel que I',(AS,NE) Su, NE, 8, représentant la boule unité de F,,
sinon le module de convexité de B, NE serait > p ce qui contredit les

1
1 <p. Pour n>n,, sie =(&;) avec Epy =1 s
— 41
vy

inégalités p, <

k=j 15{,,,,- =081 & #j. (e, n)e 8, NE pour tout entier % et sxi on pose

1 .
Yg = Z_Tgm on & (Yg, n)e I, (8, NE) mais
k=1 KI'

K

L e —

Jemel —
K P Ilengtetog—1)op,

1
- = S
> Zlno( “"0+m t "n-—l}

Dfms le dernier terme de cette inégalits, Vexposant est pogitif done
KanIrl Myzs n)ln, = + oo et pour tout 2 > 0 et tout entier % on a Iy (8, NH)

& A8, N B. Comme (A8, N H)s nen» €56 une bage de voisinages de 0
de B, E ne peut étre localement p-convexe.
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§ 5. Aulres caractérisations des evt nucléaires non localement convexes.
B. 8. Mityagin & donné dans [10] plusieurs définitions possibles d*un espace
localement convexe nucléaire et a montré qu'elles étaient toutes équival-
entes. Oes définitions penvent étre facilement généralisées 4 des evt quelcon-
ques. Lo probléme se pose de savoir si leur équivalence est encore vraie.

Hn suivant pas & pas les démonstrations de ([10], § 2 et § 3), on peut
démontrer les résultats suivants:

Pour deux parties A ot B d’un espace vectoriel, posons N (4, B) da
borne inféricure des nombres N tels qu'il existe @y, ..., aye B avee

N
U (@+B)> 4.

Jow)
o loglogN (4 .
Soit g(4, B). = lim. 9&9&-»%-@“1 ot lol, = inf{t> 0, ve t}.
&0 ]Og' ’:

8i B est un evt localement p-convewe, les assertions suivantes sont équiva-
lentes:

a) B est nucléaire.

b) Il ewiste une constante O (0 < 0 < - co) telle que pour tout voisinage
U de 0 il ewiste un votsinage V de 0 avec o(V, U) < 0.

¢) Pour tout voisinage U de 0, il ewiste un voisinage V de O et une suite
(w,) de T tels que 3)\w,ly < oo 6t V soit contenu dans Venveloppe 1,-disquée

1w

de la suite ().

84, de plus, I est métrisable, les assertions précédentes sont équivalentes
aux swivantes:

) Il ewiste une constante O (0 < € < -+ oo) telle que pour tout compact K
et tout voisinage U de 0 on ait o(K, U)< C.

e) Il existe o> 0 tel que powr tout compact K et tout voisinage U de O
on ait limn nd, (XK, U) = 0.

P b 0

Un evh localement p-convexe vérifiant une des conditions précé-
dentes ext alors localoment convexe.

Soit 1) wn evt métrisable et 0 < p < 1. 8%l ewiste une constante 0 (0 < C
< o0) lelle que powr tout compact I de B et tout voisinage U de 0 on ast
(T (K, 1, (1)) =2 O, alors pour tout voisinage U de 0, il en ewiste un auire V
tel que o(I,(V), I(T) =< 20.

T conjonetion doe ces vésultats ot dulemme fondamental fournit la
réponse & un deuxidme probléme posé par 8. Rolewicz au Colloque
d’Analyse Fonetionnelle de Bordeaux 1971 (voir [13], Probléme 8), & savoir:
il nexiste pas ‘espace méirisable localement pseudo-convexe et non
localement convexe qui véritie la propriété e).
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Factorization of compaet operators
and applications to the approximation problem”*

by
T. PIGIEL (Warszawa)

Absteaet. In the prosent, paper we give necessary and sufficient conditions for
a Banach space Z to have one of the following factorization properties: (i) every
compact operator, which can bo uniformly approximated by finite dimensional opera~
tors, admits a factorizution through Z, (i) any compact operator admits a factorization
through a subspace of Z.

As a congoquence wo obtain, for example, that every compact operator admits
a compact factorization through a refloxive space. Hence the approximation problem
can bo reduced to the case of refloxive spaces. (It is a negative answer to one of Gro-
thendicel’s conjoctures.) .

Some relatod problems concerning Ty spaces and the traces of nuclear operators.
aro also congidered,

1. Totroduction. Iactorization problems for compact operators have
recently been treated by Johngon [4]. He discussed, however, only the
case of those operators T: X — ¥, which admit an approximation by
finite dimensional operators in the norm topology of B(X, ¥). We recall
that if cither X™ or ¥ has the approximation property (abbreviated a.p.),
then every compact operator in B(X » ¥) admits such an approximation.
Since the approximation. problem, i.e. the question “Does every Banach
space have the a.p.?”; is still open, it is not known whether Johnson’s
restriction is essential (1)

This resteiction can, however, be avoided if, instead of factorization
through # given space, one considers factorization through its subspaces.
Moreover, this approach permits us to obtain some new information con-
corning tho approximation problem. In particular, wo obtain the result
that the approximation problem and the question “Does every reflexive
Banneh spuco have the wp.7* aro equivalent. This shows that not both
of the conjectures formulatod in [2] (chap. XI, p. 135) and [7] can be true.

* "Chis papor is o part of the author’s Ph. D, thesis prepared under the guper-
vikion of Profossor A, Polezydski o the Warsavw University.

() Added in proof. Tho spproximation problem has recently been solved
(in the nogative) by P. Enflo. (His remarksblo paper 4 counterexample to the approxi--
mation, problem will apposr in Acta Matl.) Some later related results are mentioned
at the oud of the presont papor,
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