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The main result of the paper [5] says that if M is a maximal ideal
of a commutative Banach algebra ./ belonging to its Shilov houndary
I'(s2), then M consists of joint topological divisors of zero (for the defi-
nition and properties of the Shilov boundary cf e.g. [4], the only property
we need here is that I'(</) is never void for a commutative Banach algebra
with unit element).

As a corollary to this result we obtain the solution of the mentioned
above problem of Dash for an arbitrary complex Banach space X.

TamoreM. Let X be a complow Banach space and A, ..., 4, an n-tuple
of pairwise commuting elements of L(X). Then the joint approximate point
spectrum o, (Ay, ..., A,) is @ non-void subset of O".

Proof. Let o7 be a commutative closed subalgebra of L (X) containing
the elements A;,..., 4, and the identity operator. Let f be a multipli-
cative linear functional in I'(#7) (we identify the multiplicative linear
funectionals with their kernels). It is sufficient to show that (f(4,), ..., f (d,))
belongs to the joint approximate point spectrum o,(4,, ..., 4,). We put
% =f(4), 4 =1,2,...,m, so that 4;—2,T belong to M =f1(0) and
thus by the main result of [5] there is a sequence of operators (0y) = 7,
10l =1, such that

lim (4, —2I)0, =0
k

n - f

for i =1,2,...,n If we had > By(d,—#I) =1 for some B;eL(X),
=1 .

then multiplying both sides by € on the right we would obtain

"0 = D) By(dy—#,1)0y;
i=1
this is impossible since the right hand tends to zero when % increases to
infinity, while the norm of the left hand equals to one for every k.
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Uber Greensche Funktionen
singuliirer elliptischer Differentialoperatoren

von

BERND LANGEMANN (Rostock)

Zusnmmenfassung.  Die Arbeit enthilt einen Satz tiber die Einbettung des
Raumes W5, (Bn) (Sobolev—Raum mit Gewichtsfunktion) in I,(R,) und eine
Aussage tiber die Zugehbrigkeit der Greenschen Funktionen von singuldren elliptischen
Differentialoperatoren zu Réumen W;F,W,w (By X By), wobei & nicht notwendig ganz-
zahlig isb,

0. Riner Bemerkung von H. Triebel [13] zufolge, wird untersuchs,
unter welchen Voraussetzungen sich die Umkehroperatoren von singuléren
elliptischen. Differontialoperatoren als Integraloperatoren schreiben lassen
und welche Bigenschaften die Greenschen Funktionen dieser Operatoren
besitzen. Grundlage der Uberlegungen ist die Ungleichung

Gy, |W1!W§m

iy l4u] < ¢, Il 2m
e n

 a(2)(Ry)”
deren Giiltigkeit fitv die Operatoren @™ = (—«A+q(m))”’, q(») =1,
m=1,2,..., und 4 = 3 a,(#)D° N(A) = {0} bewiesen wird. Die
al=sam ,
Koettizienten a,(») von [.fll unterliegen einer Elliptizitéitsbedingung und
diirfen zusammen mit ihren partiellen. Ableitungen , nicht zu groB” werden.
Der Kooffizient a,(w) stimmt im wesentlichen mit g(»)™ iiberein. Beide
Operatoren werdeon im Raum L,(R,) betrachtet und sind fiir Funktionen
aus OF (R,) definiert. Das Definitionsgebiet kann zu dem Sobolev-Raum
mit Gewichtstunktion Wi, (R,) ausgedehnt werden. Mit Hilfe dieser
Ungleichung kinnen bekannte Kigenschaften von @™ auf A iibertragen
worden., Aly Zwischenergebnis ovhdlt man dabei unter der Annahme,
dafl wich g(w) fie groBes |@| wio |of, &> 0, verhilt, eine Aussage {iber
die Zugehtivigkoit des Rinbettungsoperators von Wik, (R,) in Ly(R,) zu
Klagsen von vollstotigen Operatoren s, ,. By erweist sich, daf der Um-
kehroperator A4 ' genau dann aly Integraloperator mit einer Greenschen
Tunktion & (i, y) e Ly (R, x k,) (Hilbert-Schmidt-Operator) geschrieben wer-

% 2 e s
den kann, wenn die Bedingung 'm/:>~}1~ (1 - "{) erfilllt ist. Ist moch
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n
4(1— =)
Sobolev-Réumen Wi'aty . (B XBy). Diese Réume sind nach dem
Verfahren von Peetre [10] als Interpolationsriume zwischen L, (R, x R,)
und W o1 o (Bo X B,) erklirt.

1. Einige Ungleichungen. Der reelle euklidische n-dimensionale Raum
wird mit R, bezeichnet, ® = (@, ..., #,) ist ein allgemeiner Punkt dieses
Raumes. a = (ay, ..., a,) heillt Multiindex, wenn a;, ¢ =1,..., %, nicht-
negative ganze Zahlen sind. < a bedeutet f,< a; fir ¢ ==1,...,n,

n
anBerdem ist a-+f = (ay-+P1, -r-y -+ fa), la| wi}_; a;. Wie iiblich schreibt

lal

m > (1+ -2—), 0<x<1, so gehort G(z,y) zu ,,gebrochenen”
s

0
man D* als Ankiirzung fiir die partielle Ableitung e
@

o O

Unter 07 (R,) (*) versteht man die Gesamtheit der komplexwertigen,
in R, beliebig oft differenzierbaren finiten Funktionen. L,(R,) (1) ist der
Hilbertraum der in R, komplex-wertigen, meBbaren Funktionen % mit
[ lwl*de < co. Norm und Skalarprodukt in L, werden mit I 1l bzw. (,)

bezeichnet. Hs wird eine in R, erklirte, reellwertige und beliebig oft
differenzierbare Funktion ¢(x) benotigt, fiir die folgende Voraussetzungen
gemacht werden:

(i) q(2) =1 fir geR,,

(i) |D*g(e)l < Kq(a)+', o <},
(ifi) g(a) - oo fiir [5] - oo,
(iv) als Verschirfung von (iii): 0 < ¢, < Cyy $> 0,

K unabhingig von a,

e (lel +1) < ¢ (@) < 6y (lol° +1).

DerINITION 1. Der Raum Waraw (By) (1) ist die Vervollsténdigung von
Oy in der Metrik || ||,

1) Il = [ 3 1Dulrq (a1 do,
Ry, |al<m
tir g(2) wird (i) vorausgesetzt.

Dieser Raum (Sobolev-Raum mit Gewichtsfunktion) ist identisch
mit dem bekannten Sobolev-Raum W', wenn ¢(w) auch nach oben be-
schrinkt igt. Werew 186 wegen [ull, > |u| in L, einbettbar.

Fir ue OF wird eine zweite Norm betrachtet:

ol = [( 3 0w+ g™ jup) ao.

By lal=m

2)

(*) Der Zusatz ,,R,” wird im folgenden weggelassen.
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Banz 1. Genilgt q(x) den Vorausseteungen (1) und (ii), o sind die Normen
|l und | |lo douivalent.

Beweis. By ist das Bestehen der Ungleichung o |jull, < ez < fleely,
0 < ¢y, ue 05 zu zeigen. Die rechte Seite davon ist klar, Tst 1 <lal<m—1
und bezeichnet 7 einen Multiindex mit [y = 1, fiir den 4 < a gilt, so
ethilt man durch partielle Tntegration, da Randintegrale wegen 4« oy
nicht auftreten

m(la]=1) | me-(lal 1)

f (DA (@)™ dp = — f D=1 Drtn g (@) 3 3 o
iy, By
— fD““”ﬁD“uD"q(m)’”"“' dw.
#,

Benutzt man zur Abschitzung der beiden Integrale aut dér rechten Seite
die elementare Ungleichung

3) |AB| < 8|A|*+0,(Bl%, >0, 0, » oo fiit & —0
?

‘sowie zur Abschitzung des zweiten Integrals die Formel

|'an(w)m—-lall < K‘g(m)wmw’
die aus (ii) folgt, so erhdlt man
[ 1D ulpg (@)1 do

By
<e fl])a-wulaq(m)m-«(lal-d-a.)dw_1_0‘ f LD“""%I”Q(w)m'Ual_l)dm.
i, By,
Das mit 0, multiplizierte Integral wird auf die gleiche Weise weiter ab-
geschdtzt. Summiert man dann alle Ungleichungen fiir 1 < laf <m—1,
so folgt fir geniigend kleines &

(4) 1D u|2g (@)™ 1 do

By, 15 |alscm—1
<é
2
Daraus ergibt sich die Ungleichung o |ull, < [lull;. Wie aus dem Beweis
ersichtlich inty, gilb (4) auch fir q(w) = 1 ([L], Satz 3,4, S. 25).
Mit || ”W:"zna(w) goll irgendeine, zu | ||, dquivalente Norm des Raumes

Wiy omeint sein, dabei werden. £iiv g(w) die passenden Voraussetzungen
gemacht,

Im Reum L, wird jetzt der Operator @ = — A4-q(a), D(Q) = 02 (%)

betrachtet. 4 bedeutet wie iblich den n-dimengionalen Laplace-Ope-

" 0%

rator ; % i

(*) D(R): Definitionsgebiet von ¢

\D*ulrdw+ 0, [ gla)™ u|*do.
Ry

3 ~— Studla Mathematica XLV.8
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Satz 2. Sind fir q(x) die Vorausseteungen (i), (il), (iii) erfillt, so gilt
fir we CF, m =1,2, ... dic Ungleichung

(5) 01”““ < (@Mu,uw) <

7, q(w)

0z”u”Wm y 0 <oy
(@)
Beweis. Bezeichnen ={"(—4,q(®), » =1,...,(}) alle verschie-
denen Permutationen von % Elementen (—4) und m — & Elementen ¢(a)
s0 erhillt man durch formales Ausrechnen

‘mh

(@™ w, u) =22 (e (—
. k=0 el

Die einzelnen Skalarprodukte werden durch partielle Integration und
durch Differentiationen in mehreren Schritten umgeformt. Hs folgt fiir
das einzelne Skalarprodukt:

4, q(@))w, u).

f(( Arg(a)s .. (— A)mg(@fmujzde = f Z q (@)™ ¥ | D% u|2dew --
By Ry, laj=k

m
+ [ D up, (Du) (DT ”(D”“’g(m)‘t)dﬂv,(")
Ry, lal, ||k F2)
lﬂ|+|ﬂH|'|1‘|==2k
Sitetin =k, bttty =m—k, y = yW ™ (Multiindex),

64,5,y Datiirliche Zahlen.

Das zweite Integral (mit £, , abgekiirzt) 1ift sich mit Hilfe von -

|D? g ()| < Kq(o)t " < eq(a) 4 C,, & > 0, abschitzen. Die linke Seite
dieser Ungleichung folgt aus (ii), die rechte Seite ist wegen 1 < |y], ¢ < %
und (iii) richtig.

<K [

[D%u| | D gy *to?l g

P la} ﬁlﬂﬁ%?ﬁﬂk
N m—|p|

<e [ 1D ulg(e) 3 1DPulq (a)" 3 o
B lallAlsk .

+0, [ D \D*ul 1D ulde <

By o), 1<k
<e [ D IDulrgl@)™ ¥ dw+C, f ultdo (%), &> 0.
Ry, la|<k

Der letzte Teil dieser Abschitzung folgt nach (3) und (4) (fiir q (@) ==1).

(*) Konstanten werden oft mit gleichen Buchstaben bezeichnet, ohne daf
numerische Gleichheit ausgedriickt wird.
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m-1 (%)
Tir £ = > 34, erhilt man daraus
Jom=1 peml
< Bl!ullwm +0 iz, &> 0.

Dies fithrt zusammen mit (Q"‘u, u) =

Ak | S rraer et
zum Beweis der linken Seite der Unglelchung (5) Wenn ¢ klein genug

gewihlt und (@™ wu, w) = |lu||* berticksichtigh wird. Die rechte Seite von (5)
ist klar.

Bemerkung. (b) bleibt richtig, wenn statt (ii): g(x) <
eine entsprechende Abénderung des Beweises zeigt.

Da @ ein symmoetrischer Operator ist, kann (5) auch ih der Form

1™ ull <

K gilt, wie

(6) Al < lttlyn 5 0<0

geschrieben werden. Es wird gezeigt, daf fiir den (elliptischen) Operator

4= Y a@)D, D) =0

|af 2
eine entsprechende Ungleichung gilt, wenn die a,(v) gewisse Eigenschaften
besitzen.

Die Koeffizienten a,(x) sind komplexwertige, beliebig oft differenzier-
bare, in R, erklirte Funktionen mit folgenden Voraussetzungen.:
(v) Fiir |a| = 2m ist a,(®) gleichmiBig stetig und mit seinen par-
tiellen Ableitungen big zur Ordnung 2m beschrinkt.
(v) Re 3 (—1)"a,(0)" > cléf™, ¢> 0 (%)

|a]es2m

gung, A heiBt gleichmifig stark elliptisch [3], 8. 28)
(vil) Tir |a| < 2m—1 gilt |, (@) < Kg (@)™ Hd-74, ¢ > 0.
(viii) oq(@)" < ap(w), 0> 0.
(ix) PFir |y <4m und o) <

(Elliptizitédtsbedin-

2m gilb

’m-“"'“‘"l U’I'J'|
)

| DY g, (@) < K g
Fir die in. (vili) auftretende Fonktion g () w1rd (i), (i),

o< 4.
(iii) vorausgesetzt.

Man kann g(s) = l/ao(w wiihlen. o
Sarz 8. Erfillen die Koeffizienton von A die Voraussetzungen (v)
bis (ix), so gilt fir we COF

< Aul -+l < 0<0

(7) ulllgm

(*) Re: Realteil, &+

el o
a0

-, 62 R 8
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Beweis. Schreibt man Au = Lu -+ Ru-+- ag(w)u, wobei L alle Ablei-
tungen der Ordnung 2m und E alle Ableitungen niederer Ordnung enthalt,
go ist

[ Adu|? = (du, Au) = ||Lu|®+ 2 Re(Lu, a(z)u)+

+lao@ulp+ [ 2

i A
1=<|a|+s ls;Mn 1
[1&] 18| <2m

a, (%) ay(0) D*uD" % du.

Die rechte Seite der behaupteten Ungleichung folgt daraus unter Benut-
zung von (3), (v) und (vii).
Wegen (v) und (vi) gilt nach [3], Satz 2:

(8) Oyl o < 1El® + [fuf® < ol im? 0 <o

W2m
Auf Grund von (v) und (vi) ist die quadratische Form (Iw, v), ve 0,
gleichmiBig stark elliptisch und es sind alle Voraussetzungen der Gérding-
schen Ungleichung erfiillt, [1], Satz 7,6, 8, 78:

(9) Re(Lv, v)+o.l]* = 0y HWH2 01 6> 0,

Dag in der Zerlegung ( (I/E;Ew )u), l/ao(w )

(Luy ag(@)u)+#  auttre-
tende Restintegral

V () (@)Y ay () (D*PV ay (@) %)) (D" u)ide
Rn |u1-2m

f<a

1aBt sich abschétzen, wenn man ID"‘“ﬁl/wo(m)l<Kq(m)'zn1“'““"'"|ﬂ‘), als

Folgerung aus (ix), verwendet:

m m
MISE [ 3 q@)Tq@) """ D jujde
R, la}—im

<elll om0,

2am
P a0

Dabei wurden fiir die rechte Seite noch die Ungleichungen (3) und. (4)
a1
sowie q(2)" 0= L eq(@)™ T 40, (wegen |a|— IB]>0, o< § und

(iif)) herangezogen. Zusammen mit (9), fir v = Vag(w)ue 07 und
WV ao(@)ul < E fq(w ™ lul2de < o fq(m)""‘|u|”dw-l—0 f o[ dv
folgt daraus

- {(10) 2Re(Lu, ay(a)u)+ 0, [u]? > ——e|m||W2m , &> 0.

2,0(z)
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Durch #hnliche Rechnungen wie oben erhilt man unter Benutzung von
(4) fir g(o) =1:

- l f lal, |B]=<<2m

ﬁ
™ 1)al|g<am—-1
llal—16][-<2m

@y (@) a5 (2 )-Da’“Dﬁ'”'dW <elwl gm O lull®.
LT

Geeignete Zusammenfassung von (8), (10), (11) fithrt dann zum Beweis
der linken Seite der Ungleichung (7).

SArz 4. Far A, mit den Voraussetzungen von Satz 3, gilt die Koerziti-
vitdtsbedingung

(12) Re(du, u) -+ oy lul® > o, ] 01,0,> 0, ue 07,

Wm (m)7
Beweis. Fir .4 wird dieselbe Zerlegung wie beim Beweis von Satz 3
benutzt. Aus (9) und den Relationen

(ao@)u, u) = ¢ [ g@)"u*dw, ¢ >0 und |(Bu,w)|<slullm +0clul®
y, 2,9(x)
folgt die Behauptung. -
Bemerkung. Die Sétze 3 und 4 gelten auch fiir A* A* ist der zu 4
formal-adjungierte Operator.
D aptu= > (-
|a|=2m |al<2m
2. Einbettung von W%, im IL,. Der Operator Q = —A+4g(a),
D(Q) = Cf ist wesentlich selbstadjungiert, wenn ¢(») die Voraussetzung
(i) erfiillt, [5], 8. 95. Das bedeutet, da8 der Operator @, die AbschlieBung
von @, ein selbstadjungierter Operator ist. Nach [7], wenn fiir ¢(«) noch
(ii) erfilllt ist, sind dann auch die Operatoren @™, m = 2, 3, ... wesentlich
selbstadjungiert. Daraus folgt, daB @™ = @™ selbstadjungierte Operatoren
sind. Nach Satz 2, Ungleichung (6), ist dann das Definitionsgebiet D (@™}
von @™ der Raum Wile, @™ wll, ue Wit ist als Norm in diesemn Raum
verwendbar. Trfillt ¢(s) auBerdem noch (iii), so besitzt §, und damit
auch @™, ein reines Punktspekirum, [4] oder [3], 8. 230, dh. sein Speltrum
besteht nur aus Higenwerten endlicher Vielfachheit, die sich nicht im
Endlichen hiufen. Da auBerdem §™ positiv definit ist und sein Definitions-
gebiet im Rawm I, dicht liegt, denn OF liegt in I, dicht, [3], Lemma 1,
folgt aus dem Satz von Rellich, [9], 8. 335, in Verbindung mit (6), daB
jede beschrinkte Menge aus W“,a(w) in L, folgenkompakt ist. Der Ein-
bettungsoperator, der jedes Element aus Wi%., in sich iiberfiihrt, das
aber dann als zu L, gehiorend angesehen wird, soll mit I bezeich-

Ay = 1) D*(a,(@)u), D(4*) = OF.

Wyt
net werden. Nach den obigen Betrachtungen ist dieser Operator voll-

stetig. Bin vollstetiger Operator kann durch ausgeartete Operatoren
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approximiert werden. Es bezeichnet .f(]l H) den Ring der linearen
beschrankten Operatoren, die den Raum H' in H abbilden (Banachraum
mit der iiblichen Norm). R(K) sei der Wertebereich des Operators K.
Nach [6], 8. 46 werden Approximationszahlen s;(7°) eines vollstetigen
Operators 7 aus % (H' H) wie folgt definiert:

$j11(7) = inf
K2, )
AR <)

W~ Elew,m, J=0,1,...

Unter Benutzung dieser Approximationszahlen wird die Klasse der voll-

stetigen Operatoren unterteilt in Klassen s, ,(H', H) (%) [14], Def. 2
SArz 5. Geniigt q(@) den Bedingungen (i), (ii), (iv), so gehort der Bin-

bettungsoperator I wim, — Ly zur Klasse s, (ng’;(m) vLig), aber ey

Bate) (vt oo
gehért micht zu s_,,_( +i) v (Witt@s La) fir 0 <p < 00, ¢> 0 dst der in
am 8]

(iv) aufiretende Bxponent.

Beweis. Bezeichnet Z(t) eine beliebig oft differenzierbare Funktion.
der reellen Veriinderlichen #mit Z (1) > 0, Z(¢) = 0 fir [f| < %, Z(1) =1
fiir [t > 1, so erfiillt ¢,(#) = Z(|2|) [#|°+1 die Voraussetzungen (i) big (iv).
Es wird zuerst die Richtigkeit der Behauptung fiir dieses spezielle ¢,(w)
gezeigt. Bezeichnet 1,(Q), j =1,2,..., die Bigenwerte von @, so gilt
nach Formel (6) und [14]

8; (I = 2;"H@™) = A-™(]).
Tyan, ) =570 = 5@
Die Verteilung der Rigenwerte von @ ist bekannt. Fiir N (4), die Anzahl
der mit ihrer Vielfachheit gezihlten Bigenwerte von @, die kleiner aly 2
sind, gilt die asymptotische Formel fir 1 — oo, [12], 8. 212:

¥ =0 [ (A—g(@)®dw(Ll+o(1)),

Zglw) <A

0> 0.

Das"Integml wird durch Einfiihren von Polarkoordinaten berechnet. Fiir
gentigend groBes A gibt es dann zwei Konstanten 0 < 05, << 0y Ml

n.n nn
(13) 0 ' PN ()< edt o,
r b p
) 5q,p(H', H) = | 7|7 e2 (B', H), vollstetig Z R KT < o), g: P <o,
= < o,

4 ’ l
Sq,00(H', H) {.T]ﬁ"s.Z’(H H), vollstetig aup sk( T < oo}, 0<g<oo.

F=1,2,
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" Die Bigenwerte 3; von @ kénnen mehrfach auftreten. Nimmt man an,

daB Ay < = Ay = ...
von N (4):

Ny =
fiir &> 0, ¢ geniigend klein. Aus

= Aip1 < Ayiprs 1220, 50 ist nach Definition
‘ =N(z’i+l) =‘7_1 und N(qu-l"l'&‘) =]+l
der Abschéttzung

_;!_ 1 (n+n)1
Jjeam (.7"|“l)q Ml =N (hyyte )] 114";<02(31H+8) i

folgt fiir ¢ =~ (l +——) und & -0 gleichméBig in j: j¢ A, < ¢,. Das erglbt

den ersten Tell des Satzes. Zum Beweis des zweiten Teiles wird die Achse
der reellen Zahlen j fiir j > 1 durch [o, '), v = 0,1, ... in Intervalle

noon

wachsender Liinge eingeteilt. Bs wird a? ¢ = 2(;—2gew'a:h1t dabei sind ¢,

¢, die Koeffizienten aus (13). Aus o’ < 4 <<a’* folgt § > N(a’) = 6,0 Car -9)

Die Anzahl der Eigenwerte im Intervall [a’, a’*') 148t sich nach unten
abschiitzen:
(+3)

e =)

N(a'+)—N(a") = o0 = 6,0

2
Fiir ¢ = _ﬂ( + —;) und p > q folgt daraus

0 32__1 oo 3_1
le—-mﬂja — Z‘ A
=1 v=0 a¥<dj<a’t+!

OISR T
> GZZa"(""' ymp g T8N (N (@) — N (@) = oo.
p=0
Da 544 < 8, Hir p’ < p, 5o gilt dieses Ergebnis fiir ¢ < p < oo
Nimmt man jetzt statt g,(») ein ¢(x), fiir des allgemein (iv)* ~gilt, so
folgt die Richtigkeit des Satzes aus der Beziehung
< (I < 6y8(T
a,,(x)—rLo) 1( Wa.q(z)—u;z) : j(
3. Singuliive elliptische Differentialoperatoren. Aus dem Bestehen der
Ungleichung (7) konnen fir den Operator A = > a,(x)D" dessen

algam
Koeftizienten die Voraussetzungen (v) bis (ix) erfulllen, einige Schlubfol-
verungen gezogen werden. Hs folgh, dafl A eine Abschheﬂung A gestattet
(D(4) = Wi, und dal E(4 ), der Wertebereich von 4, eine abgeschlos-
sene Menge, somit ein Teilraum von L, ist, denn dle Einbettung von.
Wi in Ly ist kompakt, Bs soll im fo'genden mit A stets der abgesehlos-
sene Operator gemeint sein. Setzt man voraus, daB N (4) = {u|lueD(4),

018y (-T am .
Wz. Gg(oe)~rLg
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Aw =0}, der Nullraum von 4, nur aus dem Element 0 besteht, so gilt
anstelle von (7) Ungleichung
0<e¢.

(14) oy [lul] )< lMull < ca il

W;,n; (2 sz’;(m) ’
Die rechte Seite ist klar. Die Richtigkeit der linken Seite wird indirekt
bewiesen. Man nimmt an, daB es cine Tolge {u,}, u,eD(A) gibt mit

Woull o =1 und At <.
(73

2m
Wﬂ, a(z)

I i
2,q(x)—~+Ly
in L, konvergiert. Die linke Seite von (7) zeigh, daB {u,} dann auch in
Wiy konvergiert. Bezeichnet u das Grenzelement, so folgt aus den
Voraussetzungen Aw, - Au = 0 und damit % == 0, was zum Widerspruch
fithrt.

Aug der Koerzitivititsbedingung (12) und [1], 8. 102 (das dort zi-
tierte Theorem 8,5 kann auf den hier vorliegenden Fall iibertragen. ‘werden)
folgt dimN (4) = dim N (4*). Somit ist N(4%) = {0} und fir 4* gi
(14) ebenfalls.

Nach [8], 8. 804 besteht der Zusammenhang L, = N (4)@R (4%
= N(A*)DR(4), wobei @ die orthogonale Summe bezeichnet. Deshalb
ish B(4) = R(4") = L, und es existiert der zu 4 inverse Operator A~
Dieser ist auf ganz I, definiert. 4~* goll als Operator aus £ (L,, IL,) ver-
standen werden. s wird jetzt der Operator (A* 4) betrachtet, A* 4 ist
nach J. v. Neumann, selbstadjungiert und positiv definit.

(4 A ist iiber die Spektraldarstellung von 4* 4 erklirt. B gilt

ist vollstetig, deshalb kamn man annehmen, daB {u,}

(13) ldwl = (A" A)rul.

Aus (14) erkennt man D((A* 4 = ety Und daB (4* 4)* einen in-
versen Operator U besitzt, der auf ganz L, erklirt ist mit Werten in
Wi b, U gelisrt zu Z(Ly, Wihw). Verwendet man die Bezeichnung
(A" 4)~% wenn der inverse Operator als Element des Ringes % (L,, L,)
angesehen wird, so besteht der Zusammenhang

(A* Ayt =T om U.
UEHTONEN
Da der Einbettungsoperator vollstetig und U beschrénkt ist, so ist (4* 4)~+

vollstetig. Nach [6], S.47 kann man fiir seine Approximationgzahlen
die Ungleichung

willyam =A< asy @ ), 0<a,

2,0(2)>Ly 2,(@)~+Ly

herleiten, - Alg Folgerung von Satz 5 erhélt man damit
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Sarz 6. Fir den abgeschlossenen Operator A — D e, @)D D(4)
la|<2m
= Wit (%) erfillen dio Vorausseteungen (v) bis (ix), N (4) = {0},

gilt: (A" A)"% gehort 2ur Klasse Sn ( 2) (Lyy L), aber micht zur Klasse
gm g
S IR (Lg Lp) fiir 0 < p < 0. (A* A)* wird als Operator aus & (L,, Ly)
m\ T E ) :
angosehen.

Bemerkung. Satz 6 ist fiir (4 4%~ ebentalls richtig. Dieser Satz
gestatitet Aussagen iiber die Greensche Funktion von 4, Nach dem Satz
von Rellich besitzt A* A ein reines Punktspektrum, seine Eigenwerte
sind gréfer als Null. Bezeichnet ¢;, § = 1,2,..., die orthonormierten
Eigenfunktionen zu den Eigenwerten 12, wobei mehrfache Bigenwerte
mehrfach aufgeschrieben werden, d.h. 4*dgp, = Ry (Piy@y) = 844, 50
spannen die ¢; den Raum L, auf, wie aus der Spektraldarstellung von

A* 4 folgt. Aus pe D(A*A) = D(A) ergibt sich, daB P =-;—Arp,- sinnwvoll

1
ist. Man rechnet nach, daB fiir alle i v, Bigenfunktion von 44* zum-
Eigenwert A7 ist. Es zeigt sich, das {w} alle Bigenfunktionen von A4A4*
umiaft, denn aus der Annahme, daBf v y; éine weitere Eigenfunktion,
von A4 ist, also AA* y = j2y, lpl =1, 4 % 4;, folgb (v, ;) =0 fiir
i=12... BEs gibt wegen yeR(4) ein peD(A) mit v = Ap und aus

0 = (Aqa, %— A(m) == Ji(p, ;) erhilt man ¢ = 0 und mit y = Adp = 0 den
i '

‘Widerspruch.
Die Funktionen y; spannen also ebenfalls den, Raum L, auf. Wendet

oo 1 X
man A~ auf h= 3 (k, y)p;e L, an, 5o folgt aus A=y, = L die Dar-
stellung =1 i

ST

A7 :)J (b, -0
Datiir schreibt man symbolisch, wobei jetzt die Variablen hervorgehoben
werden.
A @) = [ G, y)h(y)dy

By

mit der Greenschen Funktion

]

1 ——
Glor9) = D)5 olo) ),
-
tiber die noch Konvergenzaussagen gemacht werden mﬁgsen. pie N »
te Partialsumme Gy (w, 4), wobei nur von 1 bis N summiert wird, ist
dagegen gofort sinnvoll.
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SATz 7. Ist A der Operator von Sate 6, 30 gehdrt seine Greensche If‘mkﬁon
Gz, y) gmom ou  den Definitionsgebieten der Opemtorm (A"‘A)2 8 und

< w <1, wenn l—n>~— (1—{— )gzlt

Do (4 4% (9, 0< yo

Beweis. Wendet man den Operator (A*A)E@JE (") auf Gy(w,y) an,
wobei (A*4)F iber die Spek’rralda,rstellung von A* A erklirt ist, so folgt

27%% @) 9 (y).

Aom ),
Fiir die Norm dieses Ausdruckes in Raum L, (R, >< R,) erhﬁylt man daraus

1
4" 4F0 B0 gy = > z

dm=]

((A*A)2 ® B)Gy (@, y)

Nach [6], S.46 sind die Approximationszahlen positiver vollstetiger
selbstadjungier’cel Operatoren gleich ihren Digenwerten, also & ((4*4)™%)

= Z Aus Satz 6 erhilt man dann, daf 2-—~

7 fiir ¥ — oo genau dann

konvergiert, wenn 2(1—x) > 5% (1 + '}") gilt. Das ergibt den Beweis des

ersten Teils der Behauptung Fir Be (44" ) kann alles genauso bhewiesen
werden.

4. Zugehérigkeit der Greenschen Funktion zu “gebrochenen’ Soboley-
-Ridumen. Bs werden jetzt die Definitionsgebiete der in Satz 7 genannten
Operatoren untersucht. Mit den Bezeichnungen des vorangegangenem
Abschnittes gilt: Die lineare Hiille & ({g}wy,s,...) bzw. 2 ({#ihimr,s,...) liogti 1m
Raum L, dicht. Nach [2], 8. 55 oder [11], §. 146 llegt.f({(pi(’ﬂ w,(y)h Jrdy e
dicht im Raum IL,(R,x R,). Die Aussage von Satz 7 kann unter den
dort angegebenen Voraussetzungen in der Form

(16) || ®L‘)G(m,y i|Lz(I?an?n)+H (Be —‘i.fl*) )G (@, )3

=((4*4yo B+ Bo 44" 6@, 9); (@, )}y x
T (B"G(w,y) G2, y) )L;(Rann) = ||B§G(m ’U)Hi,(zenxlemkw

mit B = A"'A ®@B+Be A A" geschrieben werden, wobei dag Zeichen =
die Normiquivalenz bedeutet.

Ly (1, % Ity

4= 3 @D, D) =W, .
|la|<<2m

(") Zu dieser Schreibweise velglelche man [2], 8. 55.
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DEFINITION 2. Der Raum A (»),
von 2 ({p;(@) 9 )}y jur,y,..) in der Metmk

<1, ist die Vervollstindigung

iy = 2 W @i V3)ryem i, (5 + 2.
4ol

@i, Pi; A #ind die Bigenfunktionen, bzw. Eigenwerte des Operators A
(Satz 6). " 9

Somit gehdrt G(w,y) genan dann zu 4 (x), wenn 1—x>—-(1 -}-—)
gilt, wie (16) und Satz 7 zeigt. dm s
Bs 1st nach den obigen Bemerkungen A(O) Ly (R, ><R) A (%)

= D(B”) das Definitionsgebiet des Operators B2 0<n
definit und selbstadjungiert.

Samz 8. Geniigt q(w) den Vorausselzungen (i) bis (iv), so sind die Riume
A(L) und Wi qm (BaX Ry) gleich.

Beweis. Die Formeln (14) und (15) besagen, daf der Raum W2™ @)
durch. [(A*A)bul, weWi,y normiert werden kann. Beachtet man dles, .
8o gilb fir [lggll = llpgll = 1:

(BoiPis PP rg(ryx iy T Wl i + ”%UWm( "
T [ {2 Din@wwi+ Die@nmr+

Rnxn” [a|-2m

1 B2 ist positiv

+Ha(@) + g )™ lps(o) vy ()12} dwrdly
(o0, @ay .+ mmyl, yn) bezeichnet den allgemeinen Punkt aus R,zR,,
es ist D ——W, entsprechend D®y. Berticksichtigt man, daB der
Raum W3 a(w,,,, (R ><R auch durch
Wl = [ {3 1Dl +1D5ur +q (o, ™ ul) do dy
Ry X By, || a2
normiert werden kann, so bedeutet diese Zeile:

wm vy —— ool
(17 (B Pys Pus) Lymyx i) T IPa ¥y llwm(m)_l_a(w%x e
Da man das Skalarprodukt in einem Hilbertrawm durch die Norm aus-
driicken kann, [L1], 8. 196, folgt darans
= S 01+

(45 71 9) T By ||<7’¢WHW2 oyt ) O 00
Da ja (By; 1/),, i 1/),)53( B X By) = (43 -+ 23) 8y 6y, i, zeigt eine kurze Rechnung
fiir o = 2 o,dqa,(w)zp,('y) das Bestehen. der G]elchung

X7

yJ =l

2
(A8) (B W)y, x20) = 2 logl* “‘Pi’/J”Wm" ) TnX B) ”“”Wéj';(x)m,)m,.xw.

sl
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Damit ist gezeigh: D(B') = A(1) © Wity 1yu (Bu X By). (Das Zeichen
- bedeutet stetige Einbettung.) Um die Gleichheit beider Réume zu zeigen,
geniigt es darauf hinzuweisen, daf die lineare FLtille & ({p; (%) (¥)}s sy ,.)
auch im Raum Wi .o (By XR,) dicht liegt, wie sich leicht indirekt
beweisen 148t. Es 148t sich deshalb jede Funktion f(z, y) aus 07 (R, X B,)
in der Metrik von Wi ... (B, XR,) durch Funktionen u, aus der line-
aren Hiille approximieren. Daraus folgt aber nach (18), daB f(z,y) zu
D(BY) gehort. Nun braucht man nur noch 05 (R,xR,) in der Metrik von
Wira@ +aw) (Bn X By) 20 vervollstéindigen wm, Wi, . o) (B X By) = A (1) zu
erhalten. *

Es erweist sich, da8 die Réume A4 (x) fiir 0 < » < 1 mit ,,gebroche-
nen” Sobolev-Riumen mit Gewichtsfunktion identisch sind, wenn man
Aussagen der Interpolationstheorie von Peetre und Ergebnisse von .
Triebel heranzieht.

Nach [10], 8. 285 gilt

(Lgy Wity =W, 0<wx<l.
Dabei ist (L, Wy'),, der in [10], 8. 282 definierte Interpolationsraum
und W7 die Vervollstindigung von OF in der Metrik

1D*u(@)— D*w)P gy,

PR 0<x<1.

el = 101 g

2 ? || =[ma] By, X By,
[mx] bedeutet die groBte ganze Zahl, die kleiner oder gleich mx ist.
Nach [14], 8, 284 ist der Zusammenhang

(Le; D(BY),, = D(BY), 0<wu<1,

bekannt, wobei die entsprechenden Normen jquivalent sind. B ist ein
positiver, selbstadjungierter Operator. Nach Satz 8 hat man daher

A(") = (Lg(RnXR”), Wﬁﬁ(m)ﬂ‘a(v) (Rn X-Rn))n,Z'
Dieser Interpolationsraum, der mit Wi, , o) (Ba X R,) bezeichnet werden
soll, wird in [15] untersucht. Es ergibt sich danach: rfills ¢(w) die Vor-
aussetzungen. (i), (if), (ill), so ist Wity o) (By X R,) die Vervollstindi-
gung von CF (R, XR,) in der Metrik '

s _

| ngm)-m(v)m"’m")
= DU e (g (@) 4 15 g3 .
. gn ) WD I e tamai 7y 119(0) + 4 0))™ ey

Damit erhdlt man fir die Greensche Funktion @ (w, y) von A follgende
Aussage: )

SATz 9. G, y) gehort gemau dann 2w Wt raw) Ba X By), 0 < % < 1,

n 2 '
wenn 1— — (1] gils.
N * > 4m(1] s) gilt

icm
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