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THEOREM 3. Let H, o and D be as in Theorem 2. Let pe G possess the
property that sty is dense in D. If the mapping Ap — A is continuous as
a mapping of a subset of D into of then for each Le Sp () there ewists a genera-
lized eigenvector e, corresponding to A

Proof. The mapping J satisfying J (4de) = 4 is well defined because
@ is a separating vector for 7. For a given A« Sp () we define é, = AoJ. é,
is continuous as a composition of two continuous mappings, hence it
can be (uniquely) extended onto the whole space @. We denote the exten-

sion by e;. It is to prove that 4’6, = A(A)e, for A e o. We take an element.

of @ of the form By and compute:

(Bp, A'e;y = (ABy, &) = (ABp, & = AJ(4Bp)) = A(4AB)
"= A(4)-A(B) = A(4) {Bg, &) = (Bp, i(4)e;>.

Since we have assumed that the set of vectors By, Bes is dense in @,
the equality (v, 4'¢;> = {y, A(4)e,> holds for every ye &.
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chr’ die Existenz von Schanderbasen in Sebolev-Besov—Riumen.
Tsomorphiebeziehimgen

von

HANS TRIEBLL (Jena)

Zusammenfagsung. In dor Arheit wird die Struktur der Sobolev-Slobodecldj-
Riume W3, dor Lebesgue-Rilwmo HY und der Besov-Réumo Be ¢ untersucht: Isomor-

phie zn by, (), Typ((0, 1)), Txistons von Schauderbagen, Skaleneigenschaften.

1. Binleitang. Mit R, wird der n-dimensionale reelle euklidische
Raum bezeichnet. 2 ist ein beschranktes Gebiet, Q R, der Klagge C*®,
Die Rdume L, (IR,), LT,((O, 1)) und I, haben die iibliche Bedeutung,
1<p< oo In der Arbeit werden die Lebesgue-Réaume Hy(R,), Hy(R),
Hy,(2), die Sobolev-Slobodeekij-Réume Wy (B,), W5(D), 'W;;(Q) und die
Besov-Riume Bj, ,(R,), Bl ,(Q) untersucht; 0<s< 005 0 <t< oo; .
L<p<oo; 1 ¢« oo, Siimiliche Riume sind komplex. Die genaue
Detinition. erfolgt im zweiten Abschnitt. Das Ziel der Arbeit ist der
Nachweis der Hxistenz von Schauderbasen in den genannten Réumen,
sowie der Beweis von Isomorphiebesiehungen.

Um die Resultato besser formulieren zu konnen, fithren wir den Be-
griff der Skale von Bamachriumen ein (Lifteigenschaft). Es sei — oo < M 4
< My << 0o, {By} Myacnt, Sel eine Menge von Banachriumen,

By, < By, e My <A < M,

(= bozeichnet stets oine stotige Hinbettung). (B} mercn, Deift Skala,
falls ey eino Monge linearer Operatoren {Ao}o-s:;mMg- w, gibt mit:

(w) A, 86 aul B g Uoliniert und vermittelt eine isomorphe Abbil-
dung von By, wul gang By,

(h) Int .A‘g‘) dio Binschrinkung von 4, auf Bagrorns #3205 M+
;0w Mgy 8o vermittolt ,/15,"’ eino isomorphe Abbildung von B Mot
aul ganz By .

‘ (¢) Ag’;mg;wo "‘"g:)‘lw 5 (00 0ot e € My— M),
(B ist nomreichend, die letzte Rigenschatt fiiv » = 0 zu fordern).

Das Hanptziol der Avbeit ist der Beweis des folgenden Satzes.

Sarz, (a) Hs sed N >0 und 1 <p<co worgegeben. Damm sind
(G (B} ocgone umd {115 ()}gcpy  Shalen. Simitliche Riume H3(R,),
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H(2) und H” (92) sind isomorph zu Ly ((0 1)) und besiteon eine (unbedingte)
Schauderbaszs

(b) Bs sei 0<e<N, 1<p<oo und 1<q< oo vorgegeben.
Dann sind {B;,Q(Rn)}se:ssN wnd {By , (2)}ecsan Shalen. Sdmiliche Riume
besilzen Schauderbasen. Die Riume By ,(R,) sind isomorph zu 1,(1,).

(c) Bs sef 1< p< oo vor g@geben Sdmiliche Riume By, ,(R,), B} (L)
und B;, () sind isomorph 2u 1, (und besiteen somit eine unbndmgw Scha-

uderbasis); s> 0.

() Samtliche Réume B, 4(2) (= B (@) mit 1l < p < 001 < ¢ < oo;

0 < s < —; besitzen eine gemeinsame Schauderbasis (ein System von Funk-
p

tionen vom Haarschen Typ).
" Der Raum Iy (L)

i

hat die iibliche Bedeutung, also

Je=l

Die oben erwahnten Sobolev-Slobodeckij-Réume 5 sind Spezialfélle
der Réume Hj und Bj ,, nimlich

W = Hj, fiir s = ganz; W, = Bj

(L) = {ala = {6}jmrs,..5

oy ly, ”“Htg(zp)

p ST 8 = ganz.

Insbesondere zeigt der Satz, daB die Sobolev—Riume WE(2) und W, t(Q);
b =0,1,2,...; isomorph zu L,((0,1)) sind, wéhrend die Slobodeelkij-
Réume Wy (2); 0 < s # ganz; isomorph zu , sind. Die beiden Raumtypen
gehoren somit zu verschiedenen Isomorphieklassern.

Der Beweis des Satzes ist relativ einfach, basiert aber auf zum Teil
tiefliegenden Resultaten von Calderén, Komatsu, Lions, Nikolskij, Pestre,
Pelezyniski und Seeley.

ITm zweiten Abschnitt werden die betrachteten Funktionenriume
definiert. Im dritten Abschnitt wird der Satz bewiesen. Der vierte Absch-
nité enthilt Bemerkungen und weitere Regsultate.

Fiir Diskussionen iiber die hier behandelten Fragen mochte ich mich
bei Prof. Nedas (Prag) bedanken, sowie fiir die Moglichkeit, die noch nicht
publizierte Arbeit von Fulik, John und Nedas [4] zu lesen. In dieser
Arbeit wird bewiesen, daf die Sobolev-Réaume WE(£) und 'V’ng(g) eine
Schauderbasis besitzen. Zu besonderem Dank bin ich Prof. Peotre (Lund)

verpflichtet fiir die’ Zusendung der nicht publizierten Arbeit [16] und

fitr die Moglichkeit, die dort bewiesenen Resultate verwenden zu konnen.
Insbesondere geht der dritte Beweissehritt aus Abschnitt 8.3 (der schlief-
lich zur Strukturaussage “Bp ,(R,) isomorph zu [,(L,)” fihrt) auf ihn
zuriick.
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2. Die Riiume /[, W; wnd Bf

2.1. Die Riume HY(R,), W;(R,) und By 4(R,). 8(R,) ist der
Sehwartz-Raum der schnell fallenden beliebig oft d1f:ferenzxerbaren Funk-
tionen. 8" (R,) ist der duale Raum der langsam wachsenden Distributionen
(tempered distributions). I hezeichnet die Fouriertransformierte in
8 (R,), T~ ist die inverse Fouriertransformierte. Fiir 0 < ¢ < oo und
L<p=< oo werden die Lebesgue-Réwme (oder Besselpotential-Réume)
Hy(R,) definjert durch

) Hy(By) = {f1fe 8 (Ba),  F7 1L+ € Ffe L},

I g, = W LA PRS-

Die Rlemente des IR, bezeichnen wir mit # = (w,,.
setzen wir

vy %,). Ferner

w () oyl < 2% B § =1,2,...,m); K =0,1,2,..;
und
Qo = o5 .
Qi = Qo Qe—1y (b =1,2,...).

1 (@) el die charalkteristische Funktion von Q. x(x) ist ein Fourier-
scher Multiplikator im Raum L,(R,), 1<p < oo, [13], 8. 90. Das
bedeutet :

It (Xk-l{y) € I’zp(Rn) fiie fe S(Rn)
und
7= (o TS Nz, < ¢ Ifllz,,

mit einer von f unabhingigen Konstanten o. Wir setzen den Operator
F~y, I gtotig auf Ly, (R,) fort und bezeichnen diesen Operator ebenfalls
mit Iy, 7. By sei 0 < 8 < co; 1< p< oo und 1 g< co. Dann wird
der Begov-Raum B ,(R,) definiert durch

o 1
(2) B (Ba) == {F 1 e Ly(BN); Wiy = ’;<2"’°I[F~*x,cﬁf\|pp>“]“< oc}.
s ()

Ferner gotzon wir

(3a) WhE,) = HE(R,) fir & =0,1,2,...
(Sobolev-Réume) und i
(3b) WE (R, == By, ,(Ry) L 0 <'s 5= ganz,

(Slobodeckij-Idume).
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‘ 2.2, Aquivalente Normen fiir Hj(R,) und B, (R,). Bs sei
o=k =0,1,2,... Mit Hilfe der Theorie der Fourierschen Mu]tlphk'btoren
folgt leicht

(4) Wi(Ry) = {f | D°fe Ly(R,), lal <k},
el ki
Hfllezg ~ 2 ”Daf“Lpi (Da = 50‘1“_"55;7 o = (ay; .-y @), la] = 2“])7
|al<k Tt Jral

[22], (die bendtigten Fourierschen Multiplikatoren findet man auch bei

Nikolgkij [18], 8. 74). ( ~bedeutet, daB die Normen dquivalent sind).

Dag ist die tibliche Definition der Sobolevschen Réume, siche [20], [21].
Zur Abkiirzung schreiben wir fiir 8 > 0

= [+ {s}; [¢] ganz; 0 < {s) <1

und
8 = [s]"+{s}*; [s]~ ganz; 0 < {s}* <1
Ferner setzen wir fiir he B, und % = 2, 3, ...

(4f) (@) = fla+h)—f(@), Af = 4,(4E).
Dann ist '

(5) Blsv.a _'{flff (R 7 ]f“Bs ||f”z4;—|-
+ 2[ | (|h|—WnA%.*“**f”D“fn,;,]mn))*z |Zl1br~]%< oo}_
Ja|=[s]~
Siehe Nikolskij [13], 8. 255 (oder [22], [23]). Die Normen IIfH und

”f”Bs sind 4quivalent. (5) ist die urspriingliche Definition von Besov
[31. Fm" {8} > 0 ergibt sich als Spezialfall

(6) WE) = {715 By (R, 115y = Wliyiny+
1D (a) — Df(y)1? )i }
* lai=Te] (ann | — gy |+ P dodyfr < oof.

Dag stimmt mit der Definition von Slobodeckij [19] tberein.

2.3. Die Réume H,(RQ), W5(2) und BfM(Q) Wie in der Rinleitung
bemerkt wurde, ist £ ein beschrinktes Gebiet im R, der Klasse 0%, H3 (L)
und By ,(2) werden als Quotientenrdume der entgprechenden Riume
Hyp(R,) wnd Bj ,(R,) definiert. Hs geien l<p< oo und 0 o< oo,
Dann ist

(N Hy(Q) = Hy(Ra)[{g | g< Hp(R,), g() = Ofirwe Q 1. it.}.
Mo g = & Sl
Hi(9) e )=t HY(Ry)
FEQ(Ry)
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(Lebesgue-Réume). Entsprechend wird B} (2) definiert;
L<p<oo; 1K< oo,

(8)  Bp,o(£)

0 <8< oo

= By o (B,)/{g | ge B} 4(Ry), g(&) = 0 fitr ze Q . .},

Wlag ey = 2t s
FeBY (B
(Begov-Réume). Wir setzen wiederum
WE(R) = HE(Q) fix & =0,1,2,...
(Sobolev-Réume) und
W5 (2) = By () fiir 0 <8 5 ganz

~ (Slobodeckij-Réume).

24. Aquivalente Normen fiir W5(Q) und B (2). Ersetzt
man in der Formel (4) R, durch 2, so erhélt man eine dquivalente Norm
fiir die Sobolev-Réume WZ(R). Das ist eine einfache Folgerung aus dem
Calderénschen Fortsetzungsverfahren, siehe [1], 8. 171. Um eine explizite
innere” Beschreibung fiir die Réume Bj ,(£2) zu erhalten, fithren wir
die Abkirzung

Dy ={®wlat+jhe Q tir j =0,1,..., %}

ein. he R,; % =1,2,... Dann igt

) B@) = {717¢5,02) i}y = Ifls, +

- " an 1~
+ Z [ f ([T g F‘]Daf”z,p(nh’H_[(‘,}»q-])qmg]q < oo}.
ot s [8] = Em,
Die Normen (File e und [if HBE sind dquivalent. Ein Beweis folgt aus dem
W2

Oalderénschen I‘orbaeuungsvermhr(m [1], 8. 171, und der reellen Inter-
polationsmethode von Tiong - Peetre [10], siehe Muramatu [12] oder
[22, 28]. Als Spoezialfall erhalten wir eine dquivalente Normierung qer
Slobodeckij -- Réume W§(RQ), 0 < s = ganz. Wir brauchen lediglich
in der Forrael (6) R, durch £ zu ersetzen.

2.5. Die Réume H1(RQ), W5(2) und B2 ,(£2). Wie iblich ist 02 (£2)
die Gesamtheit der in £ belidbig oft differenzierbaren komplexen Funk-
tionen mit kompaktom Triger. Ist B () einer der Réwme Hy(L2), W;(£2)
oder By (@), so ist B(Q) die Vervollstindigung von 05 (£2) in B(Q).
Den Rand des Gebietes @ bezeichnen wir mit 4Q2. » = v, ist die innere
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Normale fiir ¥ e 0Q2. Dann ist

o'f

fe B(Q), '6—17

(10a) B(Q) = {f

o n 1~
=0 fiir j -:;9,...,[ _5] }

20
1 .

fir B(Q) # B; ,(2). Fir sgg- bedeutet die Formel B(£) = B(Q).

Ferner ist '

oy

o) £,(9) ={f|reBp.0,25

1
=0 fiir § =0,... |-3~-~]}.
o ] PRERY! P

Fir s <1fp bedeutet das Bj ,(Q) = B ,(2). Binen Beweis findet man
in [24]. Fitr die W-Réume, H-Réume und Bj ,-Riume wurde das Hrgebnis
von Lions-Magenes [9] und Magenes [11] bewiesen, sofern §—1/p ,,nicht
singuléir” igt, das heilt s —1/p = ganz.

3. Beweis des Satzes.

3.1. Beweis des Teils (a).

1. Schritt, Setzt man A4, = F~*(1+|£*?F, so zeigt (1), daB
{Hp(By) <oy €ine Skala ist. Die Riume sind isomorph zu L,(R,). Der
Raum L,(R,) ist isomorph zu L, ((0,1)) einen Beweis findet man. in [7],
§ 12, (der dort angegebene Beweis gilt auch fiir unbeschrinkte Gebiste).
Binen Beweis fiw die Existenz einer Schauderbasis in I, ((0,1)) findet
man in [8], 1.5, (Funktionensystem vom Faarschen Typ). ‘

2. Schritt. Wir betrachten im Raum L,(2); 1<p < co; den
reguldr-elliptischen Differentialoperator

n
o 32
A = (=1 2+ of, (4 = ?E'&.;,‘)
mit dem Definitionsgebiet
Gl

YN Ted
(%/”"H 1002

D4y = {f fewin(0)

=0 fiirj =0, ...,'m,-—=1}.

k ist eine ganze Zahl, 0 < k< m. v = vy, I8t wiederum die innere Normalo
im Punkt y e 0£2. g ist eine reelle Zahl. Agmon. hat in [2] bewiosen, daB A,
ein digkretes Spektrum besitzt, dad (— oo, 0] fiir ¢ = g, zur Resolventen-
menge gehort und die Abschitzung

(Ap—21) 1) < -2
(4 )] H

gilt. B ist der Einheitsoperator im Raum Ly (R,), ¢ ist von A unabhéingig,
([2], 8. 135/136). Damit sind die Voraussetzungen. erfiillt, um die Theorie
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der gebrochenen Potenzen von Operatoren (fractional powers) von
Komatsu [5, 6] anwenden zu kinnen. Von Interesse sind die Operatoren
AL, 0 < 0 <1, mit den Definitionsgebieten D (AL). Aus den Bigenschaften
der Operatoren Ajf folgt [5, 6], daB {D(A,‘z)}osos” mit 0 < <1 eine
Skala ist. (Die Operatoren A, aus der Binleitung hat man durch die
Operatoren Ay zu crsetzen). Seeley hat in [18], 8. 800, die Rdume D (Af)
explizit bestimmt. Insbesondere ergiht sich aus Seeleys Resultat und -
unter Verwendung der Formel (10a)

(11a) D(4Y) = Ji}}”“(ﬂ) filr 004 2m0-——;—;~ #0,1,...,m—1;
(L1b) D(AD = 'Jlnj,"‘"“-],‘;(ﬂ) fiir 2m 0 = m—|--;'-.;

und

(12) D(AY) = HE(Q) fiir 0<0< 3.

Aug den vorhergehenden Bemerkungen und aus der Formel (12) folgt
jetzt, daBl {H(2)}jgocn eine Skala ist, die Riume sind isomorph zu
HY,(Q) = L,(9). L,(Q) ist isomorph zu L, {(0, 1)) [7], § 12. Ferner
zeigh die Formel (11a), dal ﬁ;} () isomorph zu L, (Q) ist, s —1/p # ganz.
Die ,,singuliren” Télle 8—1/p == ganz werden durch die Formel (11b)
und durch IP(Q) = HY?(Q) erfaBt, Formel (10a).

3.2. Beweis des Teily (d).

1. Schritt. Formel (10) zeigt, dafl By, ,(2) = 1'3,’,’,1(!2) ist, 0 <s<1/p.

2. Schritt, Wir betrachten einen Modellfall. Bs sei

Q={mlaeR,, 0<w<l;j=1,2,...,n}.

Die Réume W7(Q) und By (@) werden wie in 2.3 definiert. Die in 2.4
beschriebenen dquivalenten Normen bleiben auch in diesem Fall richtig.
Inshesondere gilt die Formel (6) mit @ statt B,. Zum Beweis verweisen
wir auf [12] und [23]. Aus den Betrachtungen in [23] folgt auch, daB
0@ (die komplexwortigen im AbschluB ¢ von @ einmal stetig differen-
zierbaren Funktionen) dicht in den obigen Réumen ist; 0 Lo <1; 0 <

-8 << 1. Wir wollen. zeigen, daB spezielle Treppenfunktionen zu Bj (@)

gehdren und dort eino dichte Menge bilden; 0 < s << 1/p. Hierzu wéhlen,
wir pagsende Zerlegungen von ¢, die auch fiir die spiteren Betrachtungen
von Interesse sind. @ wird zerlegt in

N
(13) Q = H @)
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wobei @, ein Quader oder n-dimensionales Rechteck der Form

", mi+1
(14) Q,:{m|meRn,—2{-(<)mj(<) fzk fir j =1,...,1,

; my—+1
%é)mj(f)—z%;:l——fﬁr j=1+1, ,n}
ist. Hierbei ist % fest vorgegeben, % = 1,2,...; m; und I sind variabel,
m;=0,...,2°—~1 (bzw. 28 '—1); 1 =0,1,...,% wmit den iiblichen
Interpretationen fiir I = 0 und ! = n. Die Gleichheitszeichen kann man
sich in (14) so verteilt denken, daB (13) gilt.
Es sei fe 0'(Q). Die ,,Mittelpunkte” von @, bezeichnen wir mit o™,
Es sei

(15) : f2(2) = fa®)  fix 2@,
Bg ist klar, daB fiir jedes positive ¢
(16) WSl <6 fir k> Ko(e)
gilt. Ferner gilt fir o <1/p -
(17)
) —fz(®)— - ? - »
Q f@ @) salo)- y(’f(fn 1200 iy < Z ] £ oy m{% oy +

+o D' f lf(w)~fz(w)l”'§: [ @:{j—yﬁ— .
@

i Q =]
7 T

Ist d;(2) der Abstand des Punktes »e @, zum Rand von Q;, 8o ist der zweite
Summand auf der rechten Seite der letzten Formel abschitzbar durch

2o
(18) cilfll’él@;’ [lo—aPPar? (wyin < o 1f1%3) 2|ij1+ w (1)
O 7
<elflBg Y 10 = elflBig * Hir 3> k(o).
- |

Der erste Summand in (17) wird ebenfalls klein, falls & groB wird,
da ;’ 1@, X @;] = 0 fiir & — oo gilt. Somit folgh aus (16), (17), (18) und (6)
(19) !lf—«lelwg <& fir k>ky(s); 0 o< -;7
Da

B @)= Wi(Q) fir 0<s< a<-;—
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gilt, ist (19) auch richtig, wenn man Wy durch B , ersetzt. Daraus folgt
aber, daf die Treppenfunktionen fj(x) zu B (@); 0 <s <1 [p; gehoren
und eine dichte Menge in diesen Réumen bilden. ;

3. Schritt. Alle Symbole haben die gleiche Bedeutung wie im zvwei-
ten Schritt. Wir betrachten wiederum die Zerlegung (13), (14) und bilden
den. Operatior Py,

PR
(Paf)(@) = Q[ fl)dy.

Py ist in .L,(Q) Projektionsoperator. Hs gilt
1P2f1%, < X Q1 [1f@)idy)’ < 3] [1f@)rdy = 71z,
] A i@
Algo ist }
(20) WPzlz,vz, =1

Wir wollen. zeigen, da es eine Zahl ¢ = o(0) gibt, so da8 fiir alle Zerlegun-
gen (13), (14)

(21) WPzllwgweg < e (0<o<1/p)
gilt. BEs ist
[Pyf (@) —Pgf (y)|° ' "
(22) ST v~ St d@&'d{l] = e “ee
aka lo—y ™" 122 o}fq! ZZ affo,f

> 3’ bedeutet, daB bei festem j iiber die r mit §; N, = @ summiert

ior _ _

wird, r % j. > 3" bedeutet, daB bei festem j iiber die 7 mit §; N g, = O
i r

summiert wird, Um bei festem j 3 abschéitzen zu konnen, nehmen wir

r
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

(23) [f@)dn =0 U e
G

mit @ =
6,--’\67’;‘4@

an. Dann ist mib a, = (Pyf) (@) fir ve@),

<o o (d!'|f<w>|ﬂ¢zw + Jieraor—]
<d1gI " [ if@)an.
| g
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Wir verwenden jetzt

17(@)~f)?

1p .
(26) If e @) N( i B i dwdy) -+ ‘ j S (w)(lm‘.
‘ ity o

o —g[*FoP
Durch Dimensionsbetrachtungen und unter Beriicksichtigung von (28)
folgt

(26) @) -frr

i1 Pl . ”
Iz, @) < el@yl™™ i [ W g dady
Q‘lXQy
mit einer von der Zerlegung unabhdngigen Konstanton o Setzt man
(26) in (24) ein, so folgt .

' \ I (@) ~fe
0 ) (X[ [)<e, o g ~ dody
i 7 Q;/ Qp 7 67)(@7’
. If (@) —f()1?
<o e (ol
ag lo—ylme

TUn %’TZ‘” abschétzen zu kénnen, benutzen wir

1 .
v, fq (@) ~1(9)) dody
und ' ’

la;—a, " < 1Q171Q™ [ 1 (@) ~F@) P dedy.
QxQ,
Es folgt mit b;, = int [ —y|
260,
: YeQy

(28)
;Z"%f orf ggzubﬂ«m
< i If (@) —f(y)|? If (@) —f ()1
<o ;’2 f V@) )"

T v dy < o S oy
PSR el dy
T Q%Q, e~y ako [0 e b0

(21) folgt jetzt aus (20), sowie (22), (27) und (28).

. 4. »f&ehritt. By ist j_etzt 1'elat‘iv einfach zu beweisen, daf die Réume
2,0(@); 0 <8 <1/p; eine gemeinsame Schauderbasis besitzon. We ist

(29) Bro(@) = (Lp(@), Wa@)o; 0< 01,

Dlz(;bei Igt (-, +)y,, das reelle Interpolationsvertahren von Liong - Peotroe
[10], [14]. (29) folgt aus dem Calderéngchen Fortsetzungsvertahron und

[ @ ~saravay

QxQy
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der entsprechenden XYormel mit R, statt @, siehe [10]. Hinen Beweis
findet man auch in [227, [23]. Hat I, die gleiche Bedeutung wie im letzten
Schritt, so folgh aus (20), (21) und der Interpolationseigenschaft

o g e (Leap oo 0t < lfpy 1K g < o0o).
hd ma

(30) Pl

Wir denken. uns jebzt simtliche Zerlegungen der Form (13), (14) geordnet:
Zyy Zigy Zyy oo Zigpy geIt aus Zy hervor durch ,,Ilalbierung” eines einzigen
Hlementes ¢, Dann ist

(31) dim L2 (Py,) == dim R(‘sz-m“"l)zi) w1,

(R(4) ist dev Wertevorrat des Operators A). v die im zweiten Beweis-
gehritt betrachteten Treppentunktionen f(w) ist

Da diese Treppenfunktionen dicht in Bj ,(@) sind, folgt aus (30)
i |f — Py fl, =0, feB)q(4Q)-
Jesc0 2

fir § 2 jo.

Schreibt man

(32) = IL (Pgyyy~Pu)f +Prf

go sieht man jetzt leicht, daf die erzeugenden Funktionen von R (Py,)

" und R(Pg ,, —Py) eine Schauderbasis bilden (Haarsches Funktionensys-

tem). Die’ Unitit der Darstellung (32) folgt aus der Orthogomalitét der
einzelnen. Summanden in L, (Q).
5. Schritt. In der gleichen Weite beweist man die Existenz einer

M
Schauderbasis in Bj (@ — Qw)? wobei @, einige Quader der Form (14)
Joul

sind, (Wiirfel mit quaderformigen Lichern), 0 < 8 < 1/p. Durch gering-
fugige Modifikation boweist man die Dxistenz einer Schauderbasis in
By (£), wobei 2 eine Kugel mit endlich vielen kugelformigen Léchern
igh. Tt £2 oin Lelichiges boeschrinktos Gobiet der Klasse 0%, 80 kann man
aber £ durch cine vorboveitends Transgformation stets auf diese Normal-
form bringen. Dpmit st der Toil (d) Sutzes bowiesen.

3.3. Bewoeis des Toeils (b).
1. Sehritt. Ry ist
B o(Ry) == (H3(B,), 713 (B,

[10]. Do die Réaumo {15 (R)}gey oine Skala bilden (L. Schritt aus
8.1), so folgt aus den Sétzon der Interpolationstheorie, daB auch

§ = 8y(L—0)+80; 0<0<1;
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(B o(Bo)lecogy ©ine Skala ist; 0<e<t N oo. In gleicher Waise
ergibt sich aus

B (Q) = (H9(2), H} (D)5 8 = 86(1—0)+8,05 0 < 01

und der Formel (12), daB {Bj ,(&)}scscy oine Skala ist. Wie bereits
bewiesen wurde, besitzen die Raume By (&) mit 0«2 & < L/p eine Schauder-
basis. Daraus folgt, daf auch die Réume B} ,(£2) mit beliebigem positiven
s eine Schauderbasis besitzen.

2. Schritt. Bs ist noch zu zeigen, daB B ,(k,) lomorph zu 1(1 )
igt. Wir benutzen die Bezeichnungen aus 2.1 und setzen

Py Bl s § o= 0,1, 2.0,
P, ist ein linearer beschrinkter Operator von .L,(R,) in Ju,(R,). Ty gilt
(33) PPy = 8,0
Um (33) zu beweisen, nehmen. wir
FeIy(Be)  B(R)>fignfy  peS(H,).

Unter Benutzung der Parsevalschen. G‘lemhlmg und der Multiplikatoveigen-
schaft von. y;(w) folgt

(34) (Bif) (@) = Lim (Pf;) (g f £, B do

und

(PiPif)(g) = }ifol’: (F gy By T, B 0) )

= ]im Ot Efry TP gy = 8,0(Pif) ().

pamus folgt (33). Daraus ergibt sich insbesondore, dal Ly Projektor
;n Lé,t(R w) 186 Wir betrachten jotzt den in L, (R,) isometrischen Opera-
or G,

(Gif ) (@) = 2™ f(2a); 1 gang, ~o0 = | < oo,
By ist
(35)

'PH-JGI = GZP:]; j e l, 2, vasd = »j}’]’ .ij|,,2’ .

By soien fe §(R,) und pe §(&,). Dann folgh (35) aus
(Pry@f)(@) = [ (TG f)yy 0B~ deo

By,

== QIMP=in f(rf) (A”'m (awlw E‘lﬂ 19’)

B,

) ((27 ) do

= 2’”’”“’"3{ (B Bf) (8 p(2 8V dE - (G Py]) ().

icm®
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Mit Hilfe der Relationen (33) und (35) kann man jetzt relativ einfach
eine Aussage iber die Struktur der Rdume By ,(E,) machen. R(P;) ist
der Wertevorrat von P; (betrachtet als Operator in L, (R,)). Wir zeigen,
daB der Operator 4,

f = {298 Yo, ...
Ll
) auf ganz 12‘ @R(P;) (betrachtet
Jun)
als Teileaum. von. (L, (Ryn))) vermittelt. By gentigt zu zeigen, daB R(4)
mit Y®R(P)) ibereingtimmt. s sei
FE)

eine isomorphe Abbildung von Bj (R,

(Tt D OR(E,).
i=0
Dann konvergiert
F= 2
Jm0

in I,(R,), da
M M ' M
—sf -&f —8f
ij‘;v 2, ”Lﬁ, 272700 iy < forFor - Mgy 32

st Bs ist P,f; = f;. Dann folgt aus (33)

Pyf = 27%f,.
Daraus ergibt sich

fEB;a»Rn) ::(f(l’flwl")'

Also ist By ,(R,) isomorph zu Z’@R(Pj) (als Teilraum. ‘von I (Ly)).

zeigh nun, daf @, eine 1sometr1sche Abbildung von E(P,) auf R(P.,)
vermittelt; ! =1,2,... Zum Beweis, daBl Bj ,(R,) isomorph zu I,(l,)
ist, ist es somiﬁ ausreichend zu zeigen, daB R(Po) und R(P,) (als Teilrdume
von L, (R,)) isomorph zu I, sind. Bs ist leicht zu sehen, daB R(P,) isomorph
zu einem komplementlerten Teilraum von R(P,) ist. (Ein Teilraum heifit
»komplementiert”’, wenn er der Wertevorrat eines . Projektors ist (comp-
lemented subspace)). Aus ,,R(P) igomorph zu 7,7 folgt somit ,,R(P,)
isomorph zu einem unendlichdimensionalen komplemen’ﬁlerten Teilraum
vou 1", Pelezytiski hat gezeigt, daB jeder unendlichdimensionale komple-
mentxerte Meilraum von 1, ismorph zu I, ist [17], 8. 213. Somit ist es
augreichend zu zeigen, daB R(Py) 1somorph zu b, ist.

3. Schritt. Wir beweisen ,,B(P,) ist isomorph. zu 1,”’. Wir betrachten

den Operator

und Af

(35)

= {f(k”)}m fe B(Py).
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I-Iierbei igb To==(loy, ..oy ky); By ganzy kmoss (Rymy ..., k), Wie Zoigen
da8 K eine isomorphe Abbildung von R(P,) nuf gunz [, vormitiels, Eé
ist

16 <5 Il -
Ist pe S(R,) mit (Fp)(&) == 1 fiiv &e @y (Abrehnifti 2.1), so folgt

WSl = D g af ) )|
&

< f}: (o9 (Ters =) | 1.f ()| el = el -

Ly, ke

Aug den beiden letzten Abschitzungen folgt dureh Interpolation, (Kon»i

vexitdtstheorem von Riesz-Thorin)
(36) WS, < 0 lfl,s - L<p < oo

X ist. s‘omiﬁ stetig. Wir betrachten den Operator 8, der vorverst nur guf
den finiten Folgen aus ¥, erklirt ist,

(37) S} =F,  If = ogsl) 3 e~Hmag,,

el N

|
n 3
%] = %’ Ky, ke =, gl',‘ Togay . Bis 86 fa Ly (Ry), L < p << oo, (Dag folgt obwa

aus der explizitc?n Gestalt von Jy, (@) [18], 8. 872). o wird so bestimmt,
fial.; g = f (k) ist. DaB das méglich ist folgt aus der Rourierentwicklung
in @,

(38)  (Ff)(w) = D) [ o= (Tf) (£) e
. Q

k

0
=o"$a“‘"’m(lﬂ“11ﬂf) (mh) =0 ¥ 6L (mk); w6 Q.

I

Unter Verwendung der Parsevalschen Gleichung, dor Formel (38), der

Abschitzung (36 e ‘ 18 ¢ :
pe S(E,) g (36) und der Multiplikatoreigenschatt vou xolw) folgt fiir

|J S0 wioTabin] = | [ - T T |
gy

<o Sy (S urrim)

SO T el < o g Wl ;o = 1
’ P ’
Da ¢ beliebig war, folgt : !

(39) | 1890}z, < @ g}l -

e ©
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§ wird durch Stetigkeit auf ganz I, fortgesetzt. Die Formeln (38), (36)
und (39) zeigen jetzt 8 = K=Y, R(K) =1,. Damit ist der Batz (b)
boewiesen.
34, Beweis des Teils (¢). Oalderdns Fortsetzungsverfahren [1],
9. 171, zeigh, daB es einen Operator S gibt, der von L,(2) in Ly, (R,)
abbildet, so daf die Binschrinkamg von § auf WE(Q); & =0,...K;
¢in linearer und stetiger Fortsetzungsoperator von WE(R) in WER,)
ist. K ist hierbei eine beliebig vorgebbare natiirliche Zahl
(8f) (@) = flw) fir we 2 fast herall.

Durch Interpolation,
B:'.a(“@) = (Lp(Q% Wﬁ(Q))o,g,

0<0<l;¢==0Fk; (und eine entsprechende Formel mib R, statt £)
folgt, daB § auch ein Fortsetzungsoperator von Bj ,(2) in By  (B,) ist.
Danehben betrachten wir den linearen und stetigen Einschréinkungsoperator
R von B ,(R,) in B} (), ‘

(Rf)(®) =f(w) fitr we £ fast iiberall.

Ist I der identische Operator, so ist RS = H, wihrend SR ein Projektions-
operator in B ,(R,) ist. Daraus folgt, da Bj ,(£2) ismorph zu einem
komplementierten Teilraum von B (R,) ist. Der Isomorphismus wird
durch § vermittelt. Da T, (%,) isomorph zu 1, ist und ein unendlichdimen-
gionaler komplementierter Teilraum von I, isomorph zu I, ist [17],
S. 213, folgt aus Satz (b), daB B ,(R,) und B (L) isomorph zu [, gind.
Wir zeigen jetzt, daf 103;',,1, () ein komplementierter Teilraum von Bj ,(£2)
ist. Auf der Grundlage der Binbettungssitze und Fortsetzungssitze fir
die Réume BS ,(Q) [13], 8. 291, 8. 293, und der iiblichen Methode der
,,Jokalen Koordinaten” folgt die Existenz eines linearen und stetigen
Operators P in B} ,(2),

3,
Pf = 2~ BT e hy (@),
=0

o' Pf o'f L [ 1]"
et | e fite j == 0,... -1 -
B |y " T " ur J LR 2l

(Man. vergleiche mit den Beweisen der genannten Qéatze bei Nikolskij
[13]). h,(w) sind fixierte Funktionen. (10a) zeigh jetzt, daB @,

of =f—2f,

ein Projektionsoperator von By, ,(L2) auf ganz ﬁ;.p('Q_ ) ist. Also ist B, ,(£2)
ein unendlichdimensionaler komplementierter Teilraum von Bj,(%2)

und somit isomorph zu Z,.

7 - Studia Mathematica XLVI.L
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4. Bemerkungen.

4.1. Die Vorausgetzung, daf Q zur Klasse ¢ gehort, 486 sich
abschwichen. Der Beweis des Teils (c) zeigh, daf Bf (&) (und dfhﬂﬁt
auc]? Wa(82), 0 <s # ganz) isomorph zu I, ist, sofern’ dag beschréinkte
Gebu.at. £ einer eingeschréinkten Kegelbedingung geniigt (restricted cbne
condition) [1], 8. LL. Unter dieser Voraussetzung ergibt sich ferner, das
Hp(Q) (und damit auch WE(Q); & =0,1,2,...) isomorph zu einem
komplementierten Teilranm von Hy (R,) (und damit isomorph zu ei.ncrh
kompleme‘ntierten Teilraum von. L,((0, 1))) ist. Daraus folgt, daf ZI“(.Q)‘
(und. deumx?: auch WE(Q); k = 0,1, .«.) eine Schauderbagis besitzt, ﬁ(ﬁ’em
Q einer eingeschrinkten Kegelbedingung gentigt, ‘

4.2. Die Réume Hy(R,) und B, (R, kann man su i
) ) wch fir o< 0
betrachten. Hj(R,) wird durch'Formﬁlq(l)n definiert. BY (R,) k »
durch Interpolation definieren, ‘ alfi) Famn man
B;,a (B,) = (HZ"(Rn), Hgl(Rn))a

'

;)ﬂ: eig?bt;sielf :igogﬁ]:fr)ﬁdzoﬁol{ﬂ" (B,)} und {BS (R,

ZSJ(;?l)ean_irnti L (R, ist isomorpn m p,,’?(oﬁ?ﬁ%;,a (Ry) is%qgs“oﬁgrggwiﬁ
;ufp f15] ot 21;1]3 explizite Beschreibung von By o (R,) verweisen wir
e lt;j.uﬁrBloesgénfiZen ldii periodischen Anﬁ,_li(;%a 7, den. Rét}'lmen
Bgdeutung. Q,,p’i%t glabeio ’eulos rét(rftli:all-ﬁ;z;ggianﬂagan?dimﬂ;n}?bw s
verstehen. Bs ist ionaler orus s

2. ={flis Zake*“‘"’z 2w+ uor”)ge"‘"”elp(@o)}-
e k

1<p< oo — = - im 8
‘ 1(?1 5 — o< o< oo, 7 bedeutet Konvergenz im Sinne der The-
orie der Distributionen tiber dem n~dimensionalen. Toras (119
'B;w.w = (Hg

n,m

H;‘Evr)ﬂ.ar

0<i<l; o =0y (1—0)+ 0,0, A
' 10,0, Aus den Resultaten von Zygmund [25]
?st .4:?.3, kann man herleiten, daf {6"™), eine Schauderbasis in Ly (Qo;
}1"’ u:def co. Daraug folgt aber relativ einfach, daB sémtliche Réwme
g g — X0 <0< 003l <P < o0; ] ; eine i
Schauderbagis besitzen, ninmlich ’{e”‘"gg,a. LS 400 oo gomeinsame
44. Man kann beweisen, dag

Hy(@) =Hy, wnd B ,(Q) = Bp.on

icm®
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. 1 1 ;
igh; 1< p << oo 0<a<~1—0~;0<8<;—;1<\<q< oo, Die Bemerkung

4.3, zeigh dann, dafl {¢*™}, eine gemeinzsame Schanderbagiy fiir die

: 1 1
Rimme Hy (@) und B (@) I8h; 1<p<oo; 0Ko<—; 0<s<—;
1< g < oo P »
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