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Sur un théoréme de M. Schechter concernant la
transposée du produit de deux opérateurs

par
PHAM THE LAI (Nantes)

Résumé. On généralise un théordme de M. Schechter concernant la transposée
du produit de deux opérateurs aux cag d’espaces vectoriels topologiques localement
CONVexes.

1. Dang un article récent [6], M. Schechter a prouvé le théoréme
suivant:

Soient X, ¥, Z trois espaces de Banach et 4 un opérateur fermé de
domaine dense de X dans ¥, et B un opérateur de domaine dense de ¥
dans Z. 8i 'image #[4] de A est fermée et de codimension finie dans ¥,
alors (BA)' = A'B' ou E' désigne la transposée de B. -

Nous allons, dans cet article, prouver le méme résultat (Théoréme 3
ci-dessous) en faisant des hypothéses convenables sur les opérateurs A
et B; X, ¥, Z étant des espaces vectoriels topologiques localement con-
vexes séparés arbitraires (evtle). Le résultat mentionné de M. Schechter
sera obtenu comme un résultat particulier d’un corollaire du théoréme
général.

X étant un evtle, X' dés1gnera, le dual topologique de X et (, > le
crochet de dualité entre X et X'.

Si A est un opérateur de X dans ¥, Z[A], /' [4A], #[4] désigneront
respectivement son domaine de définition, son noyau et son image.

A sera dit ouvert, si image par 4 d’un voisinage de 0 de 2[4] est
un voisinage de 0 de #[4].

Lorsque 2[A] est dense dans X, A’ désigne la transposée de A et
P[A'] le domaine de A

2. Commengons par quelques lemmes. Le suivant est prouvé dans
[2] dans le cas d’espaces de Banach.

Ievve 1. Soit ¥ wun evile, R un sous-espace fermé de codimension
finie et D um sous-espace dense de Y. Alors'

a) Il ewiste un sous-espace de
supplémentaire topologique de R d ? -

b) DNE est dense dans R. [§4

i¢e N < D tel que N soit un
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Preuve. a) Puisque R est fermé et de codimension finie, il existe
[1] un projecteur continu p, de ¥ d’image R. Alors, si gy = I—p,ou I
est ’identité, g, est continu et on a:

g0(D) = 9o (D);

or qo(D) = go(¥), car D est dense;

4o(Y) = qo(D) car ¢,(D) est de dimension finie.

Soit & un sous-espace de dimension finie de D tel que ¢, soit un
isomorphisme de NV sur go(D). On vérifie alors que N est un supplémentaire
topologique de R.

b) Soit p le projecteur continu d’image R agsocié & la décomposition
topologlque de Y suivant B et N,

On vérifie que p(D) = DNER et que p(D) est dense dans R, d’ou
la conclusion.

LEMME 2. Soient X, Y, Z trois evtle et A un opé1 ateuwr de domaine dense
de X dans ¥, B un opérateur de domaine dense de. ¥ dans Z. Supposons

que A soit un opérateur ouvert dowt Pimage %[ A] est fefméc et de codzmmswn '

finie. Alors le domaine de BA est dense dans X.

. X
Pr ve. Soit ¢ .la surjection i X—»>— . Blle est
eu it ¢ urjection canonique: 7> VAT e es
contmue et ‘ouverte.
Soit A la b1]e0t1on canonique associée & A, de domaine SB[A]
= g(D[4]).

- : X
D[A] est dense dany ——— WV puisque Z[A] Vest.
Aest ouverte, puisque A Pest. A test done continue de Z[4] »—5;—

HAT
D [B] est dense dans ¥, done en vertu du b) Lemme 1, Q[B]n% [4]
est dense dans #[A]; il vient de 1a:

1) 92041 = A N(D[BInA[4]) « A (2[B]n&[4]).

De (1) on déduit:
D[A] < o (D[BAY).
De la densité de .@[A], on déduit que ¢(2[BA]) est dense dans ./Vf -
Montrons alors que Z2[BA] est dense dans X.
"Boit we X et % un voisinage de 0 quelconque de X. (%) est

iy X :
un voisinage de 0 de m, puisque ¢ est ouverte; done il existe
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Eeq(D[BA]) tel que: .
(2) E—g(@)ep(%).
Soit £¢ Z[BA] tel que p(£) = &. De (2) il résulte:

E—me U+ AN [A].

11 existe done ne A [A], tel que §4+n—ze .
Comme A [A] < Z[BA], le lemme est établi.

3. Nous avons le:
THHOREME 3. Dans les conditions du lemme 2, on a:

(BA) = A'B.

Preuve. Bn vertu du lemme 2, (BA) existe. De plus, (BA) est un
prolongement de .A’B’. Clest évident.

Réciproquement, prouvons que
€ D[(BA)'].

«. Preuve de 2'e .@[B] Considérons la forme linéaire 1 sur 2 [B]:
y > 1(y) = (By, #'>. D'aprés le a) du lemme 1, il existe un sous- espace
N de dimension finie = 2[B], supplémentaire topologique de Z[4]
dans Y; soit alors p le projecteur continu d’image #[A4] agsocié & cette
décomposition.

On sait que: p(2[B]) c 2[B]. Soif alors Pla restncmon de p & 2[B],
considérée comme opérateur de 2[B] dans Z[B]: P est un projecteur
continu. ‘

Soit By la restriction de B & N, considérée comme opérateur de N
dans Z; By est continu, car N est de dlmensmn finie.

Sou; alots: & > 0. Puisque 2’ Z, il existe # voisinage de 0 de Z tel
que:

D[(BA)] = 9[A'B]. Soit 2

[z, &' < &f2, VzeW .

11 existe alors un voisinage #7; de 0 de IV tel que B(¥#;) = #, car By est
continu.
De la:

(3) L@ = KBy, 2| < 8/2,
Par ailleurs, puisque ' ¢ Z[(BA)'], il existe % voisinage de 0 de X tel

que:
(4) ' I(BAz, 2')| < /2,

VyeWs.

Voe N D[BA].

A étant ouverte, /l/'2 = RA[PINAUND[A]) est un voisinage de 0 de
R[P].
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Si ye#y, il existe ue UNP[BA] telle que 1(y) = {(Bdu, 2", d’ol,
on déduit de (4):

(5) Ay <el2, Vye#,.

Alors v = f)“l(wz)ﬂn(_l—f))‘lﬁwl) est un voisinage de 0 de 9[B], et pour
ye¥, on az y =p(y)+ (L —p)(y) avec P(y)e W, et (I—p)(y)e Wy, Lo,
de (3) et (B),

1@I<e

Done 1 est une forme linéaire continue sur 2[B], ce qui prouve que:
e P[B].

Vyev .

’ B. Preuve de B'2'c2[4']. Pour cela, nous allons prouver que
Ton a:

6) | (da, B = (5, (BAYZ> pour Voe D[A].

Soient e ZTA] et &> 0 arbitraires; puisque (BA)#' e« X, il existe
% voisinage de 0 de X tel que

) Cuy (BAY 25| < £/2,  Vuew;
puisque B'z"¢ ¥, il existe ¥~ voisinage de 0 de ¥ tel que
(8) Ko, B&Y|<ef2, Voer.

A = A(UND[A]) NV est un voisinage de 0 de #[4]. Comme PD[B]1n
NA[A] est dense dans #[A4], il existe @y Z[BA] tel que A(wy—2)e .
De (8) et du fait que A (w,—)e ¥ :

(9) KA (@, —=), B'2">| < &/2.
De (7) et du fait que p(2,—a)e @(%), il existe wye % tel que L'on a:
(10) [K@o—a, (BAY' 2| = |Kug, (BA) 2> < &/2.

De (9), (10) et du fait que wye 2[BA], il résulte:
4, B'Yy —{w, (BAY&>| = &.
& étant arbitraire, (6) est prouvée, ainsi que le théordme.
4. En faisant appel maintenant & différents théorémes du graphe
fermé, donc en faisant des hypothéses convenables sur les espaces cong-
idérés, on peut alors modifier les hypothéses faites sur 1’opérateur 4 et

retrouver, dans le cas d’espaces de Banach, les énoncés classiques.

Nous considérons sur le couple (X, ¥) l'une des deux hypothéses
suivantes:

(X) X est un espace de Pték [6] et ¥ un espace tonnelé,
(W) X est un espace & réseau de type #[7] et ¥ un espace de Baire.
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Alors, rappelons que 1’on a le théoréme suivant, prouvé par G. Kéthe
[4] dans P’hypothése (K) et par M. de Wilde [7] dans I’hypothése (W):

Dans I'une des deux hypothéses précédentes, si 4 est un opérateur &
graphe fermé dans X X Y et si #[4] est de codimension finie, alors 4
est ouvert et Z[4] est fermé.

De ce résultat et des précédents, nous déduisons immédiatement les
corollaires:

CoROLLAIRE 4. Soient X, ¥, Z trois evtle, le couple (X, Y) vérifiant
(R) ou (W), A et B deux opérateurs comme précédemment de domaines
denses. Supposons que A soit & grophe fermé et R[A] de codimension finie.
Alors Te domaine de BA est dense dans X.

OOROLLAIRE 5. Dans les conditions du corollaire 4, on a:
(BA)Y = A'B.
Remarques. a) Le corollaire 4 donne, dans le cas d’espaees de
Banach, un résultat classique (8. Goldberg [3]).

b) Le corollaire 5 donne, dans le cas d’espaces de Banach, le thé-
oréme de M. Schechter.

¢) Xl est clair que les lemmes 1, 2 et le théoréme 3 restent valables
dans le cas non localement convexe.
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