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STUDIA MATHEMATICA, T. XLIX. (1973)

Sur les isomorphismes d’algthres de restriction -
par

NOEL LEBLANC (Saint-Denis)

Résamé. Le but de cet article est de déterminer des conditions pour que
deux ensembles totalement discontinus B et F puissent donner naissance i dee
algdbres de restriction A(E) et A(F) isomorphes. On étudie en particulier des
conditions en rapport avee la multiplicité de B et F. .

Soit B, Pensemble parfait symétrique construit & 'aide des rapports
de dissection {&}: on mote H, = [0,1], puis B, = [0, £]JU[1—§, 1],
et on renouvelle lopération précédente sur chacun des intervalles consti-
tuant B,, pour détinir B, avec le rapport &, ... et ainsi de suite. Alors,
i B = N E,,

nz=0
B=lo;0=3 ot G0 —E) a0, 1)),
k>1
Si A(R) est l’algdbre des transformées de Fourier des fonctions de
LY(R), si I(E) est idéal des fonctions de A(R) nulles sur E, on peut
envisager 'algébre quotient A (F) = A(R)/I(E), et il est naturel de se
demander §i cette algdbre peut &tre isomorphe 4 une algdbre A(F), ohr
F est un ensemble fermé quelconque. Certains isomorphismes ont - été
mis en évidence (cf. [1], ch. IX), lorsque F et F sont des ensembles par-
faits. symétriques dont les rapports de dissection tendent vers zéro, puis
Y. Meyer a montré les limites de tels résultats [2].
Nous montrerons tout d’abord, dans une premiére partie, que, si
" B satisfait une certaine condition de multiplicité, les homomorphismes
de A (F) dans A (1) sont de la forme

$:0>0of, fla) = D fulo),
ot la some est finie, et ot si on pose
§ =& bl g,
fi() satisfait & la relation

flc(EBy’l'j) =gy oo b Sty e 1)

FES
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ol la somme du second membre est étendue & tous les systémes de k-indices
possibles.

Pour préciser ce résultat, nous étudierons dans la seconde partie le
cas ol

k>0

Nous montrerons alors que les isomorphismes de A (F) dans A(H) sont
définis par des fonctions linéaires au voisinage de tout point de H.

Dans 1a troisiéme partie, nous étudierons le cas ol f est une bijection
entre deux ensembles parfaits symétriques ¥ et F, et nous donnerons une
réponse négative & la question: si B et F sont deux ensembles parfaits
symétriques tels que F est de multiplicité et F' d'unicité, 4(F) et A (F)
peuvent-elles étre isomorphes? Nous montrerons en fait ce résultat en
utilisant des notions d’unicité et de multiplicité trés particuliéres, mais
1’étude de ces conditions montrera que, dans le cas particulier des ensembles
Jparfaits symétriques définis par un rapport de dissection constant, les
notions d*unicité et de multiplicité étudiées icl coincident avee les notions
classiques.

PREMIERE PARTIE
Rappellons tout d’abord que tout homomorphisme de A(F) dans
A(E) est de la forme
P Pof

ot Que le théoréme du graphe fermé montre qu'une telle transformation
définit effectivement un homomorphisme si et seulement i

, IPoflaam < Ol am,

olt O est une constante indépendante de la fonction @.
Nous utiliserons ici une méthode voisine de celle de Beurling et
Helson [3] pour conclure tout d’aberd lorsque B est parfait symétrique:

Tutorive I,1. 8 E porte une mesure positive A satisfaisant

lim i(t) = 0,

i[>0

”"Mf”A(E) <0

pour une certaine constante C indépendante de m, satisfont ume relation

y N
2(_1)Jf(25i$j) =0, J=Zsj,
7=t i=1

les fonotions telles que
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oty la premiére somme est blendue & tous les systémes de valeurs de e
possible, avec sje {0, 1}, et ol N est une constante dépendant de f.

Démonstration. Soit », la mesure de masse { en 0, } en a,, } en a,,
—% en @,+a, Un calcul élémentaire montre que

fdlv]

Nous envisageons ici la mesure

= by =1, men=wm<¥-

W = VyRVk L KV,

portée par 4°F points distincts de H, ol les v; sont construites comme
précédemment. Alors,

loll =1, llolpyr < 275,
et, si f est une fonction définie sur I telle que
6" amy < 2577,
on a nécessairement
f aw < %,

et le théoréme de Kronecker entraine l’existence d’une relation

2K

D) Aif(t) =0,

t; = Zajmj,

oll les @; sont les 4K points de B qui interviennent dans la construction
de la mesure w. On constate alors que le nombre de relations possibles
de ce type est fini, et I’on définit

Age {“2’ —-1,0,1, 2}7

&€ {0, 1},

2K

g(@) = D Aif (),

=1
ot les A; et les ?; sont comme ci-dessus. Le domaine de définition de. g
est lo sous ensemble de B'E formé des suites de 4K éléments de B tels
que

AK
D eme B, Vee{0,1}.

J=1

. ’
Soit B', ce sous ensemble; si ¢ ne s’annule sur aucun pavé de ',

{weB'5 glo) #0} = F,
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.et, comme le théoréme de Kronecker implique P’existence en tout point
de B, d’une relation qui a lien sur un fermé de &', il existe sur

{we 5 g(w) = 0}

une autre relation. Oomme le nombre des relations pombles est fini,
on pourra trouver une relation ayant lied sur un pavé de E'. On peut
done supposer que ¢ s’annule sur un pavé de B, si les coefficients 4;
ont é66 choisis de fagon convenable. Bn répétant le raisonnement précédcnt
sur le complémentaire de ce pavé, on pourra méme supposer que ¢ s’annule
sur une suite infinie de pavés de B’ ayant 0 comme point d’accumulation,

Supposons alors que ¢ w’est identiquement nulle dans aucun voisinage
de 0. 11 existe deux suites infinies de pavés ayant zéro comme point
d’accumulation et telles que :

{P};  g(@) =0 sur P,
{@:}; g@) %0 sur Q,.

Comme il existe une mesure positive portée par B dont la transformée
de Fourier tend vers 0 & l’infini, on peut trouver, quitte & extraire des
sous-suites de {P,} ob {Q,}, des mesures unitaires positives u} et u; respec-
tivement portées par P, et Q,, telles que

Oy = 2 iy~ i
n=1
satisfait 1’inégalité
[]o'NilPJLI(E;) < 4.
On obtient alors, pour p assez grand dépendant de N,
: ¥ ~, 1 'Z\T
leos” gll uzn Zy feospgdcrN >§,

et done, si ’on a choisi N assez grand,
. } . K
%Ly = (2;
il existe done une suite {s;} fixée telle que
16?7 sy =

et nous obtenons done une contradiction avee Phypothése, ce qui nous
montre que g est identiquement nulle dans un voisinage de zéro de .

Quitte & choisir une autre relation, nous pouvons en outre supposer
que g(x) =0 est la relation valable sur un voisinage de zéro, et telle
que 4;=0 dés que J = 3'¢; dépasse 'entier M choisi aussi petit que

167 E5%) 4 > 25,
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possible (ou, 8%l en existe plusieurs correspondant au méme M, Pune des
relations contenant le plus petit nombre de A4; non nuls avee J = I).
8i pour un j fixé, nous choisissons @; = 0, nous obtenons une nouvelle
relation; d’aprés le choix que nous avons faif, la nouvelle relation. est
nécessairement triviale. Ceei nous montre que la relation g(») = 0 ést

2 =1 ;f(g ) 07

qui entraine la méme réla,tion dans laquelle on remplace M par 4K, et
cette dernidre relation a leu dés que D g;u; est assez petit. La méme dé-
monstration permettrait d’ailleurs d’établir, pour x,¢ F fixé,

SR 4B
Sy “'f(wo+2%wf)= T =D

F=1 . . F=1

M

I = e

i=1

et cette derniére relation a lieu dés que sz, +Z‘ &;@; appartient & un segment
de la forme [y,, ¥o+ &1 .- Ergdy oll ¥, est combinaison linéaire des &, ..

v (L—&), 4 < Ky. On vérifie alors que si x, appartient au segment
[Yos Yo+ &1 -+ &g, )y 1o velation précedente a encore lien lorsqu’on remplace
, par @, et quion impose & @+ &, d’appartenir encore au segment.

On associe done & chaque # de E le segment construit comme ici,
et on on obtient ainsi un recouvrement de E d’olt ’on extrait un recouvre-
ment fini. Bn choisissant le plus grand indice k correspondant au %, pré-
cédent, ct en subdivisant certain des segments obtenus, la relation a encors
lieu si @y+ > ¢;@; appartient & I'un quelconque des segments [y, y+& ..

.. &1, ol & est fixé et olL y est combinaison linéaire des E L EL(L—E )
< k. On peut alors assurer

2(_1),,f(2 g,wj)__o, J = 2

puisque cette somme se décompose en 2F sommes partielles qui sont
toutes nulles d’aprés le résultat précédent; nous obtenons done la relation
annoncée aveec N = 4K +Fk.

Nous pouvons alors chercher & résoudre cette relation:

TmiorEME 1,2. 8¢ B porte une mesure positive A satisfaisant
lim i(¢) = 0,
It—>00

les fonctions telles que

”emf”A(E') <0
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pour une ceriaine constante C indépendante de n, sont de la forme
F@) = 3 ful@),
ot la somme est finie, et oh, si Von pose
=& Ea(1—§),

Tr satisfait la relation

fk(Zejr,) = 25,-1 o 8 Furs o ),

i>1

ol la somme du second membre est étendue & tous les systomes de & indices
possibles.

Démonstration. Pour résoudre la relation que nous avons trouvée
dans T'étude précédente, nous remarquons qu’il nous suffit d’obtenir
une fonction satisfaisant la méme relation, et prenant la valeur de f(z)
aux points # de ¥ de la forme

2 g< N.

o= Y e,

Nous posons alors
Jole) =£(0),

et nous définissons par récurrence, pour ¢ = Y1y, et k< N,
fol@) =0 si Dg<k,

fil@) =f@—D'fi(a)  si D =5,
i<k
ful®) = 28,1 P L/ ST L B 2 &> k.
On vérifie alors que, pour tout point z tel que e <N,
f@ = D) fl@).

Il reste done & montrer que f,(x) est solution de

N
2(——1)-7]‘(;1'3,%) =0, J =ZN'5“

j=1
ce qui entraine que f(x) en est aussi solution, puisque toute combinaison
linéaire de solutions est solution. Or f(#) s’écrit comme une combinaison
linéaire de termes de la forme

Fulrs + v +7y),
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et le coefficient de ce terme dans
N

217 hl Y o)

=
est, si les atomes 7, ..., 7, proviennent de Biyy woey By
N
N—h
rfi -
Jé\; J—h

ce qui achéve la démonstration.

DEUXIEME PARTIE

Nous supposons dans cette partie que la suite des rapports de
dissection définissant E a pour limite §, et nous démontrons tout d’abord
que les résultats de la premiére partie s’appliquent & cette situation:

Levme IL1. Si la suite des rapports de dissection {&,} définissant
I a pour limite %, la mesure unitaire i équirépartie sur B satisfait

lim i(t) = 0.
[E~r00
Démonsgtration.
. t
ol =n cos &, ... Ek_1(1~§k)§
k=1
—k t
< co8297%E, .. fq(l—ak)é' ;
q+r=k>q

et nous pouvons majorer g, & ’aide de la formule des accroissements
finis pour les fonctions de plusieurs variables

Il < ) (1-28) < (h—g)sup(1—2),

k=z1>q

puis /f(t), par la méme formule

. t
A < cos20~"§1...5q§ -+ E 2TRE L& &g 5
atr=k>q q+r=k>g
;
R 2"81}151 e 545
(1) A < |—————| + & ... §sup(L—2&) (.
i oer t k>q
sin2 El"'qu
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Pour r fixé, nous déterminons tout d’abord g, tel que:. -

sup(L—2&,) < 277,
k=qy )

puis, pour [f| > 27§ ... &', nous choisissons ¢ >
12776 5t <2

Nous pouvons alors déduire de (1)

o el que

<2,

ce qui est le résultat puisque » est arbitraire.

Nous définizsons alors les mesures suivantes, ol » est un entier fixé,

gupérienr & 10:
Ky, qui affecte de la masse 1 chacun des points de la forme

n

Zskfl...

Jo=1

Eprna1(L—Eprn) + 380 Epiny  2,€{0,1}, ea= .= sp=1—g¢;

v 7y, transiatée dela mesure unitaire équirép‘artie su'r En [0, Ev e bpinl
par la translation qui transforme cet ensemble en un ensemble symétrique
par rapport & lorigine;

op; le produit de convolution

Hp
v—%E ... & o
o, est alors une mesure portée par F telle que
Levve I1,2. §i _

*yp;'

sup(l—2 fg 4
>p .
alors
1A T -
llopllpar = suplo, (8)| < ———F—-.
t E1ovbpin

Démonstration. Comme

ppl =] |

k>p4+n

1
co8 51 e Ek..i(l"‘ Sk)g Pl

(1) est vérifié avee », au lieu de 1, dés que g = p+mn, et un caleul identique
4 celui du lemme 1 donne alors .

(2) [t = ———L entraine | j1,(t
51 ces E_rp+n

$|‘P‘
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ce qui améliore la majoration triviale
3) (0] < pllpar < Ipllar = 1.

Nous pouvons par ailleurs améliorer aussi la majoration
Hy

o )
—L2 ) )<
(m-—%fl...{:n) ()l e—%& ... &

soit g,, la mesure qui se dédunit de u, par la translation qui améne 3¢, ...
.. & & Vorigine:
R ¢
) ) 1 =
&p g

( Hp
w—3E ...

et, i nous définissons s, comme dans le lemme 1,

¢ ¢
0p(8)ds =f2”"9 Teos27FE L.
/ IEail|

n=k>=10

2nLog2

< :
o S1eepyn

(4)

0p(s)ds|,

8
fﬁ(lwsk)ids,

ce qui nous permet d’obtenir, par un calcul anﬂ.logfue 4 celui qu1 nous
a permis d’établir (1)

—10
<lf sin2 51 . &ps

&
(s)ds SIn2TIE L g

3" ‘
s‘ + 3 2“"’17@‘251 o Ept?

Le lemme d’Abel nous permet de majorer intégrale:

‘f Sin2E L. g8

il < ontly 27
sin2 " iE L L g |

< )
SE &y B Bpin

tandis que ’hypothése du lemme implique en outre

9
§p+1 Ep’+n \8'
On obtient alors
¢ o ‘
[a0as|< 2t T
J ¥ = E §p+n 4: 1- o+ 2
- 7 , u R A
() | —————  entraine ( 2 ) 3 1< .
h &1 eov Epin o—%& .. ® &1 Epin

Le lemme découle-alors 1nm1éd1atement de (2), (3) (4) et (B).
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Remarque. Un calcnl plus précis de (2) et (5) nous aurait permis,
dans énoncé du lemme, de remplacer n~24~" par n~ 2" Nous ne ferons
pas ce caleul iei, car nous n’aurons pas besoin d’une telle précision.

Le lemme va nous permettre de préciser les théordmes de la premidre
partie, dans le cas particulier que nous envisageons ici; nous allons toute-
fois oublier tout d’abord ces résultats, et établir une proposition en utilisant
seulement le lemme. Pour cela, nous rappelons que & peut 8tre considéré
comme lintersection d’une suite d’ensembles E, chaque B, étant con-
stitué de 2* intervalles de longueur &, ... &, S I, est 'un quelconque
de ces intervalles, nous notons I,; les intervalles, rangés dans l’ordre
des j croissants, qui constituent INHy,, 5, (1< j< 2), puis

Fyy = [nff(I,;0B), supf(I,;nB)].
ProrosrrroN IT,1. 8%1 ewiste une constante C telle que
VOe A(F), |Pofllam< O amy,
alors, quel que soit Dintervalle Iy, choisi & Ta k™™ éape,
Qist (F gy Frya)
diam (£ ;)

et le résultat est conservé si By ;.\ remplace aw dénominatour F ;.

Démonstration. Si cette inégalité n’avait pas lieu, il exigterait
une constante strictement positive 5 telle que, quel que soit entier n,
on pourrait trouver des indices ¥ et j satisfaisant

it (Fy gy Py, 511) > diam (F ),
sup(l—2&) < n247™,
g>k

lim sup =0

8i nous envisageons la fonction @ définie par

1 si ze Py,

0 si dist(z, Fyy) = 9~ diam (F,, ),
linéaire dans les intervalles,

®(z) =

un caleul élémentaire nous donne

(6) 19]am < 1P]lym < 2+ Tog(n+1).
Quitte & envisager une mesure translatée de oy, pour laquelle le caleul
du lemme serait encore valable, on peut alors supposer j = 2°, d’ott

LI _ (n—10)Tog2

=
o—%E ... &

E1vee by

EfQ?ofdak =

A
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et nous obtenons, en tenant compte du lemme 2

(n—10)Log2

(M 1Pof|uzm = 7

(6) eb (7) nous donnent alors une contradiction avee I’hypothése puisque
n est fixé et que » peut étre choisi arbitrairement grand.

Let résultats que mous avons établis jusqu’ici s’appliquent & tous
les homomorphismes de A (¥) dans A (B). Pour obtenir des renseignements
plus préeis, nous allons introduire maintenant la notion d’isomorphisme.
En fait, nous utiliserons seulement la propriété suivante: les isomorphismes
de A(F) dans A(H) sont de la forme ®-> Gof, ol f est une injection de
B sur I telle que

HC, Ve A(F), |Doflum < Ol s

Prorosirion I1,2. 8i f définit un isomorphisme de A(F) dans A(H),
il ewiste Ly tel que, si k= Ky, f est monotoné sur chaque I,NE.

Démonstration. Nous pourrons conclure si nous savons montrer
que, pour % assez grand, les ¥, ; sont rangés dans Pordre des § croissants
(ou décroissant). Nous écrirons

si sup(¥y;) < inf(Fy ;).

Si la proposition n’était pas réalisée, les ¥ ; seraient soit rangés en désordre,
soit non totalement ordonnés. Dans le premier cas, on aurait par exemple

B3 < Fyyr

Frog < Fs < Py < Frzp1s

ce qui est impossible d’aprés la proposition 1, si %, est assez grand pour
que

dist (Fy ;9 Fr01)
diam, (Fk,j)
La proposition ne peut donc étre en défaut que dans le cas ot 'on peut
trouver 4 et j distinets tels que Fy ;N Fy; #=G.
L’hypothése (8) nous permet alors de trouver & > & tel qu’il existe
By = Ty,
By = Fyy,
By OBy 4@,

(8) k>k, entraine sup <1.
i

et de construire ainsi une suite de segments emboités ayant pour limite
commune ‘

J(@1) = f(w,)

mleIkkazeIk,j,

avec

2 — Studia Mathematica XLIX.1
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et done »; 3 x,, ce qui est impossible puisque nous supposons ici que f
est une injection.

COROLLAIRE. 8% f définit un isomorphisme de A (F) dans A(E), si N
est la constante qui intervient dans le théoréme 1,1, la fonction

N~2

go) = X (=17 [f] Z gy +a) —f( 3 &m)]

j=1
est une function & variations bornées, défimie pour

ve B = {oeE; 00<i];1f{1’j}}, vy = E o Gy (L&)

telle que, si B = g(&'), il eamste une constante a,
que, g ’

VQ)EA(F'): I®o oy < H@”A(F):
el que
. g@+y) = g@) +9().
8i Von note uy, = g(ry), 2%uy, reste alors borné indépendamment de k.
Démonstration. D’aprés la proposition 2, g est combinaison
linéaire de fonctions & variations bornées, et est done elle-méme % variations
bornées. Comme

127V 2%y, ] < var(g),

2%y, Teste borné. Les autres résultats découlent immédiatement du thé-
oréme I,1.

ProrosirioN II,3. La suite wu, = g(r,) est telle qu'il ewiste k,, avec
Pune_des propriétés suivantes, pour k > ky,

U, =0,
Ygq1 1
el S Pl

Uy, 10

“Démonstration. La proposition 1 s’applique & la Eoncmon g, et
nous permet de détermmer I, tel que k > ¥, entraine

[t — g1 — ove —Uppo] < 205,

oll v;, représente le reste de la série de terme général |u,); en utilisant
cette inégalité aux ordres k& et k41, on obtient

) [y — 21041 | <

L corollaire de la proposition 2 nous permet en outre de déterminer,
pour ¢ fixé entre 0 et 1, une suite infinie d’indices m > k,+10, tels que

(10) §ung|uj[ < (L 48)2™ |y,

404.
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Ceci nous donne, en supposant 4,, > 0,
Vnys < (L+2)27 %,
et, en reportant dans (9), avec k¥ =m—1,
[ty — 2% < (14 8)27
ce qui entratne u,, , > 0, et, si u, > 0,
e B Ewee

comme ¢ est compris entre 0 et 1,

u .
2. 1

<(1+8)275
U1

et nous pouvons remplacer (10) par

(11) sup2’ 1uj[<(1+2 6-i- )2m—1um_1.

izm ‘

Nous pouvons alors, si & & été choisi assez petbit (en fait & = 1 convient),
renouveler le calcul précédent avee (9) et (11), et ainsi de suite, pour
obtenir, si m—10 < j << m,

%

9 4
U1

1
—1|<=.
10

Si nous supposons.par récurrence que, si m— 10
< m,

E>Hy, si b+2<j

PR
Uy_y ~10’

(9) devient, compte tenu de ce dernier résultat et de (10)

[ —2Up 1] < 40py9 << dtg, 2 E n< it ’
o & 10 50

ce qui entraine

et vérifie donc 'hypothése de récurrence, et achéve la démonstration
puisque m peut dtre choisi arbitrairement grand.

Rematrque. Nous aurions pu obtenir une majoration plus précise,
mai§ nous n’en aurons pas besoin dans la suite. D’ailleurs, pour démontrer
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a ce stade le meilleur résultat possible, c’est & dire

.
Lim -2 1

ko0 Uy

(résultat que nous retrouverons par la suite), il aurait fallu .démontrer
le lemme 2 sous une forme plus précise, en faisant disparaitre la constante
10 qui intervient dans la définition de u,.

COROLLAIRE. Bn se limitant aux k = k,, on peut poser

Uy = Cl Ck_l(l_é_k)
avee
1 1
SEEIRETY

Démonstration. Il suftfit de poser (si w, reste positif)

V=81 &
(si uy, reste négatif, on prendra pour v, opposé de cette va.leur) On obtient
alors )
U = V1=V = Ly oo Gpa(1—0p).

Comme nous savons

9 uk_H 11
— D
20 w207
9 <17£ _ Ce <11
1w, 1=
et done 9 < 20¢, < 11, ce qui est le résultat annoncé.

ProrosiTroN I1,4. 8¢ u; n'est pas identiquement nul, et est mis sous la
Jorme

T2 (1— G,

il existe &y, tel que % > k, entraine £ = &.

Uy =100

Démonstration. Soit

.
v—2
2

] =
(2) = exp 51--.- AT

1Pllagy < 1, e, si nous envisageons la mesure o, qul intervient dans le
lemme 2, les éléments du support de o, qui satlsfont v>= & .. E , sont

icm
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de laforme

Ll—Gu)+ D @b & age {0, 1}.

kzp-+10

& =E& ... (1 — &)

Nous envisageons de tels #, et nous notons

. T
1 —2
2 .

¥ =
(W) oxp 1 Ep(Ep-}-l*Cp-ﬂ) !

ce qui mous donne

Dog(z) ¥ (w)

§p+1 Cp+1 +Z‘1k [§p+1 s G- Ck+1) - §p+1 e (1= §k+1)]
’

—exp7,2

§p+1—cp+1
|Bog(2) ¥ (@) —il < T o e Gl — i) = Epgn o G — )|
k=p+10 2 IEp-{-l - Cp+1|

La formule des accroissements finis pour les fonctions de plusieurs variables
permet de transformer cette inégalité:

ktl k—n—1
T C]‘ - Ej 11
1Bog () (o) —il < 25 | Bt (20
kzp+10 j=p+1
k 41 [11\EeHt
SIS e (20) &l
K10 p+1 p+1 >p
= A
BN E——Y YT A u(—) du
2|£p+l_Cp+1I j>£ ! i 1'0{ 20

f{uP’Cr—

1>p .
T 101y~ Cpaal
Par ailleurs,
7T T .
Dog(ér... Eppa) Py ... Eppy) =exXDp '—’LE = —1
et le méme calcul que précédemment nous donne, pour tout élément du
support de o, satisfaisant << 3 &;... &,
sup |§;— &l

i>p

[Pog(x) () +4] <m7
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ce qui nous permet de conclure, si 'on a pris soin de choisir un indice
p pour lequel

21— Lppal = sup [ — &
i>p

(ce qui est possible d’aprés le corollaire de la proposition 3),
— n—10) Log2
(12) if@og(m)-‘]f(m)dap 5 (n—10) Log2
& 1o Eppn
8i, en outre, p est assez grand pour que '

sup (1—2&)<n

a>p

—2 4:——7!4,

le lemme 2 est applicable, et permet de déduire de (12)

n—10
P09l a = 1—1,

ce qui nous donne le résultat puisque » peut &tre choisi arbitrairement
grand.

Ceci montre que, si f définit un isomorphisme de 4 (F) dans A (1), g est
linéaire dans un certain voisinage de l'origine: il existe , tel que

8l o< @y g(8) = 6 (Fy,y ..., Ty_p)@.

Comme les 7; sont des constantes, il semble que a est aussi une constante
abgolue, mais nous aurions pu en fait remplacer les 7; par n'importe quel
. iy
by = 2 Ty
k=1
olt les divers g, sont choisis pour que la some des @; 8oit dang E. On peut
alors envisager Pensemble des constantes a ainsi obtenues

ProrosrTION IT1,5. La fonction a(z,, ..
finé de valeurs lorsque zy_, varie, x,, .

.y By_g) ME Prend quiun nombre
..y By restant fimes.

Démonstration. Nous utlhserons une méthode trods v01sme de
celle de [4]: nous posons tout d’abord, avec ¢ > N,

N-3

—1)Jf(2 8%y -+ &%+ @) .

=
Cette fonction est (en particulier) définie sur
@y Beyy eny @ } X {me By 0 <inf(ry,, ...

et satisfait

Bz @) = D

1 Ty gy Ty 0

co P )}
“m

h(“_’iy @) = h(®g, 0) + a0, a; = Gy ey By, ;)
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sur un ensemble de la forme
x4
B = {m;, v, -

Comme, en outre,

o, } X {we By @ < @}

le™ 4z < €
h est telle que )
(13) M g <

En vue d’obtenir une mégahte contradictoire, nous définissons
la mesure Ay, unitaivre équirépartie sur {ze¢B; & < @}, puis la mesure 1;
portée par #; X {xe B; o< x,}, et satisfaisant

diy(w;, 3) = exp[ —nih(2;, ©)]d, (),

< oM,

ce qui nous permet d’assurer
(14) 2 f A =m.

Comme en outre, le lemme 1 est applicable & 4, au lieu de 4, i1 existe 7'
tel que |{| > T entraine

()] < =

et nous pouvons alors, si les a; sont deux & deux distinets, détermmer
n tel que
V’b,’b n[a,—ai,] 2T,

d’olt nous déduisons, puisque h(mi,
” Z A‘“PM <?

L’inégalité (14) devient alors

x) est hnémre de pente a;

m
”enm“A(E”) = 5
et, en comparant cette inégalité avee (13), on constate que les a; ne peuvent
prendre qu’un nombre fini de valeurs.

OOROLLAIRE. Il ewiste x, tel que, si pour 1 <j <N —2, 2, < @,

G(DByy ooey By_g) = 0.

Démonstration. En revenant & la définition de la fonction g(),
on obtient, quel que soit 7,

,
@By ooey BBy oney Ty_s) = @{Bay ey Bjyorry Byy_g) F B(B1y v e Ty ooy Biy_)
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et, comme la fonction @ ne peut prendre qu un nombre fini de valeurs
(on aurait pu, dans la proposition 5, faire varier n’importe quel x; an lieu
de @y._,), @ est nécessairement nulle lorsque tous les ; sont assez petits,

Nous sommes alors en mesure de démontrer:

TegorBME IL,1. 8i B est un ensemble parfait syméirique dont le
rapport de dﬁsseotwfn, & pour limite %, si f définit un isomorphisme de A (F)
dans A(B), on peut berire [0,1] comme union finie de segments I, tels que
la restriction de f & BENI, soit

@) = a@+b,, a,cR, b,eR.

Démonstration. A un ensemble (2, ..., #y_,) satisfaisant @ < @,
on peut associer @,, dépendant des constantes k,, &, et %k, des proposi-
tions 2, 3 et 4, et tel que, si &< @y, g(x) = 0. Or la constante %, a 6té
introduite avant la définition de la fonction g(x); elle est done indépendante
du choix de Pensemble (%, ..., 5y_,). De leur c6té, k; et &, ne dépendent
que de Pensemble F et de la norme de ’homomorphisme défini par g,
qui est aussi majorde indépendamment de (w, .. .y By_;). Quitte & nous
restreindre & 1’ensemble

@1y - oy By_gy @); o; < inf (@, mp), @ < int (25, 24) b

nous obtenons alors g(z) = 0, ce qui est une relation meilleure que celle
donnée par le théoréme I,1 et nous pouvons répéter tout le raisonnement
précédent & partir de cette nouvelle relation, et aingi de suite... Il existe
finallement un voisinage de zero sur lequel

flo+y) =f(@)+Ff ) —£(0)
et nous posons encore

g(@) = f(@)—f(0)

Pour montrer que g est une fonction linéaire, et done que f est une fonetion
affine. Il est toutefois utile de remarquer que, 8i z, a pu étre minoré en
fonetion de la norme de I’homomorphisme défini par g, il n’en est pas de
méme pour z;, et quil est done impossible de préciser la: dimension du
voisinage de zéro sur lequel f est affine.

On peut cependant démontrer le méme résultat au voisinage de
tout point de # de la forme

@ = Dlet . & 11— &),

et on peut donc écrire F comme union infinie d’ensembles B, =E8nI,
tels que xe H, entraine

v‘sj< oo, & {0, 1},

f(®) = a,z+b,.

icm
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Nous pouvons alors conclure en appliquant la méthode de [5]: une
démonstration absolument identique % celle de la proposition 5 permet
de montrer que les coefficients @, appartiennent nécessairement & un
ensemble fini (si I'on ne veut pas refaire la démonstration dans ce cas,
il suffit d’appliquer le principe des soucoupes d’Y. Meye_r [6] & la propo-
gition 5).

1l reste done & montrer que, s’il existe une suite infinie de segments
I, tels que xe EnI, entraine

f@) = a@-+b,,

b, reste constant & partir d'un certain rang.
Soient m;, et @y, tels que

o= D ek Gal—&), &e{0, 1}
i<k

go= D ek Gal—§),  e{0,1},
i<k

fl@) = aw+Db, sur [@, 0,4+ & ... 5INE,

fl@) = aw+by, sur [@y, o+ & ... &IOE.

Si », est la mesure unitaire équirépartie sur [0, &, ... &], nous posons
dwy (@) = 6Ny, (55— m) + e~ VT iy (2 — ),

et la transformée de Fourier de w; est

’ b -—b, .
| (H)] = 2| cos [(t+N¢z) i +1\T_k__2__’i]vk(t+Na,) .

8i N est tel que, pour un entier m, |N(b,—b;)~—(2m+1)=| < (2¢9)77,
Pinégalité |w,(t)] < 2¢~" aura lieu lorsque

1
q(m— )

On envisage alors une suite d’indices %, soit &y, ...,

[t+ Nal < ou I (t+Na) <—

ky tels que

1
q ]:vlcj_,_] - ml’cj_]_ll
Il n’existe alors pour chaque valeur de ¢ qu'un seul indice j pour lequel

I'inégalité ]co,c ()] < 2¢7" peut ne pas &tre réalisée, et on peut done conclure,
si ’on a pris som de choisir une suite telle qu’il existe N et m; satisfaisant

=1, sup |;'/:j M <—
[t

I (b, —bi) — @y 1)l < 5
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(ce qui est toujours possible pour une sous-suite assez lacunaire),

3o

puS 4

Comme
Z femf(m)dwk = 2¢,
E B

le théoréme provient de ce que g doit restér fini.

TROISIEME PARTIE

Pour préeiser la nature des homomorphismes d’algdbres de restriction
dans Ie cas ol le rapport de dissection de F n’a plus pour limite 4, nous
aurons besoin de connaitre non seulement Z, mais aussi f(F). Nous sup-
poserons ici que f(H#) est lui-méme contenu dans un ensemble parfait

symétrique, et mous démontrerons un résultat qui nécessite deux
définitions:

DiiriNizron 1. Nous dirons que l’ensemble parfait symétrique
= {w; o= Yok & (1—&), 5e {0, 1}}
J=l
satisfait la condition M si, quels que soient 7 et P positifs fixés, on peut
trouver 7 tel que, pour tout sous-ensemble 4 de N satisfaisant
card 4 < P,
Pensemble parfait symétrique
B, = {m; B =gk E (1 §), e {0, 1}}
ia
porte une mesure positive unitaire x4 telle que
sup |4 (1) < 7.
mer
DgFINmron 2. Nous dirons que Pensemble parfait symétrique
Fo={e 2= enlso Lea(t— )y e {0, 1}
531

satisfait la condition U #’il existe une constante 0 et une suite de fonctions
{9} de norme bornée dans A (F) telle que, si

ao= D el bia(1—2), &e{0,1},

ik

=2+l Lpa(1—0),

icm
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alors

R6B(2) >1—0, RE6D,(es) <1—26.

TaforiME IIL,1. St B satisfait la condition M, si F satisfait la con-
titoon U, les homomorphismes de A (F) dans A (H) sont donnés par les applica-
tions f de B dans F telles que f(B) ne contient qu'un nombre fini d’éléments.

Démonstration. Les homomorphismes de A(F) dans A(F) sonb
donnés par des applications f de E dans F satisfaisant le théoréme 1,2,
que nous pouvons préciser en écrivant que f(#) < F:

f@) = D ful®)

m<N

¢t, silon note r; = & ... &_,(1—§;), fmu(®) est telle que

fm(z"j) =2fm(rjl+ (X ‘|‘9‘jm),
It e 150 = Y by o Geoa (1=,

k=1

|0, 1l < ML

Nous utiliserons ces résultats en notant

@ = Mgk Gal—g),  5e{0,1}

j=1

f@) = Dol beall—8),  ee {01}
k=1 .

et en étudiant tout d’abord la correspondance ainsi définie entre une
suite {e;} et une suite {e;}. Pour % £ixé, la valeur de &, dépend d'un nombre
fini de valeurs de la suite {s;}, soit au plus o (N): si cela n’était pas vrai,
on pourrait en effet, puisque le nombre de tous les a,, (correspondant
& toutes les valeurs de m) est borné en fonction de N, trouver un ensemble
J de NV indices j, tel que les valeurs des g, ;, non toutes nulles, restent
constantes lorsque, & et m étant fixés, les indices jy, ..., j,, varient dans J.
Nous envisageons alors une suite {¢} telle que

siojéd,
Card{j; jed, & # 0} = M,

g =0,

et nous pouvons calculer la valeur du &, correspondant:

, M M M
& = (N—l) RN (N—2) ON—2,5 1 - T (0 )aO,k'

Les coefficients a,, ; sont done solutions d’un systéme de N 41 équations
indépendantes & N inconnues. Ceci n'est possible que si a,; = 0 quel
que $0it m, et nous obtenons done une contradiction, ce qui prouve que
&y, dépend de moins de w () valeurs de la suite {g;}.


GUEST


28 N. Leblanec

Comme nous n’avons pas supposé que f est surjective, il peut par
ailleurs exister des indices % tels que &, soit indépendant de , et done de
la suite {g;}. I peut en outre exister un entier ¢, tel que la condition

& = 0 i J = g1
ne permet, pour aucun des indices % tels que &, dépend de x, de préciser
la valeur de s,. Nous étudions alors la restriction de fa{eeH; w< & ...
-+ &}y eb nous répétons le raisonnement précédent: il peut exister des
indices % tels que &, soit indépendant de 1'élément = de cet ensemble
(et alors, la construction de g, montre que &, est indépendant de ze E). 1
peut aussi exister un entier ¢, tel que la condition

5 =08l j<q ousij=q,

ne permet, pour aucun des indices % tels que &, dépend de x, de préciser
la valeur de &, ... Nous construisons ainsi la suite {01 o, ...} ot le résultat
précédent montre que cette suite contient au plus w(N) éléments.

Soit ¢, le dernier terme de la suite; nous étudions alors la restriction
defa{rell; 2<§, ... &}, 0w, ce qui revient au méme, nous supposons
qu'il est impossible de déterminer ¢,. Nous remarquons en effet que le
théoréme I,2 implique que, si f(¥) contient une infinité d’éléments, il
en est de méme de f({we B; 2 < &, ... Egb)

Ceci revient & dire que I'on peut déterminer Jo arbitrairement grand
et &, tels que :

&y, dépend effectivement de s,

Vi<Gjo, &, ne dépend pas de g.

Nous notons alors 4 = {j; a}m dépend de g}, et nous savons déji
que 4 contient an plus o () éléments. Nous pouvons done utiliser le
fait que ¥ satisfait la condition M pour agsurer que

Ba={o;0 =Ygk ... §1(1-8), 50, 1}}

jtd

porte une mesure positive u, telle que

SUp Jii (2)] < 7.
=T

En fait, NV et 9 étant fixés, T est donné par la condition M. , et nous
choisissons j, de facon que

1
’ 51...5]-0<2—T—,
puis nous définissons la mesure

v4(0) = pg(@)—py(o—ny,)
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ol
0q =D gk b (1—8), 5e{0,1}
jed
est choisi de telle sorte gque ’on puisse par exemple affirmer que, quel

que soit we B,

fl@) = Z%Cl v L (L= 8)y e {0, 13, &g, = 0,

Ie=1

f(a;.l_mﬁ) = Z&,;Cl .-.fk_l(l_ck)r

k=1

ere {0, 1}, E;co =1.

Comme
Wa() < &1 .n &g, la (D))
et
ARSI
on peut dans tous les cas assurer
Pa ()] < 27.
Par ailleurs,

Bé [ Brofdry >0
&
et nous obtenons donc, en comparant les deux derniéres inégalités,

[
190 f | aizy = 2—,7a

ce qui montre que f ne définit pas un homomorphisme de A(F) &aps
A(E), puisque 6 est fixe, et que n peut étre choisi arbitrairement Ifei‘:lt.

Comme il est difficile de montrer qu'un ensemble satisfait la condition
U, nous énongons maintenant une nouvelle condition, et nous démon-
trons alors un théoréme plus faible que le théoréme 1:

DEFINITION 3. Nous dirons que engemble parfait symétrique

F={o5 =3 ety Gea(l— o)y 5ue {0, 13]
=S}

satisfait la condition U’ §’il existe deux constantes K et 8, et une suite
de fonctions {®,} de norme bornée dans A (¥) telle que, si

By = Z 8i¢1---€z'—1(1‘ffi), 5‘1‘5{0:1}7

{<E>E

2y = z1—|~C1 Ck_;l(l"‘ck)r


GUEST


30 N. Leblanc

alors
Ré D)) =1—8, Ré Dy(e,) <1—26.

TusorEME ITL, 2. 8¢ B satisfait la condition M, si F satisfait la condition
U, A(B) et A(F) ne sont pas isomorphes.

Démonstration. Nous suivons la démonstration du théordme 1,
et nous définissons ainsi la suite {gy, ¢, ... }: la condition

=0 slj<g ounslj>qgy,

ne permet, pour aucun des indices %, de préciser la valeur de tous les
&, correspondant & des indices tels que |m—kl < K.

Si nous notons encore ¢, < (2K +1)w(N), le dernier terme de cetite
suite, et B, = {zc B; o< & .. « &g,y f définit une bijection de H, sur
f(B,), et la continuité de ft entraine Pexistence d*un indice p, tel que
Fnl0, 8 ... 8, ] (ou I'un des translatés de cet ensemble) soit contenu
dans f(B,). On détermine alors j, arbitrairement grand, et %, supérieur
4 p,+ K, tels que

Vi<jo, VE, [k—ko < K, ¢, ne dépend pas de g,

et on note A = {j; Uk, [k—k| < K, s, dépend de £}
On recopie alors la fin de la démonstration du théoréme 1, en remar-
quant que on peut choisir #, tel que, si wve B,

F@ = D el Gall—8), se{0,1),
|k—Fkg|>K
floto) =8 bua@—G)+ D ali. Gyl —8)  ehe {0, 1}

|k—kgl>EK

Nous allons maintenant donner des applications des théorémes 1
et 2, en mettant en évidence des ensembles satisfaisant soit la condition
M, soit la condition U, soit la condition U':

Tasoriye ITL,3. 8i & est constant et égal & un nombre £ dont Vinverse
n'est pas un nomb’re de Pisot, Vensemble parfait syméirique B, & mpport de
dissection constant &, satisfait la condition M.

Démonstration. Pour P positif fixé, il existe n > P tel que £°"
n’est pas un nombre de Pisot. Les mesures unitaires équiréparties sur
les ensembles

By ={o; @ = (11— 8) Y 56", ¢,c {0, 13}
j=1
ont une transformée de Fowrier qui tend vers 0 4 Pinfini, et comme il

existe n ensembles Ey, on obtient le résultat, si 'on a pris soin de choisir
P > Card 4, de facon & pouvoir assurer qu’il existe un indice % tel que
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B, = B : on peut trouver T ne dépendant que de 5, et choisir pour u,
la mesure unitaire équirépartie sur B, < H,.

TukoriMe IIL,4. Si ; est constant ef égal & Vinverse dun nombre
entier p, p > 3, Vensemble parfait syméirique F, & rapport de dissection
constamt 1[p satisfait la condition U.

Démonsgtration. Nous posons, pour ze F,

k-1
B (2) = @(11:_12),

et nous déterminons @ pour que &, sépare les points de F selon que &
vaut 0 ou 1: il suffit de choisir pour &, la fonetion continue, de période 1,
telle que
B =0 s E,_l_],
p —
oy |
Tp(p— 1)] ’

@ (z) linéaire dans les intervalles.

P(z) =1 sur [0

Nous pouvons alors affirmer que & est la transformée de Fourier d’une
mesure bornée portée par R, ce qui entraine que [Pyl reste bornée.
TemoriME IIL,5. 8% I; est constant et égal & Vinverse & dun nombre
de Pisot, Pensemble parfait syméirique F, & rapport de dissection - constant {,
satisfait la condition U’ ]
Démonstration. Nous posons encore

Cz—k
Du(z) =D (1 — Cz)

ol @ est la fonction eohtinue, de période 1, relle que
4 1 ]
. .
-£
2 (2 ]
NEa
1Dl sy reste bornée pour la méme raison qu’au théoréme 4, et on obtient

le résultat en choisissant K assez grand, car la distance de £7% & Ventier
le plus proche tend exponentiellement vers 0.

1&‘22
3 1—¢' 8 1—

. 1 1 ¢ 1
@(2) = 1 sur [~?+_£5— 17 3 ¢

@ (z) linéaire dans les intervalles.

D(z) = 0 sur [ T+
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TeorEME ITL,6. Si {; est le terme général dume série comvergente,
Vensemble parfait symétrigue F, défini par la suite de rapports de dissection
{¢;} satisfait Ta condition U.

Démonstration. Nous posons cette fois
sur [0, &y ... &1

et nous allons préeiser les valeurs de Z, et de j;.
Nous poserons alors, si 2 = z,-+2;, avec

2%51

i<iy

Dy (2) = exp(2inZ;2)

C] (1= C;) z1<€1---§j17

D,(#) = By(2y), ce qui nous permet d’affirmer, puisque j, est une constante
absolue, que [Pyl 4y reste bornée.

Nous définissons la suite {uy, %,, ..., %} par
Uy G (=8 =4,

M= 1)y oo Gpa (=)l <% Ualy... Gpn(1— {y-1)e N,

l(uj——u]-_l) Cl vae Ck_j(l—‘ck_g'-{-l)l < '%”7 ujCl s

Wupg—u ) (1=3)1 < %, w{l—C()e N,
et nous posons Z, = u, d’ol nous déduisons

1238y oo Gt (L —C0) — 3| = (up—u) 8y ... Cp-1(1—8y)
B—1
< DMy =y 018 e G (L )
=i
< 2803g-

Nous obtenons de la méme fagon

1Zy— 51 Ly oo Gy (L —Lmy) < 285y
et, si nous avons choisi j, tel que
Z2Cj < %:
iz

nous constatons que les fonctions &, ainsi déterminées permettent
d’affirmer que F satisfait la condition U, et nous obtenons alors 0 = &

Remarque. Les applications de ce dernier résultat découlent presque
toutes du théoréme de Y. Meyer [2]; toutefois, en dehors du fait qu'il
§’agit ici d’un résultat ,,s0r”, I'intérét du théoréme 6 est de montrer le
rapport qui existe entre la condition U et la notion d'unicité. Le théordme

iom"

‘ anet P = o(N
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6 n’est d’ailleurs certainement pas le meillenr résultat possible; il donne
cependant une bonne idée de la nature de la condition T.

Nous noterons pour terminer, gue la méthode utilisée ici permet
aussi, dans certains cas olt F et F sont deux ensembles de¢ multiplicité,
de montrer que A (%) et A(F) ne sont pas isomorphes. Nous ne ferons la
démonstration que dans un cas particulier:

TeforkME ITL,7. 8t E est un ensemble parfait syméirique défini
par un rapport de dissection constant £, si F est un ensemble parfait symé-
trigue défini par une suite de rapports de dissection y, tendant vers zéro,
st B et B portent tous deux une mesure dont la transformée de Fourier tend
vers zéro & Vinfini, A(H) et A(F) ne sont pas isomorphes.

Démonstration. Si p est une mesure telle que lim z(f) = 0, alors

oo

”]lim lal” (8) = 0.

8i f définit un isomorphisme de A(F) dans A(H), le théoréme I,2 est
applicable & f comme & f~, et nous voyons, en suivant la démonstration
du théoréme ITI,1, que chaque &, dépend encore de moins de w () valeurs
de &;, et que chaque g influe maintenant sur moins de w(¥N) valeurs de
e,. Comme F satisfait la condition M (théoréme ITI,3), nous associons
) un entier m tel que, dans la définition 1, on puisse choisir
T = £™, et nous déterminons %, tel que

S0 5 S Do ()
puis j; tel que, si B, = B0, 1], f(B,) est contenu dans un translaté
de Fn[0, ;... {15 nous notons alors Fy, le plus petit ensemble parfait
symétrique tel que f(¥,) = F, (pour simplifier les notations, nous suppo-
sons dans la suite que ¥, = N[0, ;.. C,,I])
Nous pouvons alors déterminer j,>j,+m, et k<<
tels que

< ky+mo (N),

Vj<Jju &, ne dépend pas de &

et noter 4 = {j; E;ﬂz dépend de &;}. En utilisant I’inégalité
<ty
Iy Sk

la démonstration du théoréme IIL,6 nous permet de déterminer une
fonction @, de norme 1 dans A (F), telle que, si

2 =426;°C1

K>y

La(M=0),  [RED(2) —ey,) < 1.

8 — Studia Mathematica XLIX.1
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On peut alors reproduire la fin de la démonstration du théordme ITI,I1,
pour conclure

1Pofllam = E’

ce qui achéve la démongtration puisque # est arbitraire.
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On weak compactness*

by
MANUEL VALDIVIA (Valenecia)

Abstract. In [1] E. E. Floyd and V. L. Klee have proved that a bounded
closed. convex subset O of a normed linear space fails to be weakly compact if
and only if there is a decreasing sequence of closed linear manifolds whose inter-
section is empty and each of which intersects . We obtain here some properties
of certain locally convex spaces, analogous to that explained above, related with
other results of V. Ptdk and R.C. James (see [5] and [2]).

We use here vector spaces over the field K of real or complex numbers.
When we use the word “space” it means “locally convex separated vector
gpace”. For every space H we denote, as usual, by E' and B* its topological
and algebraical dual, respectively.

LEMMA. Given a space B lot M be a dense subset of B [o(H', B)] with
cardinal number a. Let 2 be a point of (H'Y*. If G is the linear hull of U {z}
there exists in B [o(H', @)] a dense subset with cardinal number non-larger
than a.

Proof. Suppose that zis not in &. Let L be the subspace of &' [o (¥, 1)]
generated by M. If the restriction of 2 to L is not continuous we put
L = P. If the restriction of z to I is continuous let y be a point of Z such
that ¢y, &> = <z, #'>, for all #' of L. Then there exists a '« E such that
{y, 7 # {#, 2’y and therefore, if P is the subspace of E'[o(E, E)] gener-
ated by LU {z'}, we have that the restriction of 2z to P is not continuous.
The subspace Pnz~'(0) is dense in P and also in E'[o(E', B)]. We take
#he P, wy¢ 27(0). Given any »' of B we can write

o =y iy, Yy e27'(0), Ae K.

Let {#: de D} be a net in Pnz™'(0) which converges to y' for the
topology o (F', B). We shall show that the net {z3+A2,: de D} converges
to @' for the topology o (E', ). Indeed, if v« B we have that

* Supported in part by the “Patronato para el Fomento de la Investiéa.cién
en la Universidad”.
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