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Sommaire. On étudie I'équation fonctionnelle (1) (dite 'équation pré-Schrider)
et sa connection avee 1’équation fonctionelle de Schréder (2). Iei w: E — E est une
application d'un ensemble quelconque £ dans lui méme, et ¢: E — @ prend les valeurs
dans un groupe commutatif @ qui peut étre aussi muni d’un zéro. On indique une
classe vaste de fonctions w pour lesquelles les équations (1) et (2) ne sont pas dqui-
valentes. On en tire quelques conséquences dans le cas ol  est une application continue
d’un intervalle réel F dans lui méme.

§ 1. Soit F un ensemble quelconque et soit w: B — E une application
de l'’ensemble E dans lui-méme. Nous définissons les itérées w, de la
fonction w par les formules

wo(®) = @, cun.,_l(w)': ® (w,,(m)), 7»n=0,1,2,..

Alors les itérées w, sont définies dans 1’ensemble F tout entier pour chaque
indice entier non-négatif x.

Dans un travail récent [3] M. Z. Moszner a étudié 1’équation fonction-
nelle

1) {plo@)]}? =p@eloi2)], ¥,

qui s’appelle 1’équation pré-Schroder. Les valeurs de ¢ peuvent se trouver
dans un groupe commutatif @, possiblement muni d’un zéro avec la régle
d’opération

0-a =0 pour tous ae D.

Par exemple, @ peut étre un corps commutatif.
Le nom Déquation pré-Schrider est df au fait que toutes les solutions ¢
de l’équation fonctionnelle de Schrider

2) plo(@)] = p(),

oll Ae @ est une constante, satisfont aussi & ’équation (1). L’implication
converse en général n’est pas vraie: il existe des solutions ¢ de (1) qui
ne satisfont pas & 1’équation (2) avec aucune constante A.

Cependant il existe des fonctions particuliéres o pour lesquelles les
équations (1) et (2) sont équivalentes. Telles sont par exemple les fonctions
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constantes w(z) = const, et la fonction identité w(x) = 2. Dans [3]
M. Z. Moszner montre aussi d’autres exemples de telles fonetions, mais
en méme temps il montre aussi que telles exemples sont peut-étre excep-
tionnelles. ,

Dans la note présente nous généralisons un peu un de théoremes de
M. Z. Moszner et nous indiquons plusieures fonetions o pour lesquelles
I’équation (1) n’implique pas 1’équation (2). '

§ 2. Dans ’ensemble & nous introduissons la relation d’équivalence .
Nous disons que les points ., 2,¢ E sont équivalentes, et nous écrivons
2., 8'il existe des indices entiers mon-négatifs n, m tels que w,(x,)
= w,(%,). Les éléments de ’ensemble quotient E/: s’appellent les orbites.
L’orbite qui contient le point @ sera désignée par O[z].

Le point @,¢ B s’appelle un point fize d’ordre k (k = 1) si wy(z,) = 2,
ot (@) # @, pour 0 <1< k. Pour chaque entier positif & désignons
par B, ’ensemble de tels points z« B pour lesquelles 1'orbite C[«] contient
un point fixe d’ordre k. Nous posons aussi

B, = B\ | E,.

k=1
Les ensembles #, sont disjointes. De plus
(3) ze B, implique Clz]c B,, &k =20,1,2,...

(vois [1], [2])-
La démonstration du théoreme suivant est fondée sur les mémes
idées qui interviennent dans la partie finale du travail [3].

TatorEME. Soit E un ensemble quelconque, ® un groupe commuiatif
qui peut étre muni aussi d'un zéro, et w: B — B une application de E dans
lui-méme. 8i B, 0 pour un entier pair k et Vensemble E ne se réduit
pas & une seule orbite, alors les équations (1) et (2) pour les fonctions p:
E — @ ne sont pas équivalentes.

Démonstration. Fixons un z,e By ot un ae &, a # 0. Pour ze C[z,]
nous posons '

(4) gl@) = (—-1)*"a,

o % et m sont choisis d’apres la relation w,(z,) = w,,(»). I s’ensuit du
Lemme 0.2 de [2] (v. aussi [1]) que le deuxiéme membre de (4) ne dépend
pas du choix particulier d’indices m, ». Posons encore g(2) = a pour
we BN\ C[m,]. On vérifie sans peine que la fonction ¢ ainsi définie satisfait
& ’équation (1), mais pas & I’équation (2) quel que soit la constante A.

§ 3. Maintenant nous allons tirer quelques conséquences de notre
théoréme pour les fonctions continues w, dans le cas, ot F est un intervalle
réel.
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- PROPOSITION 1. Soit E < (—oo, oo) un iniervalle, ® un groupe com-
mutalif qui peut élre muni aussi d'un zéro, 6t w: E — E une application
continue. Sl existe dans E un point fize w, @un ordre k > 2 de w, alors
les équations (1) et (2) pour les fondtions g: B — @ ne sont pas équivalentes.

- Démonstration. D’aprés un théordme de M. A. N. Sarkovskii
[4] la fonction w doit avoir dans F un point fixe #, d’ordre 1 et un point
fixe @, d’ordre 2. Alors #,¢ E,, ce qui signifie que F, # &. D’autre c6té,
2, B, et B, N B, =O. Alors w,¢ C[2,] en vertu de (3). Notre proposition
est donc une conséquence du théoréme.

Levve. Soit H c (— oo, oo) un intervalle ¢ o, o: E -~ E deux appli-
calions conmtinues qui ne Sont pas constanies dans aucun initervalle. Alors
la composition woo west pas constante dans auoun intervalle.

Démonstration. Supposons, par contre, que woo est constante
dans un intervalle I — E. La fonction continue ¢ n’étant pas constante
dans I, ’ensemble o (I) est un intervalle, et il est de méme pour I’ensemble
w[o(I)], ce qui montre que woo ne peut pas é&tre constante dans I.

ProprosrTioN 2. Soit E < (—oo, oo) un intervalle, O un groupe ocom-
mutatif qui peut ére muni aussi dun zéro, ¢t w: B — E ume application
continue qui n’est pas constante dans aucun intervalle. Si w n'a pas de points
fizes dans H, alors les équations (1) et (2) pour les fonctions p: E — @ ne
-sont pas équivalentes.

Démonstration. It s’ensuit des hypothéses de notre proposition
que F = H, et il reste de montrer que I’ensemble Z ne se réduit pas & une
seule orbite. Supposons que cela n’est pas vrai, alors il ¥ a un xz,¢ & tel
que E = C[x,]. D’autres termes

o oo

(8) E= U U 4mns

=0 Mw=(
ol

Apn = {.’L'GE: O (#) = wn(mo)}‘

La fonction o étant continue, chaque ensemble 4, est fermé. Il résulte
du Lemme que pour chaque m > 0 la fonction w,, n’est pas constante
dans aucun intervalle. Alors les ensembles 4,, n’ont pas de points inté-
rieurs. IIs sont donc non-denses et en vertu de (5) F est un ensemble
de la premiére catégorie. Mais c’est impossible vu le théoréme de Baire.

Les Propositions 1 et 2 au-dessus montrent que pour la plupart de
fonctions continues w: F — H, ot F est un. intervalle, les équations (1)
et (2) ne sont pas équivalentes.
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