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Przedmowa

Niniejszy tekst byl poczatkowo przygotowany jako skrypt dla studentéow
w zwiazku z prowadzonymi przeze mnie w latach 1994, 1997 i 1998 wykladami
Metod Matematycznych Fizyki na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego.
Skrypt byl przeznaczony gtownie dla studentow drugiego roku, ktorzy zaliczyli
wyklady Algebry i Analizy Matematycznej. Przy pisaniu skryptu wykorzystatem
zadania przygotowane przez Jacka Tafla, a pomocy udzielali mi takze Andrzej
Okotow, Jacek Pliszka i Adam Szereszewski.

P6Zniej do skryptu zostaly dolaczone rozdzialy posSwiecone algebrom
Clifforda i spinorom, oparte na wykladach z lat 2000-2008.

Z inicjatywy Pawla Nurowskiego, w roku 2011, tekst skryptu zostat ztozony
w Redakcji Ksiegozbioru Matematycznego IM PAN. Recenzenci zwracali uwage
na roézne niedociagniecia oraz sugerowali zmiany. Autor, bedacy fizykiem, nie
mogl przyjac zalecenia, aby iloczyn skalarny definiowa¢ jako zawsze dodatnio
okreslony. Pozostalo tez okreSlenie swobodnego (a nie wolnego) dziatania grupy,
odwzorowania potliniowego (a nie antyliniowego) i kilka innych polonizmow.

Duzy i cenny wkiad do koncowej redakcji tekstu wniost Pawel Nurowski.
Jest on autorem niektorych dowodow. Bez jego udziatu, zyczliwych rad i zachety
ksiazka ta nigdy by nie powstata.

Andrzej Trautman

Nastepujace ksigzki byly uzywane w przygotowywaniu wykladow i pisaniu
skryptu:

[BR] A. O.Barut, R. Raczka, Theory of group representations and applications,
PWN, Warszawa, 1977.

[Br] H. Boerner, Representations of groups, North-Holland, Amsterdam, 1963.

[Bb] N. Bourbaki, Groupes et algébres de Lie, Ch. 1-9, Hermann, Masson, Paris,
1960-1982.



(BJI]

[Ch]
[Ha]

[Ko]
[La]
[Lj]

[Mi]

[SA]

[SF]
[SL]
[Si]

[We]

[Wy]
[Wo]

10 Przedmowa

M. BrynsKi, J. Jurkiewicz, Zbior zadan z algebry, wyd. III, PWN, Warszawa,
1985.

C. Chevalley, Theory of Lie groups I, Princeton Univ. Press, Princeton, 1946.

M. Hamermesh, Teoria grup w zastosowaniu do zagadnien fizycznych,
PWN, Warszawa, 1968.

A. L. Kostrikin, Wstep do algebry, cz. 1-3, PWN, Warszawa, 2004, 2005.
S. Lang, Algebra, wyd. II, PWN, Warszawa, 1984.

G. J. Ljubarskij, Teoria grup i jej zastosowania w fizyce, PWN, Warszawa,
1961.

L. Michel, Applications of group theory to quantum physics, Lecture Notes
in Physics 6, Springer, Berlin, 1970.

J.-P. Serre, Algeébres de Lie semi-simples complexes, Benjamin, New York,
1966.

J.-P. Serre, Reprezentacje liniowe grup skonczonych, PWN, Warszawa, 1988.
J.-P. Serre, Lie algebras and Lie groups, Benjamin, New York, 1965.

B. Simon, Representations of finite and compact groups, Graduate Studies
in Mathematics 10, Amer. Math. Soc., Providence, 1996.

H. Weyl, The theory of groups and quantum mechanics, Dover Publ., New
York, 1950.

H. Weyl, The classical groups, Princeton Univ. Press, Princeton, 1946.

W. Wojtynski, Grupy i algebry Liego, Biblioteka Matematyczna 60, PWN,
Warszawa, 1986.

Odnos$niki do tych ksiazek sa w tekScie oznaczane odpowiednimi literami.
Liczbami oznaczono odwolania do innych pozyciji literatury, ktorych spis jest
na koncu.



Wstepne wiadomosci
z algebry

1. Grupy, pierscienie, ciala i moduty

1.1. Grupy
1.1.1. Definicje i przyklady

Grupa to zbior G z odwzorowaniem
(1.1) GXxG—G, (a,b)—~a-b,
takim, ze

(i) zachodzi prawo tgcznosci: jeSli a,b,c € G,to(a-b)-c=a - (b - c);

(ii) istnieje element neutralny e € G taki, ZzZe a - e = e - a = a dla kazdego
a € G;

(iii) dla kazdego a € G istnieje element odwrotny b € G taki, zea-b =b-a = e.

Odwzorowanie (1.1) nazywa sie dziataniem grupowym lub mnozeniem
elementow; a - b jest iloczynem a i b. Zdanie ,G jest grupa z dzialaniem
(1.1)” skraca sie czesto do (G, -) jest grupa”. Znak ,,-” czesto sie opuszcza
i pisze ab zamiast a - b. Element neutralny jest niekiedy oznaczany przez 1;
element odwrotny do a oznacza sie przez a~! (notacja multiplikatywna). Jesli
elementy grupy G sa bijekcjami pewnego zbioru na ten sam zbior, a dziatanie
jest sktadaniem odwzorowan, to zlozenie a i b bywa zapisywane jako a o b.

JeSli ab = ba dla kazdej pary (a, b) elementéw grupy, to grupe nazywamy
przemienng lub abelowg;iloczyn a i b zapisuje sie wtedy czesto jako a + b (i na-
Zywa suma), a element neutralny oznacza zerem; zamiast ,element odwrotny”
mowi sie ,element przeciwny” i zapisuje go jako —a (notacja addytywna).
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Przyklad 1.1. Zbiory liczb: catkowitych Z, wymiernych Q, rzeczywistych R
i zespolonych C sg grupami przemiennymi wzgledem dodawania; zbiory liczb
dodatnich: wymiernych Q* i rzeczywistych R* sa grupami przemiennymi
wzgledem mnozenia; zbioér C* r6znych od zera liczb zespolonych jest grupa
przemienna wzgledem mnozenia. Wszystkie te grupy sa nieskonczone.

Jesli G jest grupa skonczona, to liczbe #G jej elementow nazywa sie rzedem
grupy. Grupa rzedu 1 zawiera tylko element neutralny i nazywa sie grupq
trywialng; bywa ona oznaczana symbolem 1 (notacja multiplikatywna) albo 0
(notacja addytywna).

Przyklad 1.2. Zbior Z,, n-tych pierwiastkow zespolonych z 1 jest grupa prze-
mienna rzedu n.

Grupy pojawily sie poczatkowo jako grupy przeksztalcen zbiorow. Mowi
sie, ze grupa G jest grupq przeksztalcen zbioru X, lub ze G dziata w X, jeSli
dane jest odwzorowanie

GxX—=X, (a,x)~ax,

takie, ze
ex =x, a(bx)=(ab)x,
dla wszystkich x € Xia,b € G.

W szczegolnosci, dla kazdego zbioru X mamy grupe 5(X) wszystkich
bijekcji zbioru X na X. Elementem neutralnym w tej grupie jest odwzorowanie
tozsamos$ciowe idy zbioru X na X.

Jesli X = {1,...,n}, to pisze sie $,, zamiast 5(X); jest to n-ta grupa syme-
tryczna (lub grupa permutacji zbioru n elementow). Rzad tej grupy wynosi n!.
Permutacje

mes, i—m@), i=1,...,n,

1 2 ... n
m(l) mwR2) ... mwn)/’
Grupa $,, dziata w zbiorze X, wszystkich funkcji f : R” — R. JeSli mianowicie
f(x1,...,xn) jest taka funkcja i T € $,, to

zapisuje sie czesto jako

(TT.f)(Xl,...,Xn) = f(xn(l),...,xn(m).

Funkcja f € X, jest symetryczna (tzn. zamiana miejscami dwoch argumentow
nie zmienia jej wartosSci) wtedy i tylko wtedy, gdy mr.f = f dla kazdego 1 € $,,.
Funkcja wielomianowa

(1.2) folxi,..o,xn) =[] (xi—x;)

1<i<j<n
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jest antysymetryczna (zamiana miejscami dwoch argumentéw zmienia wartoSc
funkcji na przeciwna). Dla kazdej permutacji = wielomian 7. fy r6zni sie od fj
Co najwyzej o znak:

(1.3) .fo = (sgn)fy, sgnm e {1,—-1}.

Liczbe sgn 1 nazywa sie parzystosciq permutacji. Permutacja 1 jest parzy-
sta [nieparzystal, jesli sgntm = 1 [sgnmm = —1]. Permutacje € §, taka, ze
m(a;) =ajydlai=1,...,k=1,m(ax) =a;orazmw(j) =jdlaj ¢ {a1,...,ax},
bedziemy zapisywac¢ jako |ai,...,ax] i nazywac cyklem' o dtugosci k (albo
k-cyklem). Cykl o dlugosci 2 nazywa sie transpozycjq. Transpozycja jest permu-
tacja nieparzysta.

Latwo pokazac (zob. zad. 1.4), Ze wszystkie grupy rzedu mniejszego niz 6
$a przemienne.

Przyklad 1.3. Grupa 53 jest nieprzemienna. Istotnie, transpozycje [1,2]i]2, 3]
nie sa ze soba przemienne:

[1,2]12,3] =11,2,3], 12,3]11,2]=11,3,2].

1.1.2. Podgrupy i morfizmy

Niepusty podzbiér H grupy G nazywa sie jej podgrupgq, jeSli a,b € H pociaga
za soba ab~! € H. Kazda podgrupa jest grupa.

Przyklad 1.4. Zbior permutacji parzystych
A, ={0c€5,|sgno =1}
jest podgrupa grupy 5, zwana grupq alternujqca.

Jesli G i H sa grupami, to odwzorowanie h : G — H takie, ze h(ab) =
h(a)h(b) dla dowolnych a, b € G, nazywa sie homomorfizmem grup.

Stwierdzenie 1.5. Niech e i ey bedq elementami neutralnymi grup G i H. Jesli
h : G - H jest homomorfizmem, to h(eg) = ey; ponadto obraz homomor-
fizmu h,

imgh = h(G),

Jest podgrupq grupy H, a jadro homomorfizmu h,
kerh = {a € G | h(a) = ey},

jest podgrupaq grupy G.

I'wiekszo$¢ autorow zapisuje taki cykl w postaci (a ...ax), co moze prowadzi¢ do
nieporozumien ze wzgledu na podobienstwo do oznaczen dla ciagéw.
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Dowod. RzeczywiScie, dla kazdego a € G mamy h(eg)h(a) = h(a) = egh(a)
oraz h(a Y)h(a) = h(eg), wiec h(eg) = egih(a)™ = h(a™1); jeSlia,b € G,
to h(a)h(b)™! = h(ab™!) € imgh;jeSlia,b € kerh, to h(ab™!) = h(a)h(b)~!
= ey, wiec ab~! € kerh. O

Homomorfizm grupy w te sama grupe nazywa sie endomorfizmem. Homo-
morfizm réznowartoSciowy nazywamy monomorfizmem. Epimorfizm to homo-
morfizm surjektywny. Homomorfizm wzajemnie jednoznaczny to izomorfizm.
Automorfizm grupy G to izomorfizm G na G.

Przyklad 1.6. Niech R* oznacza grupe multiplikatywna liczb rzeczywistych
dodatnich. Odwzorowanie wykladnicze exp : R — R* jest izomorfizmem grup.

Przyklad 1.7. Niech N = {0,1,2,...} oraz 0 < n € N. Odwzorowanie
7 — 1y, k—expmkv/—1/n),
jest epimorfizmem; jadrem tego odwzorowania jest podgrupa nZ sktadajaca
sie z liczb calkowitych podzielnych przez n.
1.1.3. Iloczyn grup

Majac grupy G i H, mozna utworzyc ich iloczyn (prosty, kartezjanski): jest to
grupa, ktérej zbiorem elementow jest G X H, a dzialanie okreslone jest wzorem

(a,b) - (a',b’) = (aa’,bb"),
gdzie a,a’ € G oraz b, b’ € H. ,Dzielenie” grup wymaga nieco subtelniejszych
rozwazan.
1.1.4. Warstwy
Niech H bedzie podgrupa grupy G; mozna wprowadzi¢ w G relacje, przyjmujac
a=b < a'beH.

Tak zdefiniowana relacja jest relacja rownowaznoSci: jest ona symetryczna
(a = a), zwrotna (jeSli a = b, to b = a) oraz przechodnia (jeSlia=bib =c, to
a=c,boalc =a'b-b'c). Klasy rownowaznosci wzgledem tej relacji nazy-
waja sie warstwami lewostronnymi grupy G wzgledem podgrupy H. Warstwe
lewostronna zawierajaca a € G zapisuje sie jako

aH ={ab e G| b e H}.

Zbior wszystkich warstw lewostronnych grupy G wzgledem podgrupy H ozna-
cza sie przez G/H. Podobnie definiuje sie warstwy prawostronne: sa to klasy
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rownowaznosci dla relacjia = b < ab~! € H. Warstwa prawostronna zawiera-
jaca a to zbior Ha = {ba € G | b € H}. Na 0got aH + Ha. Zbior wszystkich
warstw prawostronnych grupy G wzgledem podgrupy H oznacza sie przez H\G.
Podgrupa H jest rownocze$nie lewostronna i prawostronna warstwa zawieraja-
ca element neutralny. Na mocy samej definicji relacji rownowaznos$ci mamy

aH, jeSlia'beH,

aH nNbH = .
@, jeSlia'b¢ H.
Odwzorowanie H — aH okreSlone przez b — ab, b € H, jest bijekcja. Wszyst-

kie warstwy sa wiec zbiorami tej samej mocy. Zachodzi zatem

Twierdzenie (Lagrange’a). Jesli grupa G jest skoniczona, to
#(G/H) = #G/#H.

W szczegdlnosci rzad podgrupy jest dzielnikiem rzedu grupy.

Liczbe #(G/H) nazywa sie indeksem podgrupy H w G.

1.1.5. Dzielniki normalne

Czy mozna tak zdefiniowac strukture grupy na zbiorze G/H, aby odwzorowanie
kanoniczne G — G/H, a — aH, bylo homomorfizmem, tzn.

(1.4) aH-aH=a'aH?

Trzeba najpierw sprawdzi¢, czy mnozenie warstw (1.4) jest dobrze okresSlone,
tzn. czy wynik nie zalezy od wyboru reprezentantow a i a’ w warstwach. Zaste-
pujac a przez ab, gdzie b € H, otrzymuje sie a’abH = a’aH, ale zastepujac a’
przez a’b, otrzymuje sie a’baH; zadanie, aby ta warstwa byla rowna a’aH,
oznacza istnienie b’ € H takiego, ze a’ba = a’ab’, czyli: dla dowolnych a € G
ib € H istnieje b’ € H takie, ze ba = ab’. Stad Ha = aH: warstwy lewostronne
i prawostronne sa jednakowe; jest to rownowazne warunkowi

aHa ' = H dlakazdego a € G,

ktory, jak fatwo pokazac, wystarcza na to, aby (1.4) okreslalo w zbiorze G/H
strukture grupy. Podgrupe H o tej wlasnosSci nazywa sie dzielnikiem normal-
nym, a zbiér G/H z mnozeniem elementéw okreSlonym wzorem (1.4) - grupq
ilorazowq. Kazda podgrupa grupy przemiennej jest dzielnikiem normalnym.

Przyklad 1.8. Iloraz grupy Z przez podgrupe nZ liczb podzielnych przez n jest
izomorficzny multiplikatywnej grupie Z,, n-tych pierwiastkow z 1; izomorfizm
Z|nZ — 7, przeprowadza warstwe zawierajaca k € Z w exp(2mmv/—1k/n).
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Stwierdzenie 1.9. Jesli h : G — H jest homomorfizmem grup, to ker h jest
dzielnikiem normalnym grupy G, a odwzorowanie

G/kerh —imgh, akerhw— h(a),
Jest izomorfizmem grup.

Dowdd. JeSlia € Gib € kerh, to aba! € kerh, wiec kerh jest dzielni-
kiem normalnym; odwzorowanie akerh — h(a) jest homomorfizmem, bo
akerh -a'kerh = aa’'kerh — h(aa’) = h(a)h(a'); odwzorowanie to jest in-
jektywne, gdyz jesli h(a) = h(a’),toa'a’ € kerh, czyliakerh = a’kerh. O

Waznym przykladem dzielnika normalnego grupy jest jej centrum,
Z(G) ={a € G| ab = ba dlakazdego b € G}.

Jesli grupa G jest nieskonczona, to iloraz G/H moze by¢ izomorficzny z G
nawet wtedy, gdy dzielnik normalny H jest nietrywialny. Niech np. G bedzie
grupa U(1) liczb zespolonych o module 1; dla kazdego n = 2,3,... niech
h, : U(1) — U(1) bedzie endomorfizmem okreSlonym wzorem h,(z) = z".
Wtedy img h,, = U(1) oraz ker h,, = Z,, wiec na podstawie stwierdzenia 1.9
odwzorowanie zZ,, — z" jest izomorfizmem ilorazu U(1)/Z, na U(1).

1.1.6. Rzad elementu grupy

Jesli element a grupy ma te wlasnos¢, ze a™ + e dla kazdej liczby naturalnej
n = 1, to mowimy, ze a jest nieskoriczonego rzedu. W przeciwnym razie istnieje
najmniejsza liczba naturalna n > 1 taka, ze a™ = e; mowimy wtedy, ze a jest
rzedu n. Zbior {a,a?,...,a™ = e} jest wtedy podgrupa grupy G. Na mocy
twierdzenia Lagrange’a wynika stad, ze w grupie skonczonej rzad kazdego
elementu jest dzielnikiem rzedu grupy.

1.1.7. Grupy proste

Grupe G nazywa sie prostq, jeSli jedynymi jej dzielnikami normalnymi sa G
i grupa trywialna {e}. Z twierdzenia Lagrange’a wynika, ze grupa skonczona G,
ktorej rzad jest liczba pierwsza, nie ma podgrup innych niz G i {e}, jest wiec
prosta. Np. jesli p jest liczba pierwsza, to grupa Z, jest prosta. Co wiecej,
zachodzi

Stwierdzenie 1.10. Jesli p jest liczbq pierwszaq, to kazda grupa rzedu p jest
izomorficzna z Z,.
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Dowodd. JeSli p jest liczba pierwsza, a G jest grupa rzedu p, to na podstawie
§1.1.6 kazdy jej element a # e jest rzedu p. Zatem G = {a,a?,...,a? = e},
a odwzorowanie

G—1Z,, a*—expnV/-1k/p), k=1,...,p,
jest izomorfizmem. O

Wielkim osiagnieciem matematyki XX wieku bylto zakonczenie klasyfika-
cji i opisu wszystkich skoniczonych grup prostych. Lista tych grup zawiera
nieskonczone ciagi obejmujace

7y, gdzie p jest liczba pierwsza,

Ay, n =5,

grupy proste typu Liego
oraz

26 ,sporadycznych” grup prostych.

Pie¢ pierwszych grup sporadycznych zostalo znalezionych przez Emila Ma-
thieu w XIX wieku. Nastepne odkryto w drugiej potowie XX wieku, a ostatnia -
najwieksza wsrod sporadycznych grupa Monster - byla przewidziana i opisana
dopiero w koncu XX wieku, dzieki zastosowaniu komputeréw. Ma ona

246.320 .59 . 76.112.133.17-19-23-29-31-41-47-59-71
= 808017424794512875886459904961710757005754368000000000
~8-10°3

elementow [28]. Robert Griess skonstruowal te grupe jako podgrupe grupy
obrotow przestrzeni o wymiarze 196883 [48]. Wysuwane sa przypuszczenia
0 zwiazku reprezentacji grupy Monster z fizyka [29, 12].

1.2. PiersScienie i ciala
1.2.1. Pierscienie

Pierscien to grupa przemienna (K, +), w ktérej okreS§lone jest taczne mnozenie
elementow (1.1), rozdzielne wzgledem dodawania, tzn. takie, ze dla dowolnych
a,b,c € K zachodza rownosci

(a+b)-c=a-c+b-c, c-(a+b)=c-a+c-b.

Pierscien z jednosciq to pierScien XK posiadajacy element 1, r6zny od ele-
mentu neutralnego 0 struktury grupy przemiennejw XK itaki,zel-a=a-1=a
dla kazdego a € XK. PierScien z jednoScia ma co najmniej dwa elementy: 01i 1.
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Niech KX bedzie pier§cieniem z jednos$cia. Dla kazdego a € K mamy
a-0+a=a-0+1) =a-1=a,wiec a-0 = 0; podobnie pokazuje sie,
ze 0 - a = 0. O pierScieniu méwimy, ze jest przemienny, jeSli mnozenie jest
przemienne. Np. zbior liczb catkowitych Z jest pier§cieniem przemiennym.

Element a + 0, dla ktérego istnieje b # O takie, ze ab = 0, nazywa sie
dzielnikiem zera. PierScien Z(2) wszystkich macierzy kwadratowych drugiego
stopnia o elementach catkowitych ma dzielniki zera.

1.2.2. Ciala

Cialo to pierscien K z jednosScia taki, ze zbior K* = K \ {0} jest grupa
wzgledem mnozenia. Cialo nie ma dzielnikéw zera. PierScien Z nie ma dzielni-
koéw zera, ale nie jest cialem. ,Najmniejszy” pierscien F» = {0,1} - w ktérym
1+ 1 =0 - jest cialem.

Zbiory R, Q i C sa cialami przemiennymi.

Zbior kwaternionéw H jest ciatem nieprzemiennym?: kazdy element w H
jestpostacig = v +xi+yj+zk, gdzie v, x, v,z € R, a jednostki kwaternionowe
i,j, k spelniaja warunki

(1.5) i?=j>=-1, ij+ji=0, k=ij.

Wprowadzajac sprzezenie g — g = v — xi — vj — zk, mamy 4q = q4 =
V2 4+ x% + y2 + 2% JeSli g # 0, to g ma odwrotno$¢ g~ = G/(qq).

Jesli K jest pierscieniem z jednoScia, to zbior K (n) wszystkich macierzy
kwadratowych stopnia n o elementach nalezacych do X jest pierScieniem,
ktérego jednoscia jest macierz jednostkowa I.

Przyklad 1.11. Kazde ciato X jest grupa przemienna wzgledem dodawania;
zbior K* jest grupa wzgledem mnozenia. Zbior H* kwaternionéw réznych od
zera jest grupa nieprzemienna wzgledem mnozenia.

1.2.3. Idealy

Jesli £ jest podgrupa grupy abelowej pierscienia (XX, +, -), to mozna utworzyc¢
grupe ilorazowa K/ L, ktora tez jest przemienna. Niech k + £ oznacza warstwe
zawierajaca k € XK; oznaczmy tez

LK={lklkeX, leL}, KL=T{kl|keX,lecL}.

2Wielu autoréow wlacza przemiennos$¢ do definicji ciata; wtedy zbior kwaternionow
nie jest cialem, ale ,pierScieniem z dzieleniem”. Ze wzgledu na teorie reprezentacji grup
wygodnie jest jednak uwazac¢ H za cialo i dopuszczac je w definicji przestrzeni wekto-
rowych. Reprezentacje grup i algebr w takich przestrzeniach wystepuja w naturalny
sposob (zob. str. 90 i stwierdzenie 3.7, str. 89).
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Czy mozna w ilorazie K/ L okreS$li¢ strukture pierScienia w taki sposob, aby
odwzorowanie kanoniczne K — XK /L bylo homomorfizmem pier$cieni? Do
tego potrzeba i wystarcza, aby podgrupa £ byla ideatem dwustronnym w K,
tzn. LK C L oraz KL C L. Istotnie, wtedy wzor (k+ L) - (k' + L) = kk' + L
poprawnie okreSla w K /L mnozenie elementéw, definiujace w tym zbiorze
strukture pierScienia.

Niech KX = 7 bedzie pierScieniem liczb catkowitych; podgrupa £ = nZ liczb
podzielnych przez n € N jest idealem dwustronnym pierscienia Z. Pier§cien
Z/nZ jest przemienny i ma n elementéw; jako grupa jest on izomorficzny
grupie Z, pierwiastkéw stopnia n z 1.

1.2.4. Ciala F,

Kiedy pierScien Z/nZ jest cialem? Aby to rozstrzygnac¢, mozna sie poshuzyc¢
nastepujacym stwierdzeniem, bedacym konsekwencja algorytmu Euklidesa
znajdowania najwiekszego wspolnego dzielnika pary liczb catkowitych:

Stwierdzenie 1.12. Jesli p,q € Z, to rownanie
(1.6) px+qy =1

ma rozwiqzanie w liczbach catkowitych x,y wtedy i tylko wtedy, gdy liczby p
i q sa wzglednie pierwsze.

Dowod. Przypomnijmy, ze jeSli m,n € Zin > 0, to reszta z dzielenia m
przez n jest liczba catkowita » taka, iz 0 < v < nim = ns + r, gdzie s € 7.
(Np.jeSlim =-7in=3,tor = 2.) JeSlir = 0, to n dzieli m, co zapisuje sie
w postaci n | m.

Niech p i g beda liczbami catkowitymi, z ktérych przynajmniej jedna nie
jest zerem; istnieje wtedy ich najwiekszy wspolny dzielnik, tzn. taka liczba
naturalna d, ktora dzieli p i g oraz ma te wlasno$¢, ze jeSlid' |pid'|q, to
d'|d. Zbior Z = {px’' + qy' | x',y’ € Z} zawiera liczby dodatnie; niech

1.7) d=px+aqy
bedzie najmniejsza z nich. Dzielac p przez d, otrzymuje sie
p=ds+v, gdzie 0<7v<d,

czyli
ry=p-ds=p(l—-xs)—qyse’Z

ale 0 < v < d, wiec v = 0. Zatem d | p. Podobnie pokazuje sie, ze d | q. JeSli
d’ jest dowolnym dzielnikiem p i g, to d’ dzieli (1.7), wiec d jest najwiekszym
wspoélnym dzielnikiem p i g. W szczeg6lnosci, jesli p i g sa wzglednie pierwsze,
to d = 1iréwnosc (1.7) przyjmuje postac (1.6). O
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Wniosek. Pierscien Z/pZ jest ciatem wtedy i tylko wtedy, gdy p jest liczbq
pierwsza.

Dowod. JeSli p jest liczba pierwsza, to odwrotnos$cia elementu q + pZ, gdzie
q # 0 mod p, jest element y + pZ taki, ze zachodzi (1.6). Jesli p nie jest liczba
pierwsza, czyli p = s, gdzie r,s > 1, to

(r+p2)(s+pZ) =pl. 0

Jesli p jest liczba pierwsza, to cialo Z/pZ oznacza sie przez Fp.

O ciele KX moéwimy, ze ma charakterystyke p, jeSli p jest najmniejsza
(dodatnia) liczba naturalng taka, ze ps = 0 dla kazdego s € XK. Np. ciato F,
ma charakterystyke p. JeSli nie ma takiej liczby p + 0, ze ps = 0 dla kazdego
s € X, to mowimy, ze ciato K ma charakterystyke 0.

1.2.5. Zbiory uporzadkowane

Zbior E z relacja < zwrotna, przechodnia i taka, ze dla dowolnych x,y,z € E
zachodzi warunek

jesli x<yiy=<x, to x=y,

nazywa sie zbiorem (cze$ciowo) uporzqdkowanym. Zbior jest liniowo uporzqd-
kowany, jesli ponadto dla kazdej pary x,y € E mamy x < y lub y < x. JeSli
X C E, to element a € X taki, ze a < x dla kazdego x € X, nazywa sie ele-
mentem najmniejszym w X. Element minoryzujqcy zbior X to taki element
a € E, ze a < x dla kazdego x € X. Podobnie definiuje sie elementy najwiek-
sze i majoryzujqce. Kres dolny zbioru X to element inf X najwiekszy sposrod
elementow minoryzujacych zbiér X. Podobnie definiuje sie kres gorny sup X.
Krata to zbior uporzadkowany, ktorego kazdy skonczony podzbiér posiada
oba kresy. Kazdy zbior liniowo uporzadkowany jest krata.

1.2.6. Pierscienie Boole’a

Waznym przykladem kraty jest pierscien Boole’a, tzn. taki pierScien (E, +, -), kto-
rego kazdy element a jest idempotentny, tzn. a®> = a. Wykorzystujac rownosci
(-a)2 = —aoraz (a+b)>=a+b,a,b € E, otrzymuje sie

a+a=0 oraz ab = ba.
W pierscieniu Boole’a w naturalny sposéb wprowadza sie relacje uporzadkowa-

nia, definiujac
a<b < ab=a.
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Latwo sprawdzi¢ nastepujace fakty:
(i) inf{a,b} = ab oraz sup{a,b} =a + ab + b,
(i) O jest najmniejszym elementem w E,
(iii) jesli pierscien ma jednosc 1 (wtedy E jest algebrq Boole’a - ale nie algebra
W znaczeniu §2), to 1 jest elementem najwiekszym w E.

Waznym przykladem pierScienia Boole’a jest dowolna rodzina E podzbio-

réow zbioru Z taka, ze jesli X,Y € E, to zbiory X + Y € (X UY) N (X N Y)
oraz X - Y ¥ X nY takze naleza do E. Tutaj O oznacza &, < oznacza <,

inf{X,Y} =XnYitd.

1.3. Moduly i przestrzenie wektorowe
1.3.1. Moduty

Grupa przemienna (V, +) jest lewym modutem nad pier$cieniem (X, +, -), jesSli
dane jest odwzorowanie

KxV =V, (a,v)—auv,
takie, ze dla dowolnych a, b € K oraz u,v € V zachodza rownosci
a.(u+v)=au+a.v, (a+b)u=au+bu, a.(bv)=(@a-b).v, lu=u.

Wynika stad, ze a.0 = 0 oraz a.(—u) = —a.u. Podobnie definiuje sie prawy mo-
dulk: mnozenie VX X — V, (v,a) — v.a, jest rozdzielne wzgledem dodawania
oraz (v.a).b = v.(a - b). Kropki - i . zwykle sie pomija.

1.3.2. Przestrzenie wektorowe

Lewy [prawy] modutl nad ciatem nazywa sie lewq [prawaql przestrzeniq wektoro-
waq. Gdy cialo jest przemienne, moéwimy po prostu o przestrzeni wektorowej.

Niech V bedzie lewq przestrzenia wektorowa nad ciatem X; ciag (eq,...,ex)
elementow tej przestrzeni jest liniowo niezalezny, jeSli rownosSc¢ e +- - -+ Ugex
= 0, gdzie yy, ..., ux € X, implikuje p; = - - - = px = 0.

JeSli przestrzen V zawiera liniowo niezalezny ciag (e1, ..., em), akazdy ciag
zawierajacy wiecej niz m wektorow jest liniowo zalezny, to mowimy, ze prze-
strzen V jest m-wymiarowai ze e = (ey,...,en) jest bazq (albo reperem) w V.

Jesli ciato X jest przemienne, a macierz a = (a'j), a'j € X, i,j €
{1,...,m}, jest odwracalna, to ciag

" =eialj (krocej: e’ = ea),

(1.8) (el,...,ey), gdzie e’

tez jest baza i kazda baze mozna tak otrzymac z bazy (ey,...,en). We wzo-
rze (1.8) zastosowano umowe sumacyjnq (Einsteina) wzgledem wskaznika i
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wystepujacego u gory i u dotu (tzn. pominieto znak sumy > ;); umowa ta,
rozpowszechniona wsrod fizykow, jest w tym tek$cie stale stosowana.

Kazdy wektor v € V jest postaci v = vie;, gdzie vi € K nazywamy ita
skladowa wektora wzgledem tej bazy. Zwykle zapis bazy (ey,...,en) skraca
sie do (e;)]", lub (e;).

Przyklad 1.13. Dla dowolnego ciata K zbior K™ ma strukture m-wymiarowej
przestrzeni wektorowej nad XK. Baza kanoniczna w tej przestrzeni sktada sie
Z wektorow

e =(1,0,...,0),

622(0,1,...,0),

em = (0,0,...,1).

Zbior H™ jest lewa (a takze prawa) przestrzenia wektorowa nad ciatem H
o wymiarze dimy H™ = m. Mozna takze rozpatrywac zbior H™ jako przestrzen
wektorowa nad R o wymiarze dimg H™ = 4m.

1.3.3. Odwzorowania liniowe

Niech V i W beda lewymi przestrzeniami wektorowymi nad cialem X o wymia-
rach odpowiednio m i n. Odwzorowanie h : V — W nazywa sie K -liniowym,
jesli dla dowolnych A, u € X i u,v € V zachodzi réwnosc

h(Au + pv) = Ah(u) + ph(v).

Mowi sie takze wtedy, ze h jest homomorfizmemV w W. Zbior wszystkich takich
homomorfizmoéow oznacza sie przez Homy (V, W). Jesli cialo K jest ustalone
w rozwazaniach, to zwykle pisze sie Hom(V, W) zamiast Homy (V, W).

Homomorfizm, ktéry jest bijekcja, nazywamy izomorfizmem. Homomor-
fizm f : V — V jest endomorfizmem przestrzeni V; piszemy f € EndV =
Hom(V,V).

Zbiér GL(V) tych wszystkich endomorfizmow przestrzeni wektorowej V,
ktore sa izomorfizmami, jest grupa i nazywa sie (ogoélna) grupq liniowq prze-
strzeni V. JeSli V = K™, to zamiast GL(V) piszemy GL(m, K): jest to grupa
odwracalnych macierzy kwadratowych stopnia m o elementach nalezacych do
ciata XK.

Jesli ciato X jest przemienne, to zbior Hom(V, W) ma naturalng strukture
przestrzeni wektorowej wymiaru mn: majac bazy (e;)*, i (fx)}., W przestrze-
niach odpowiednio V i W, baze w Hom(V, W) mozna utworzy¢ w postaci ciagu
mn odwzorowan liniowych j,i 1V — W takich, ze

(1.9) jesli v =vie;, to jlw)=vfi.
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Baza (e;) w m-wymiarowej przestrzeni V nad XK okresla izomorfizm
(1.10) e K™ vV, (vl,...,v™) — vie;,

i na odwrot, kazdy izomorfizm K™ — V okresla baze w V (obraz bazy kano-
nicznej).

1.3.4. Przestrzenie dualne

Przestrzen

def

V* = Hom(V, X)

nazywa sie przestrzenia dualng do V lub przestrzenia form (liniowych) na
przestrzeni V. JeSli V jest lewa przestrzenia nad X, to V* ma naturalng struk-
ture prawej przestrzeni nad X:jeSliv € V, x € V* i A,u € X, to definiujac
() (v) = x(v)u, mamy (xpt) (Av) = x(Av)u = A(oxp) (v). JeSli V ma wymiar
skonczony, to przestrzenie V i V* sa tego samego wymiaru. Warto$¢ formy
« € V* na wektorze v € V oznacza sie czesto przez (v, x).

Jesli (e;) jest baza w n-wymiarowej przestrzeni V, to baza dualna (e') do
niej sktada sie z form e/ takich, ze

(eliej>:6{) i!jzll"'lnl
gdzie delta Kroneckera jest okreSlona wzorem
6] _ 1 dlai= j,
olo dlai=j.

Czasami delte Kroneckera zapisuje sie jako ;.
JesSli e : K™ — V jest izomorfizmem odpowiadajacym bazie (e;) na mocy
(1.10), to bazie dualnej odpowiada izomorfizm

e Vo KT v ((v,el),. ., (v,e™).

Wektory, formy i homomorfizmy przedstawia sie czesto za pomoca ma-
cierzy utworzonych z ich sktadowych. Np. definiujac v = vie; i = el«; oraz
zapisujac (v, x) w postaci
X1
X2

<v1 ve oL v")

Kn

uwidacznia sie fakt, ze jesli wektory mnozy sie przez skalary z lewej, to formy
- Z prawej strony.
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1.3.5. Odwzorowania transponowane

Jesli h € Hom(V, W), to odwzorowanie h* € Hom(W*,V*) zdefiniowane wzo-
3
rem

(1.11) (h(v),x) = {(v,h*(x)) dlawszystkichv e Viaxe W*
nazywa sie odwzorowaniem transponowanym albo dualnym do h. Rozkladajac

homomorfizm h € Hom(V, W) wzgledem bazy j,iC okreSlonej w (1.9), h = hikj,i(,
mozna réwnosc (1.11) zinterpretowac¢ na podstawie

hll ]’L12 I’Lln X1
(vl v2 vm) I’lzl ]’L22 I’lzn X2
W' hm® ... ") \&n

obliczajac najpierw pierwszy - albo drugi - iloczyn dwoch sposrod tych trzech
macierzy.
Jesli f e Hom(V,W)ig € Hom(U,V), to f o g € Hom(U,W) oraz

(fog)* =g*of* i id} =idy-

1.3.6. Wzmianka o kategoriach i funktorach
W jezyku teorii kategorii [68, 69] mOwi sie, ze odpowiednioS¢
f=f* VeVvs

jest funktorem kontrawariantnym z kategorii przestrzeni wektorowych nad K
w te sama kategorie.

Iteracja funktora *, tzn. odpowiednio$¢ f — f** def (f*)*, V= V** jest
funktorem kowariantnym: (f o g)** = f** o g**.

Jesli przestrzen V ma skonczony wymiar, to V, V* i V** sa tego samego
wymiaru; ponadto V i V** mozna utozsami¢, bo dla kazdej skonczenie wymia-
rowej przestrzeni wektorowej V istnieje izomorfizm naturalny Ny : V — V**
okreSlony wzorem

(1.12) {(, Ny(v)) = (v,x) dlawszystkichv e V, x € V*

30strzezenie: w literaturze fizycznej i technicznej czesto uzywa sie zapisu f* na
oznaczenie sprzezenia zespolonego wielkosci f. W niniejszym tekScie sprzezenie
zespolone jest zapisywane jako f.
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i majacy te wlasnos¢, ze jesli h € Hom(V, W), to diagram

VLW

Nvl le
Kok

V** h 3 W**
jest przemienny. Po utozsamieniu V i V** pomija sie Ny; zamiast (1.12) mozna
napisac (x,v) = (v, x). Czesto stosuje sie takie naturalne utozsamienia takze
w innych sytuacjach; teoria kategorii zostala rozwinieta m.in. po to, aby nadac
Sciste znaczenie pojeciu naturalnosci (zob. [67, str. 48]).

1.3.7. Podprzestrzenie

Jesli U jest podzbiorem przestrzeni wektorowej V nad X i przestrzenia wekto-
rowa wzgledem dziatan w V, to mowimy, ze U jest podprzestrzeniq wektorowq
w V. Mozna wtedy utworzyc iloraz V /U, ktorego elementy to klasy

[vl={v eVI]v —veU};

czesto wygodnie jest pisa¢ v + U zamiast [v]. lloraz V /U jest przestrzenia
wektorowa wzgledem dzialan

[vl+[v'1=[v+v'], Alvl=I[Av], v,v eV, AeX.

Niech wymiary przestrzeni V i U beda rowne odpowiednio m i n < m. Mozna
wybra¢ w V baze (e;) dostosowanq do U, tzn. taka, ze (e1,...,e;,) jestbazaw Uj;
wtedy ciag ([en+1],...,[em]) jestbazaw V /U, wiec dim(V/U) = dimV —dim U.
Liczbe dim(V/U) nazywa sie kowymiarem podprzestrzeni U w V.

Ciag homomorfizmow

0-ULVEVIUSO iw)=v, pW)=[v]

jest doktadny, co oznacza tu, ze odwzorowanie i jest injekcja, zachodzi rownosc¢
img i = ker p, a homomorfizm p jest surjekcja.

1.3.8. Suma i suma prosta przestrzeni wektorowych

Sumaq prostq przestrzeni wektorowych V i W nad X jest przestrzen Ve W,
ktorej zbior wektoréow jest iloczynem kartezjanskim V x W, a dzialania sa
okreslone wzorami (v,w) + (v, w') = (v +v,w+w)iA(v,w) = (Av,Aw)
dla wszystkich v, v’ e V, w,w' e WiA € X.

Ogolniej, jesli (V,),er jest rodzina przestrzeni wektorowych, to mozna
utworzy¢ ich sume prosta @,; V,; z definicji, sklada sie ona z takich ciagow
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(a,) 1, gdzie a, € V,, ze tylko skonczenie wiele elementéw a, jest r6znych od
zera, a dziatlania definiujemy w naturalny sposob.

JeSli Vi W sa podprzestrzeniami wektorowymi przestrzeni wektorowej U,
to mozna utworzy¢ ich sume

V+W={w+wl|veV,weWw},

ktora jest podprzestrzenia wektorowa w U. JeSli V i W sa skonczenie wymiaro-
we, to

dim(V +W) =dimV + dimW — dim(V n W).

Jesli ponadto V n W = {0}, to takze w tym wypadku moéwimy, ze suma ta jest
prosta, i zapisujemy ja jako V@ W c U. Ogoélniej, jesli (V,),e; jest rodzina
podprzestrzeni wektorowych przestrzeni U, to mozna utworzy¢ ich sume
SwerVicu.

1.3.9. Gradacja przestrzeni wektorowej

Niech Z oznacza pier§cien Z albo F; i niech V bedzie przestrzeniag wektorowa
nad cialem XK. JeSli istnieje rozklad

V=6V
kez

na sume prosta podprzestrzeni indeksowanych elementami pier$cienia Z, to
mowimy, ze przestrzen V ma strukture przestrzeni wektorowej z gradacjq
wzgledem Z. Np. przestrzen wektorowa V wszystkich wielomianéw zmiennej x
nad k = R lub C ma gradacje wzgledem Z taka, ze Vx = {Ax¥ |A e k} dlak € N
oraz Vi = {0} dla k < 0.

1.4. Formy dwuliniowe

Niech V bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad przemien-
nym ciatem X o charakterystyce # 2. Forma dwuliniowa na V to funkcja

h:VxV-sX
liniowa wzgledem kazdego argumentu z osobna. Forma dwuliniowa jest nie-

zdegenerowana (lub nieosobliwa), jesli h(u,v) = 0 dla wszystkich u implikuje
v =0.
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1.4.1. Formy symetryczne i kwadratowe

Forma kwadratowa na V to funkcja h : V — X taka, ze dla wszystkich A € X
iu,v eV zachodzi réownosé h(Av) = A2h(v), a odwzorowanie

VxV-=X, (uv)—=h(uv) def %(h(u +v)—h(u) —hw)),

jest forma dwuliniowa. Je$li ta forma jest niezdegenerowana, nazywa sie ja
iloczynem skalarnym na V.* Czesto najpierw definiuje sie iloczyn skalarny jako
niezdegenerowane symetryczne odwzorowanie dwuliniowe h : V XV — X,
a stowarzyszona z nim forme kwadratowa jako v — h(v,v). Wtedy pare
(V, h) nazywa sie przestrzeniq kwadratowq. Dla kazdego v € V odwzorowanie
V = X, uw— h(u,v), jest liniowe; wygodna jest

Umowa 1.14. Jesli h jest iloczynem skalarnym w V oraz v € V, to przez h(v)
oznaczamy element przestrzeni V* taki, ze

(u,h(v)) = h(u,v) dlakazdegou V.

Odwzorowanie h : V — V* jest izomorfizmem. Wprowadzajac baze (e;)
w V ibaze dualna (e!) w V*, mozemy napisac

h(ei,e;) = hij, h(ej) = e'hj.

1.4.2. Grupy ortogonalne
Grupa automorfizméw przestrzeni kwadratowej (V, h) jest grupa ortogonalna
(1.13) OWV,h)={aeGL(V)|veV=h(av,av) = h(v,v)}.

Jesli A € KX*,t0 O(V,Ah) = O(V,h). Jesli V = C", to pisze sie O(n, C) zamiast
O(V,h).

Jesli (V, h) jest (p + q)-wymiarowa rzeczywista przestrzenia kwadratowa,
to istnieje w V baza ortonormalna, czyli taka, ze jeSli i # j, to h;; = 0, oraz

hii=1dlal<i<p, hji=-1ldlap+1<i<p+q.

4Matematycy, definiujac iloczyn skalarny w rzeczywistych przestrzeniach wekto-
rowych, zwykle zaktadaja, Ze stowarzyszona z nim forma kwadratowa jest dodatnio
okreslona. Nadajac szczegolnej teorii wzglednoSci posta¢ matematyczna, Hermann
Minkowski [79] wprowadzil w przestrzeni R* iloczyn skalarny i forme kwadratowa
o sygnaturze (1, 3). Od tego czasu takie ogolniejsze iloczyny skalarne odgrywaja wazna
role w fizyce.
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Pare (p,q) nazywa sie sygnaturq formy h. (Poprawno$¢ tej definicji wynika
z twierdzenia Sylvestera o bezwladnosci form kwadratowych - zob. np. [69,
rozdz. XIV].) Liczbe g — p nazywa sie indeksem formy h.> Grupe O(V, h) oznacza
sie w tym wypadku przez O(p, q). W szczegdlnosci O(n) e O(n,0) jest grupa
skladajaca sie ze wszystkich macierzy a € R(n) takich, ze a*a = I, gdzie
a* jest macierza transponowana do a.

Z przestrzenia kwadratowa (V,h) nad k = R lub C mozna w naturalny
sposob zwiazac takze inne obiekty algebraiczne; przydatna bedzie

Umowa 1.15. JeSli Q jest obiektem algebraicznym stowarzyszonym z prze-
strzeniami kwadratowymi, a przestrzen (V, h) jest zespolona m-wymiarowa
(lub rzeczywista, a h ma sygnature (p, q)) to piszemy Q (m, C) (odpowiednio
Q(p,q)) zamiast Q(V, h).

Liczne zastosowania tej umowy wystepuja w rozdziale VIIL.

1.4.3. Wektory i podprzestrzenie optyczne

Wektor v € V taki, ze h(v,v) = 0, bedzie tu nazywany wektorem optycznym.
Nazwa ta zostata zaproponowana przez Elie Cartana (vecteur optique). W anglo-
jezycznej literaturze fizycznej stosowana jest nazwa null vector. Matematycy
uzywaja w tym konteksScie terminu wektor izotropowy. Nazwa ta nawiazuje do
spostrzezenia, ze w przestrzeni wektorowej C? z forma kwadratowa

C°=>C, (zyw)—z°+w?,

pod wplywem obrotu o kat «, wektor (z,iz) przechodzi na

cosx Sinox z . z
( . ) < ) = exp(ix) < )
—sinx cos«&/ \iz iz

Kierunek tego wektora nie zmienia sie pod wplywem obrotow, jest wiec on
siZotropowy”. Spostrzezenie to nie uogoélnia sie na przestrzenie o wiekszej
liczbie wymiarow.

Wektor v = 0 jest oczywiscie wektorem optycznym. W przestrzeni R? z ilo-
czynem skalarnym h o sygnaturze (1, 1) istnieja niezerowe wektory optyczne:
jesli e1,er € R?, h(ey,e1) = —h(ez,e2) # 01 h(er,e2) = 0, to wektory e; + e»
ie; —ep sa optyczne.

>Wydaje sie, ze nie ma og6lnie przyjetej terminologii dotyczacej wlasnosci rzeczywi-
stych form kwadratowych. Bourbaki nazywa indeksem takiej formy wymiar maksymal-
nych podprzestrzeni calkowicie optycznych, tzn. liczbe min(p, q) (zob. [15, §4, n°2]).
Van der Waerden nazywa indeksem inercji liczbe g ujemnych kwadratéw formy (zob.
[117, §90]). Deligne [31] nazywa p — q sygnatura formy h.
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Niech (V, h) bedzie przestrzenia kwadratowa nad k (= Rlub Q)i X C V;
zbior
Xt={vevV|ixeX=hw,x) =0}

jest podprzestrzenia wektorowa.

Podprzestrzen K C V nazywa sie przestrzenia catkowicie optyczng, jeSli
K c K+; wtedy kazdy element w K jest wektorem optycznym. Jesli przestrzen V
jest m-wymiarowa, a catkowicie optyczna podprzestrzen K ma wymiar p, to
K c K* implikuje p < m — p. Wynika stad, ze jeSlim = 2nlub2n+1,to p < n.

Dla kazdego m istnieja przestrzenie kwadratowe zawierajace podprze-
strzenie calkowicie optyczne maksymalnego wymiaru n. Np. jesli V jest n-
wymiarowa przestrzenia rzeczywista, to w przestrzeni W = V @ V* mozna
wprowadzi¢ naturalna forme kwadratowa h, definiujac, dla v + v’ € V & V*,

h(v+v,v+v)=2w,v").

Forma h ma sygnature (n,n). Obie przestrzenie V i V* sa calkowicie optyczny-
mi podprzestrzeniami maksymalnego wymiaru.

O formie h lub o przestrzeni (V,h) mowimy, ze jest neutralna, jeSli V
ma podprzestrzenie calkowicie optyczne maksymalnego wymiaru. Wszystkie
zespolone przestrzenie kwadratowe wymiaru > 2 sa neutralne.® Rzeczywista
przestrzen kwadratowa jest neutralna wtedy i tylko wtedy, gdy jej forma ma
sygnature (n,n), (n+1,n) albo (n,n+1),n=1,2,....

1.4.4. Wektorowa przestrzen euklidesowa

Rzeczywista przestrzen kwadratowa (V, h) nazywa sie euklidesowq przestrzeniq
wektorowq (krotko: przestrzeniq euklidesowq), jeSli forma kwadratowa h jest
dodatnio okreslona, tzn. h(v) > 0 dla v # 0. Istnieje wtedy baza ortonormalna
(e;) taka, ze h(e;, e;) = §ij, wiec h(e;) = e'.

Przyklad 1.16. Wektory w przestrzeni R3 oznacza sie czesto literami potgru-
bymi, np. U = (Ux,U,,U;), V = (Vi,V,,V;), aich (dodatnio okreslony) iloczyn
skalarny - kropka: U - V = UxVy + U,/ V, + U.;V,. Wprowadza sie¢ takze iloczyn
ywektorowy”, UxV = (U, V,; = U;V,,,U;Vx — UxV;, UxV, — Uy Vy), oraz iloczyn
,mieszany” trzech wektoréw, (U x V) - W, bedacy miara objeto$ci rownolegto-
Scianu, majacego te trzy wektory jako krawedzie.

6Przyjeta tu definicja rozni sie od tej w [15, §4, n°2]. Wedtug Bourbakiego przestrzen
nieparzystowymiarowa nie moze mie¢ formy neutralnej.
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1.4.5. Formy i grupy symplektyczne

O formie dwuliniowej h : V x V — K méwimy, Ze jest antysymetryczna, jeSli
h(u,v)+ h(v,u) = 0 dlawszystkich u,v € V. Forma symplektyczna to niezde-
generowana forma antysymetryczna. JeSli w przestrzeni wektorowej istnieje
forma symplektyczna, to wymiar przestrzeni jest liczba parzysta. Jesli h jest
forma symplektyczna w przestrzeni V, to para (V, h) nazywa sie przestrzeniq
symplektyczngq.

Przyklad 1.17. Jesli (eq,...,ez;) jest baza w przestrzeni wymiaru 21iu = utey,
v=vVe,, u,v=1,...,2l to wzoér

1,21 20,,1

+1 _ 5, 1+1 1+___+uv —u’ly

h(u,v) =u'v uttly
okresla forme symplektyczna w tej przestrzeni.

Grupa automorfizmoéw przestrzeni symplektycznej (V, h) jest grupa sym-
plektyczna

(1.14) Sp(V,h) ={a e GL(V) |u,v € V= h(au,av) = h(u,v)}.

1.5. Iloczyny tensorowe

Niech V i W beda skonczenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi
nad k = R lub C, o wymiarach i z bazami jak w paragrafie 1.3.3. Ich iloczyn
tensorowy mozna zdefiniowac jako

(1.15) Veor WS Hom(V*, w).

Jesli cialo k jest ustalone w rozwazaniach, to zwykle pomija sie je w zapisie ilo-
czynu tensorowego. [loczyn tensorowy nieskonczenie wymiarowych przestrzeni
wektorowych wymaga innej, ogélniejszej definicji (zob. [11, rozdz. IX, §2]).

Stwierdzenie 1.18. Odwzorowanie
iVXWsVeW, iv,wao={v,x)w, «€ecV*
Jest dwuliniowe i uniwersalne dla odwzorowan dwuliniowych, tzn. jesli
h:VXW—=U
Jest dowolnym odwzorowaniem dwuliniowym, to istnieje odwzorowanie liniowe

h,:VeW — U takie,zZe h=h,oi.
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Dowdd. Istotnie, bazy (e;) w V i (fx) w W okreSlaja baze (jix) wV o W =
Hom(V*, W) taka, ze
Jik () = (e, &) fx.
Majac h, definiuje sie hijx = h(e;, fx) oraz h, jako odwzorowanie liniowe takie,
ze
h,(jik) = hik. O

Zgodnie z (1.15) pisze sie
veow®™ i(v,w).

Postlugujac sie stwierdzeniem 1.18, dowodzi sie istnienia naturalnego izo-
morfizmu iloczynéw tensorowych U® (Ve W) i (U® V) ® W (lacznosc¢ iloczynu
tensorowego - mozna pomija¢ nawiasy).

Przestrzen tensorow kontrawariantnych stopnia k,

RFv=ve---aV (k czynnikow)

ma wymiar mX: baze tej przestrzeni mozna utworzy¢ jako ciag, sktadajacy sie
Z tensorow
e, ®---®e;, 1,...,k=1,...,m.

Elementy iloczynu
THV) = (@ V) & (®'V*)
to tensory o walencji (k,1). Jesli A jest takim tensorem, czyli

A=Al"le @ gey0el @ @el
(gdzie (ef),jest baza w V* dualna do (e;)), to czesto uzywa sie uproszczonego
zwrotu ,,A;-ll '_'_'_lj’; jest tensorem”; walencja tensora jest zakodowana w polozeniu
i liczbie wskaznikow.

Przestrzen Ty (V) =Tk(V*) jest dualna do T§(V): jesli A€ T§(V) i BETL(V),
to

(A,B) = AN-kBy, .

1.6. Struktury rzeczywiste, zespolone i kwaternionowe
1.6.1. Kompleksyfikacja i realifikacja

Niech V bedzie rzeczywista przestrzenia wektorowa; jej kompleksyfikacja V¢
sklada sie ze wszystkich obiektoéw postaci u + /-1 v, gdzie u, v € V, z natural-
nymi dziataniami. Mozna wykaza¢, ze przestrzen VC jest w naturalny sposob
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izomorficzna z iloczynem tensorowym C ®g V. O przestrzeni V mowimy, ze
jest formaq rzeczywistq przestrzeni VC. Je$li przestrzen V jest skonczenie
wymiarowa, to

dim¢ V€ = dimg V.

Jesli V jest zespolona przestrzenia wektorowa, to jej realifikacja V® jest
rzeczywista przestrzenia wektorowa, ktorej zbior wektoréw i mnozenie ich
przez liczby rzeczywiste sa takie, jak w V. JeSli V ma baze (eq,...,em), to ciag
(e1,...,em,v—1lei,...,/—1len) jestbaza w VR, wiec

dimg VR = 2dimc¢ V.

1.6.2. Struktura zespolona w rzeczywistej przestrzeni wektorowej

Niech V bedzie rzeczywista przestrzenia wektorowa parzystego wymiaru. Majac
endomorfizm J przestrzeni V taki, ze JoJ = —idy, mozna nadac tej przestrzeni
strukture zespolonej przestrzeni wektorowej V;, przyjmujac v/-1v = Jv dla
kazdego v € V; wtedy dim¢ V; = %dimng V. (Przestrzenie V i V; maja te same
zbiory wektorow.)

1.6.3. Odwzorowania poHiniowe

Niech V i W beda zespolonymi przestrzeniami wektorowymi. Odwzorowanie
f :V — W nazywa sie potliniowym,” jesli dla wszystkich A,y € Ciu,v € V
zachodzi rownosc

fQu+pv) = Af(w) + ff (v).

Sprzezenie zespolone C — C, z — Z, jest potliniowe.

Przestrzen wektorowa sprzezonqg do V definiuje sie jako przestrzen V, kto-
ra ma ten sam zbior elementow i strukture grupy przemiennej co V, natomiast
mnozenie wektora przez liczbe zespolona w przestrzeni V jest poprzedzone
sprzezeniem tej liczby. Obowiazuje umowa, Ze wektor v, rozpatrywany jako
element przestrzeni V, jest zapisywany w postaci v, wiec

Ay =A-yv dlawszystkichAeC v eV,
co jest rownowazne rownosci

A-D=A-v.

“Niektorzy nazywaja je antyliniowym, co jednak prowadzi do trudnosci jezykowych,
gdy trzeba okres$li¢ odwzorowanie pottoraliniowe (zob. §1.6.4).
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W ostatniej rownosci kropka po lewej stronie oznacza mnozenie w V, a po
prawej - w V. Odwzorowanie

VoV, vewv) =1,

jest polliniowe i uniwersalne w tym sensie, ze kazde odwzorowanie potliniowe
f :V — W mozna przedstawic jako zlozenie f = f, o, gdzie f, : V — W jest
odwzorowaniem liniowym, f, (7) = f(v). JeSli (e;) jest baza w przestrzeni V,
to (&;) jest baza w V; zwykle pisze sie e; zamiast ¢;. Jesli f : V — W jest
odwzorowaniem liniowym, to odwzorowanie liniowe f : V — W dane jest
wzorem f(¥) = f(v). Odwzorowanie f — f jest polliniowe.

Przestrzenie (V)* i V¥ mozna utozsami¢ i oznacza¢ przez V*. Prze-
strzen V mozna utozsami¢ z V; wtedy ¥ = v i f = f. Jesli (e) jest baza
w V*, dualna do (e;), to (e') jest baza w V*, dualna do (e;), vi = (D, e') itd.

1.6.4. Odwzorowania pé6ltoraliniowe

Jesli przestrzenie U, V, W sa zespolone, to odwzorowanie
f:VxW=U,

ktore jest polliniowe na V i liniowe na W, nazywa sie odwzorowaniem pdttorali-
niowym. Wtedy odwzorowanie V x W — U, (¥, w) — f(v,w), jest dwuliniowe.

1.6.5. Przestrzenie pseudounitarne i unitarne

Niech
(1.16) AV V*
bedzie odwzorowaniem liniowym; odwzorowanie

VxV-=C (uv)— (uv) e (1, Av),

jest pottoraliniowe. Ponadto (u|v) = (v|u) dla wszystkich u,v € V wtedy
i tylko wtedy, gdy odwzorowanie A jest hermitowskie, tzn.

(1.17) A* = A,

Wprowadzajac macierz wspotczynnikow odwzorowania A,
Aei = eJT A Fis

i zakladajac, ze zachodzi (1.17), otrzymuje sie

A;; = (e, Ae;) = (ejlei),
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wiec macierz (Aj;) jest hermitowska,

Jesli A jest izomorfizmem, to forma (u,v) — (u|v) jest niezdegenerowana,
tzn. (u|v) = 0 dla kazdego u € V implikuje v = 0.

Pare (V, A), gdzie V jest przestrzenia zespolona z niezdegenerowana forma
hermitowska (hermitowskim iloczynem skalarnym)

(1.18) (ulv) = (i, Av),

nazywa sie przestrzenia pseudounitarng.

Jesli forma ta jest ponadto dodatnio okreslona, tzn. u + 0 = (u|u) > 0,
to mowimy, ze odwzorowanie A definiuje w V strukture przestrzeni unitarnej.
Liczbe ||ull = (u|u)'/?2 nazywa sie wtedy normq wektora u.

Uwaga. Matematycy zwykle okreSlaja hermitowski iloczyn skalarny w ten spo-
sOb, ze odwzorowanie u — (u|v) jest liniowe, a v — (u|v) jest polliniowe; tu
przyjmuje sie definicje stosowana przez wiekszos¢ fizykow. Matematycy rzad-
ko rozpatruja reprezentacje grup w przestrzeniach pseudounitarnych. W fizyce,
w zwiazku z reprezentacjami grup niezwartych, takich jak grupa Lorentza,
pojawiaja sie w naturalny sposob przestrzenie i reprezentacje pseudounitarne.
Z tego wzgledu (czasami) celowe jest jawne uwidacznianie odwzorowania A
okreS$lajacego te strukture.

W przestrzeni unitarnej istnieja bazy ortonormalne (e;), tzn. takie, ze
(eilej) = dij.

Wtedy (Aj;) jest macierza jednostkowa i nie wystepuje jawnie we wzorach.

W skonczenie wymiarowej przestrzeni pseudounitarnej kazdemu endomor-
fizmowi F odpowiada endomorfizm sprzezony Ft (wzgledem iloczynu (1.18))
taki, ze

(Fulv) = (ulFtv)

dla kazdej pary wektoroéw u i v. Na podstawie (1.18) mamy
(1.19) Ft = A71F*A,

Odwzorowanie F — FT jest polliniowe; ponadto jesli Fi,F> € EndV, to (FioFo)t
—Fj o F/.

Jesli F = Ft, to mowimy, ze endomorfizm F jest samosprzezony (wzgledem
iloczynu (1.18)).



1. Grupy, pierscienie, ciata i moduty 35

Endomorfizm F jest pseudounitarny (wzgledem (1.18)), jesli F1F = idy;
jest on wtedy odwracalny oraz F~! = FT. Uwzgledniajac (1.19), mozna warunek
pseudounitarnosci zapisa¢ w postaci

(1.20) F* = AF1A°L,

Zbior wszystkich automorfizmow pseudounitarnych tworzy grupe pseudouni-
tarnqg U(A).

Gdy przestrzen jest unitarna, zamiast ,endomorfizm pseudounitarny”
i ,grupa pseudounitarna” moéwimy oczywiscie ,endomorfizm unitarny” i ,,grupa
unitarna”.

W przestrzeni V = Ck*! wprowadza sie strukture przestrzeni pseudouni-
tarnej zdefiniowana przez forme hermitowska o sygnaturze (k, [):

2 2 2 2
(ulu) = lurl” + - + lugl® = g1l = - - - = U4l

gdzie u = (u;) € Ck*L; pisze sie wtedy U(k, 1) zamiast U(A). Dla I = 0 moéwimy
o strukturze unitarnej i grupie unitarnej U(k).

Wazne sa nastepujace definicje i fakty zwiazane z przestrzeniami uni-
tarnymi. Kazda podprzestrzen wektorowa przestrzeni unitarnej jest unitarna
wzgledem ograniczenia iloczynu skalarnego do tej podprzestrzeni. Jesli W jest
podprzestrzenia przestrzeni unitarnej V, a W+ jest podprzestrzenia ortogonal-
na do W, czyli

Wt={veViwews= (viw)=0},

toV =W e W+, Jesli (F;j) jest macierza endomorfizmu F w bazie ortonormal-
nej, Fe; = zj e;Fji, to macierz endomorfizmu sprzezonego powstaje przez
sprzezenie hermitowskie: FiTj = Fj;.

1.6.6. Struktura rzeczywista i kwaternionowa

Niech W bedzie zespolona przestrzenia wektorowa. Kazde odwzorowanie li-
niowe C : W — W takie, ze CC = idy, okreSla strukture rzeczywista w tej
przestrzeni w tym sensie, ze zbior

V={fweW|w=Cw}

jest rzeczywista podprzestrzenia w W, ktorej kompleksyfikacja VC jest izomor-
ficzna z W.

Niech teraz W bedzie parzystowymiarowa zespolona przestrzenia wekto-
rowa, dimc W = 2n. Odwzorowanie liniowe C : W — W takie, ze CC = —idy,
pozwala wprowadzi¢ w zbiorze W strukture prawej, kwaternionowej przestrze-
ni wektorowej. Definiujac mianowicie, dla kazdego w € W,

wi=+v-1lw, wj=C'w,
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otrzymuje sie (wi)i = (wj)j = —w oraz (wi)j + (wj)i = 0, wiec zgodnie z (1.5)
wystarczy przyja¢ wk = (wi)j. Przy tym dimy W = n.

2. Algebry

W niniejszym paragrafie zaklada sie, ze wszystkie rozpatrywane przestrzenie
wektorowe sa nad ciatem przemiennym k, zwykle R albo C.

2.1. Definicje i przyklady
2.1.1. Definicja
Algebra to przestrzen wektorowa A z odwzorowaniem dwuliniowym
AXA—A
zwanym mnoZeniem i zapisywanym jako
(a,b) —a-b abo [a,b],

a takze na inne sposoby. Homomorfizm algebry /A w algebre B to odwzorowanie
liniowe h : A — B takie, ze h(aa') = h(a)h(a’) dla dowolnych a,a’ € A. JeSli
h jest ponadto bijekcja, to méwimy, ze h jest izomorfizmem algebr.

2.1.2. Algebra przeciwna

Algebra A°PP ma ten sam zbior elementow i strukture przestrzeni wektorowej,
co A, ailoczyn -qpp elementow w A°PP jest taki, ze

a'oppb:b'a, a,bE.ﬂ..

2.1.3. Podalgebry

Podprzestrzen B algebry A taka, ze BB C B, nazywa sie podalgebrq algebry A.
O podzbiorze R podalgebry B mowimy, ze ja generuje, jeSli B jest najmniejsza
podalgebra zawierajaca R, tzn. jesli B’ jest podalgebraw AiR Cc B',to BC B'.
Np. pier$cien H mozna rozpatrywac jako algebre nad R, generowana przez
zbior {i,j}.

Podprzestrzen B algebry A taka, ze AB C B [BA C B], nazywa sie jej
ideatem lewostronnym [prawostronnym). Kazdy ideat jest podalgebra. Jesli B
jest idealem dwustronnym - tzn. lewo- i prawostronnym - algebry A, to prze-
strzen ilorazowa A /B ma strukture algebry taka, Ze odwzorowanie kanoniczne
A — A/B, a— a+ B, jest homomorfizmem algebr.



2. Algebry 37

2.1.4. Algebry laczne

Algebra jest igczna, jeSli (ab)c = a(bc) dla dowolnych a, b,c € A. Algebra
moze miecC jednoS$¢, tzn. element 14 € A taki, ze 14a = al 4 = a dla kazdego
acA.

W dalszym ciagu zakiada sie, Zze wszystkie rozpatrywane algebry lqczne ma-
Jja jednosc, a homomorfizmy miedzy nimi przeprowadzajq jednosci w jednosci.

Jesli algebra A nad k ma jednos¢, to istnieje injekcja k — A, A — Al 4, co
pozwala utozsamic¢ k z jednowymiarowa podprzestrzenia w A.

Jesli A jest algebra taczna i n € N, to A(n) oznacza algebre (laczna)
wszystkich macierzy kwadratowych stopnia n o elementach nalezacych do A;
jej jednoScia jest 1 41.

2.1.5. Algebry przemienne

Algebra jest przemienna, jeSli ab = ba dla wszystkich a,b € A. Np. C jest
algebra taczna i przemienna nad R. Zbior kwaternionéw jest taczna, ale nie-
przemienng algebra nad R.

2.1.6. Algebry centralne

Centrum algebry A, okreSlone wzorem
Z(A)={a e A |ab = ba dlawszystkich b € A},

jest jej podalgebra. Jesli algebra /A ma jednos¢, to k ¢ Z(A). Algebre z jedno-
Scia nazywamy centralng, jeSli Z(A) = k. Np. algebra H nad R jest centralna;
algebra C jest centralna nad C, ale nie nad R.

2.1.7. Suma prosta algebr

Sumgq prostq algebr A i B jest algebra A & B, ktorej przestrzenia wektorowa
jest A x B, a mnozenie elementoéw okreSlamy wzorem

(ay,by1) - (a2,b2) = (a1a»,b1br) dla dowolnych ai,a, € A, by, b, € B.

2.1.8. Illoczyn tensorowy algebr

Iloczynem tensorowym algebr A i B jest algebra, ktérej przestrzen wektorowa
jestiloczynem tensorowym A ® B, a mnozenie elementow jest takie, ze

(a1®by)-(ar®by) = (a1a2)® (b1by) dlawszystkich a;,a, € A, by, b, € B.
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Ciato k mozna rozpatrywac jako algebre nad k; wtedy k®g k = k. Natomiast
iloczyn C o C jest algebra izomorficzna z C & C, o czym mozna sie przekonac,
przediuzajac odpowiednioSci

Vv=1®1l+ (v-1,V/-1), 1&+/-1~ (V/-1,—v-1).
Iloczyn tensorowy C ®x H jest izomorficzny algebrze C(2); jej elementy
byly przez Williama R. Hamiltona nazywane bikwaternionami [52]. Aby opisac
izomorfizm

(1.21) Cor H— C(2),

wygodnie jest poshugiwac sie macierzami

10 0 1 0 -1 1 0
(1.22) I:<0 1), w:<1 0), 6=<1 0), T=<0 _1),
za pomoca ktorych definiuje sie macierze Pauliego®

(1.23) Ox =, O0y=+V-1l¢g 0;=T.

Izomorfizm (1.21) mozna otrzymac, przedtuzajac, nad ciatem R, odpowiednio-
sci

V=1®1l—=+v=-1I, 1®i—0x/V-1, 1®j— 0y/vV-1, 1ok — 0,/vV-1.
Bikwaterniony bywaja zapisywane w postaci

v+xi+yj+zk, gdzie v,x,y,zeC.

2.1.9. Ré6zniczkowanie algebry

Odwzorowanie liniowe D : A — A nazywa sie rozniczkowaniem algebry A,
jesli dla wszystkich a, b € A spelniona jest reguta Leibniza

D(a-b)=D(a)-b+a-DD).
Jesli algebra A ma jedno$c 14, a D jest jej rozniczkowaniem, to

D(1a)=D(1a-1a)=2D(1a), wiec D(1la) =0.

8Wolfgang Pauli [85] wprowadzit spin jako nowy stopien swobody elektronow i uzyt
do jego opisu dwuwymiarowej zespolonej przestrzeni wektorowej, w ktorej dziataja
macierze (1.22).
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2.2. Algebry Liego

Algebra A z iloczynem [, ] nazywa sie algebrq Liego, jeSli dla wszystkich
a,b,c € A zachodzi rownosc

(1.24) [a,b] + [b,a]l =0
oraz tozsamos¢ Jacobiego
(1.25) [[a,b],c]+[[b,cl,a] +[[c,al,b] = 0.

Np. jesli A jest algebra taczna, to definiujac [a, b] = ab — ba, otrzymuje sie
w tym samym zbiorze A strukture algebry Liego.

Jesli dla wszystkich a,b € A zachodzi (1.24), to tozsamoS¢ Jacobiego
jest rownowazna stwierdzeniu: dla kazdego a € A odwzorowanie A — A,
b — [a,b], jest rozniczkowaniem algebry (A, [, ]).

Jesli (e;) jest baza n-wymiarowej algebry Liego, to

(1.26) [ej,ex] = c}kei, i,j,k=1,...,n.

Liczby c}k € k nazywaja sie statymi strukturalnymi algebry Liego wzgledem
bazy (e;). Na mocy antysymetrii nawiasu [, ] oraz tozsamos$ci Jacobiego stale
strukturalne spehiaja warunki

l

DS i !
(1.27) Cix+¢Crj =0, cucp+c

km

l

c§l+cmjc,id =0, i,jklm=1,...,n

Przyklad 1.19. Przestrzen wektorowa R? z iloczynem wektorowym u x v jest
algebra Liego. Z tozsamo$ci

uxXv)xw=Um-w)v-—(v-wu
wynika tozsamo$¢ Jacobiego
UXV)Xw+(vxw)xu+(wxu)xv=0.

Przyklad 1.20. Niech K (n) oznacza algebre wszystkich macierzy kwadrato-
wych stopnia n o elementach nalezacych do ciata K = R, C albo H. Wprowa-
dzajac w K (n) mnozenie elementow za pomoca komutatora [a,b] = ab — ba,
otrzymuje sie algebre Liego gl((n, K). Niech tr a oznacza $lad macierzy a; zbiory

(1.28) {a egl(n,XK) |tra = 0}

sq algebrami Liego dla K = R lub C, ale nie sa takimi algebrami dla K = H
in > 1, bo na przyklad

T N A 1
(1.29)  jesli a—(_j O)’ b—(_k 0), to ab-ba= 2(0 i)'
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Jesli a,b € H(n), to czeS$c¢ rzeczywista Sladu macierzy ab — ba znika, wiec
zbior
sl(n,H) = {a €gl(n,H) | tra +tra = 0}

jest algebra Liego nad R o wymiarze 4n° — 1. Dla K = R lub C algebre Liego
(1.28) oznaczamy przez sl(n, X).

Niech a* oznacza macierz transponowana do a € gl(n, X). Zbiér macierzy
(antysymetrycznych)

so(n,XK) ={acglln,X)|a*=-a}

jest algebra Liego dla K = R i C, ale nie jest taka algebra dla KX = H, n > 1, co
widac¢ z przykltadu (1.29). Zwykle zapis so(n, R) upraszcza sie do so(n).

Przyklad 1.21. Niech K bedzie £-wymiarowa przestrzenia wektorowa nad k
oraz L = K*. W przestrzeni V = K & L mozna wprowadzi¢ dwie naturalne,
niezdegenerowane formy dwuliniowe w, i w_,

wi:VxVok wak+LKk +1)=(®&1U)+ K, LD,

gdzie k,k’ € Kil,l' € L. Niech (k;)!_, bedzie baza w K, a (1;)!_, - baza dualna
w L, czyli
(ki lj) = 6ij.
Podprzestrzenie K i L w V sa calkowicie optyczne wzgledem obu tych form:
w+(kikj) =0, w+(;l;) =0 oraz w-=(kilj) = 0ij.

Kazdy endomorfizm X € End V mozna przedstawi¢ w postaci ,blokowej”

(1.30) X = (2 g) , gdzie A€ EndK, Be€ Hom(L,K) itd.

Algebry Liego
g ={X€EndV | w.(Xv,v) +w+(v,Xv') =0, Vv,v € V}
zawieraja wszystkie macierze postaci (1.30) takie, ze
B*=3%B, C*==%C, D=-A*
Algebra g_ to symplektyczna algebra Liego sp(£, k).

Niech at = a* oznacza macierz hermitowsko sprzezong do a € gl(n, X),
gdzie K = C lub H. Zbiory macierzy

sun) = {aesl(n,C) |a’ = -a} oraz spn) ={acgl(n,H)|a’ =-a}

sq algebrami Liego nad R.
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Stwierdzenie 1.22. Zbior Der A wszystkich rozniczkowan algebry A nad k jest,
wzgledem komutatora, algebrq Liego nad k.

Dowod. Widac od razu, ze jesli A,A» € k oraz D;,D; € Der A, to rOwniez
AD; +A2Dy € Der A. JeSlia,b € A, to

[D1,Dz1(ab) = D1((D2a)b + aD2b) — D2((D1a)b + aD1b)
= (D1D»a)b + DraD1b + DraD»b + aD1D>b
— (Dnga)Io — D10LD21’) — Dz(/‘LD1b — aDleb
= ([D1,Dz2]a)b + a[D1, D2 ]b,

wiec [D1,D>] € Der A. O

Wystepujaca w tym stwierdzeniu algebra ‘A moze nie by¢ laczna. W szcze-
golnosci, jeSli A jest algebra Liego, to odwzorowanie

ad(a): A — A, ad(a)b=[a,b],

jest rozniczkowaniem wewnetrznym tej algebry.

2.3. Konstrukcja Cayleya-Dicksona

Sprzezeniem w algebrze z jednoScia A nad R nazywa sie odwzorowanie liniowe
a — a takie, ze

(1.31) a=a, ab=ba, daa=aa oraz a=a=>acRCA.
Warunki (1.31) implikujaq

dacR oraz Rea™ l(a+a)eR.
Sprzezenie jest ponadto dobre, jesli

(1.32) a+0 = aa>0.

W lacznej algebrze z dobrym sprzezeniem kazdy niezerowy element jest odwra-
calny, mianowicie a~! = @(aa)~!. Np. algebry R, C i H sa algebrami z dobrym
sprzezeniem.

Jesli algebra A jest taczna, to zbior

{fae Alda=1}

jest grupa.
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Konstrukcja Cayleya-Dicksona pozwala zbudowac z algebry A z dobrym
sprzezeniem algebre A2, takze z takim sprzezeniem, o podwOjnym wymiarze.
W tym celu w przestrzeni wektorowej A @ A wprowadza sie iloczyn elementow
wzorem

(1.33) (a,b)(c,d) = (ac — db,ad + cb)

oraz sprzezenie
(a, b) = (a, _b)-

Jesli 1 jest jednoscia w A, to (1,0) jest jednoScia w A?; ponadto Re (a,b) =
(Re a,0). Obliczajac

(a,b)(a,b) = (aGaa + bb,0) = (aa + bb,0) = (a,b)(a,b)

oraz

(a,b)(c,d) = (ac — db,ad + cb) = (ac — db,—ad — cb)
= (¢a-bd,-ad - cb) = (¢,-d)(a,-b) = (c,d) (a,b),

sprawdzamy, ze w algebrze A2 spetione sa warunki (1.31) i (1.32), wiec sprze-
zenie w tej algebrze tez jest dobre.

Lemat 1.23. Jesli algebra A z dobrym sprzezeniem jest lqczna, to algebra A2
nie ma dzielnikow zera.

Dowod. Wystarczy pokazac, ze jesli (a,b)(c,d) =01i(a,b) =0, to (c,d) = 0.
Opierajac sie na (1.33), mnozac 0 = ac — db z prawej strony przez b i korzy-
stajac z lacznosci algebry A oraz ad + cb = 0, otrzymujemy

0 = a(cb) — d(bb) = —(aa + bb)d,
jesli wiec (a,b) # 0, to d = 0. Podobnie, mnozac ac — db = 0 z lewej strony
przez d, otrzymujemy (da + bb)c = 0, a stad jesli (a,b) = 0, to ¢ = 0. O

Biorac Ay = R z trywialnym sprzezeniem d = a, mozna skonstruowac ciag
(An)nen algebr ze sprzezeniem, definiujac A, .1 = A2; wtedy dimg A, = 2™
Zachodza latwe do sprawdzenia izomorfizmy algebr ze sprzeZeniem:

A, —-C, (a,b)—»a++V/-1b, a,beR,
A, - H, (a++-1b,c++v-1d) —a+ib+jd+kc, a,b,c,deR.
Z definicji, algebra A3 to oSmiowymiarowa algebra oktonionéow Q. Na mocy

lematu algebra O nie ma dzielnikow zera, ale - jak mozna pokazac - nie jest
laczna (zob. zad. 1.16). Algebra sedenionow A4 ma dzielniki zera.
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2.4. Algebry z gradacja

Niech Z oznacza pier$cien Z albo? F; i niech A bedzie algebra nad ciatem k. M6-
wimy, ze A jest algebrq z gradacja wzgledem Z, jeSli przestrzen wektorowa A
ma gradacje wzgledem Z, czyli

A= @ A,
kez
i ponadto
jesli are Ariare A;, to ax-a; € Agyy.

O elementach z Ay méwimy, ze sa (jednorodne) stopnia k; elementy stopnia
011 algebry z gradacja wzgledem [, nazywa sie, odpowiednio, elementami
parzystymi i nieparzystymi.

Homomorfizm 7Z — F, taki, ze 2k + 1 — 1, pozwala z kazdej algebry
z gradacja wzgledem Z utworzyc¢ algebre z gradacja wzgledem [, przez ,zapa-
mietywanie” tylko parzystosci elementow algebry.

W dalszym tekScie gradacja bez okreSlenia pierScienia Z oznacza gradacje
wzgledem [>.

Czasami wygodnie jest algebre z gradacja

A=Ayae A; zapisywac jako Ag— A,

mimo ze podalgebra A nie wyznacza czesSci nieparzystej algebry A.
Gradacje algebry A = Ay & A; mozna scharakteryzowa¢ za pomoca
automorfizmu gltownego, tzn. takiego « € End A, ze

& Ac = (-1)€ida,, €€ {0,1}.

Automorfizm ten jest inwolucjq, tzn. o® = id4.
Homomorfizm algebr f : A — B nazywa sie homomorfizmem algebr
z gradacjaq, jeSli zachowuje gradacje, tzn. f(A¢) C Be. Piszemy

A = B,
jesli algebry A i B sa izomorficzne jako algebry z gradacja.

Przyklad 1.24. Niech B bedzie algebra. Ponizej uzywamy oznaczen macierzy
ze wzoru (1.22) (str. 38).

(i) Algebra B — 2B © B e B ma gradacje okreS$lona przez automorfizm

inwolutywny « : B — B taki, ze «(b,b2) = (b»,by). Odwzorowanie
B—2Btobw— (b,b).

W wielu tekstach pisze sie o gradacji wzgledem 75, ale w tej ksiazce Z, oznacza
grupe, a definicja gradacji wymaga pier$cienia (zob. np. (1.34) i §2.8).
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(i) Algebra 2B — B(2) ma gradacje okreSlona przez automorfizm « : B(2) —
B(2) taki, ze «(a) = Tat 1. Odwzorowanie 2B — B(2) przypisuje parze
(b1, b2) macierz diagonalna z elementami b, b, na przekatnej.

Niech teraz k = R.

(iii) Algebra R — C ma gradacje okreSlona przez sprzezenie zespolone.

(iv) Algebra C — H ma gradacje okre$lona przez element s € H taki, ze
s2 = -11ia(q) = sqs~1. Czes¢ parzysta tej algebry sklada sie ze wszyst-
kich kwaternionéw prostopadlych do s wzgledem iloczynu skalarnego
okreS$lonego przez forme kwadratowa q — Gq. Gradacje odpowiadajace
ré6znym kwaternionom sa rownowazne: jesli s2 = s'2 = —1, to istnieje
obrot w przestrzeni R* = H, przeprowadzajacy s w s’ i rozszerzajacy sie
do izomorfizmu algebry H z gradacja okreSlona przez s na algebre H z gra-
dacja okreSlona przez s’. Dzieki temu mozna, dla uproszczenia, mowic
o algebrze z gradacja C — H.

(v) Algebra R(2), oprocz gradacji opisanej w (ii), ma nierownowazna jej grada-
cje wyznaczona przez «(a) = eas~'. Podalgebra parzysta jest tu izomor-
ficzna z C.

(vi) Algebra H — C(2) ma automorfizm gtéwny « taki, ze x(a) = eds~1. Czes¢
parzysta tej algebry to

spang {l,vV—-10x,vV-10y,vV-10:} = H.

Algebra przeciwna A°PP do algebry z gradacja A = @ Ay wzgledem
pierscienia Z ma te sama strukture przestrzeni wektorowej z gradacja co A
i ,przeciwne” mnozenie elementow:

(1.34) jesli a€ Axibe A, to a b= (-D¥b . a.

Np. algebra przeciwnag do R — C jest algebra R — 2R, bo +/—1 jest elementem
nieparzystym, wiec +/—1 onn v—1=1.

Izomorfizm algebr f : A — A°PP nazywa sie antyautomorfizmem alge-
bry A. Inaczej mowiac, antyautomorfizm algebry A to taki izomorfizm B
struktury wektorowej tej algebry, ze dla dowolnych a,b € A zachodzi réwno$¢
B(ab) = B(b)B(a).

Rozniczkowaniem stopnia | algebry z gradacja A nazywa sie rozniczko-
wanie D : A — A takie, ze DAy C Agy1. Zbior wszystkich rézniczkowan
algebry z gradacja tworzy algebre Liego z gradacja: komutator [Dq,D>] =
D; o Dy — Dy o D r6zniczkowania D, stopnia l; i rozniczkowania D; stopnia [»
jest r6zniczkowaniem stopnia [ + Io.
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Przyklad 1.25. Algebra A wielomianéw jednej zmiennej x o wspotczynnikach
z ciata przemiennego K ma gradacje wzgledem 7Z: Ay = KXxK dla k > 0
i Ay = {0} dla k < 0. R6zniczkowanie d/dx jest stopnia —1.

2.5. Algebra tensorowa

Algebra tensorowa nad V jest, jako przestrzen wektorowa, suma prosta
T(V) = @ TH(V), gdzie THV) =@V, TO(V) = k.
k=0

Kazdy element a € T(V) jest (z definicji) ciagiem tensoréw kontrawariantnych,
a=(ap,ai,...), gdzie apeTKV),

w ktorym prawie wszystkie elementy sa zerami, tzn. istnieje k; € N o tej wila-
snosci, ze k > kg = ax = 0. lloczyn a ® b elementow a = (ax)y_oib = (br);_,
definiuje sie wzorem

(1.35) (a®b)y = l§0a1®bkl,
co nadaje nieskonczenie wymiarowej przestrzeni T(V) strukture algebry tacz-
nej nad k. JednoScia tej algebry jest ciag (1,0,0,...). Algebra tensorowa ma
oczywista gradacje wzgledem Z.

Wiele innych waznych algebr definiuje sie jako ilorazy algebry tensorowej
przez jej ideatly.

2.6. Algebra Grassmanna

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa, a A - algebra. Odwzorowanie liniowe
f:V — A takie, ze f(v)? = 0 dla kazdego v € V, nazywa sie odwzorowaniem
Grassmanna.

Niech Jcr (V) bedzie idealem dwustronnym algebry T(V) generowanym
przez zbior wszystkich tensoréw postaci v ® v, v € V. (OkreSlenie generowany
oznacza tu najmniejszy ideat dwustronny zawierajacy wszystkie te elementy.)
Iloraz

AV ETW) e (V)

jest taczna algebra z gradacja wzgledem Z, zwana algebrq Grassmanna.

Niech k : T(V) — AV bedzie odwzorowaniem kanonicznym, tj. k(a) =
a + Jgr(V). Ograniczenie odwzorowania k do k @ V jest injekcja, mozna wiec
uwazac k @ V za podprzestrzen w /A V. Mnozenie elementow w AV oznacza sie
przez A, tj. k(a ® b) = k(a) A k(D).
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Stwierdzenie 1.26. Injekcja k : V — AV jest uniwersalnym odwzorowaniem
Grassmanna, tzn. jesli f : V — A jest dowolnym odwzorowaniem Grassmannad,
to istnieje homomorfizm algebr f, : \V — A taki, ze f = f, o K.

Dowod. Odwzorowanie f przedluza sie do homomorfizmu algebr
T(f): T(V) = A wtensposob,ze T(f)(v1®:--®vk)=f(v1)...f(Vi).
Homomorfizm T(f) znika na Jg(V), wiec dobrze definiuje
fola+Je (V) =T(f)(a). O

Niech V i W beda przestrzeniami wektorowymi. Wobec zawierania W ¢ AW
kazde odwzorowanie liniowe f : V — W mozna rozpatrywac¢ jako odwzorowa-
nie Grassmanna f :V — AW, tj. f(v) A f(v) = 0. Istnieje zatem homomorfizm
algebr A f : AV — AW przedluzajacy f. Zatem A jest funktorem z kategorii
przestrzeni wektorowych w kategorie tacznych algebr z jednoScia.

Tensory mozna symetryzowac i antysymetryzowac. W szczegolnosSci, od-
wzorowanie antysymetryzacji Alt : T(V) — T(V) jest okreSlone nastepujaco:
jesli a € Tr(V) jest tensorem o sktadowych a’'#* wzgledem pewnej bazy, to
Alt a ma skltadowe
der 1

qlit-ix s (sgnﬂ)ai”(”'"i"(k).

k' TESK
Wida¢, ze Alt € End T(V) jest rzutowaniem, tj. Alt o Alt = Alt. Przestrzeni wekto-
rowej AltV o Alt(T(V)) mozna nadac¢ strukture algebry lacznej, definiujac

Alt(a) - Alt(b) = Alt(a® b) dlaa,b € T(V).

Zbior k @ V jest podprzestrzenia w AltV. Dla kazdego v € V C T(V)
mamy Alt(v ® v) = 0, wiec f : V — AltV jest odwzorowaniem Grassmanna,
okreslajacym izomorfizm algebry AV i algebry zewnetrznej AltV. Izomorfizm
ten jest naturalny; nie ma potrzeby odr6zniania algebr AV i AltV; tradycyjnie,
nazw ,algebra Grassmanna” i ,algebra zewnetrzna” uzywa sie wymiennie.

Jesli przestrzen V jest m-wymiarowa, to jest rozklad na sume prosta

oAk
AV =8 ANV,
k=0
gdzie Ny jest przestrzenia wektorowa tensorow w peitni antysymetrycznych

stopnia k,
NV={ae®V I a=Ata}, ®°V-=k.
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Elementy przestrzeni Ay nazywa sie zwykle k-wektorami, a elementy AV -
multiwektorami; k-wektor jest multiwektorem jednorodnym stopnia k. JeSli
aeNvibe V, to iloczyn zewnetrzny tych multiwektorow jest (k + 1)-
wektorem a A b = Alt(a ® b) o skladowych

(a A b)i1---ikj1---jz = glirikpiril,

Kazdy multiwektor a € AV jest ciagiem (ay, ..., an) gdzie ay € A V. Na mocy
(1.35) iloczyn zewnetrzny multiwektorow a i b jest taki, ze

k
(@anb)= lZ aj A bg-i.
-0

Odwzorowanie h € Hom(V, W) okresla homomorfizm

AR e Hom(A v, Ak w)

taki, ze
(1.36) AR W1 A AvR) = h(V1) A -+ A R(VR)
dla wszystkich vy,...,v; € V, oraz przediuza sie do homomorfizmu algebr

Ah : ANV — AW. Dokladniej, A jest funktorem kowariantnym z kategorii
przestrzeni wektorowych w kategorie algebr z gradacja.

Jesli (e;) jest baza w m-wymiarowej przestrzeni V, to baza w Ay jest
zbior wszystkich k-wektorow postaci

(1.37) e, N+ ANej, gdzie 1<i;<---<ix<m.

m

Liczba takich ciagéow (iy,...,ix) wynosi (k ), wiec
dimAV = 5 (7)) =2m
imAV = =2"M,
K=o MK

Stwierdzenie 1.27. Cigg wektorow (vy,..., V) jest liniowo niezalezny wtedy
i tylko wtedy, gdy

(1.38) Vi A AV 0.

Dowod. JeSli wektory vq,...,vx € V sa liniowo zalezne, to mozna jeden z nich
przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej pozostatych, wiec v; A - - - A v =0,
bo v A v = 0 dla kazdego v € V. JeSli przestrzen V jest m-wymiarowa,
a wektory vy, ..., v sa liniowo niezalezne - wiec k < m - to mozna ich zbiér
uzupekic do bazy vi,...,Um W V; wtedy v1 A - - - AUy, # O rozpina A" V i tym
bardziej zachodzi (1.38). O
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Przestrzen wektorowa /A V* mozna utozsami¢ z przestrzenia dualna
do AV, okreSlajac odwzorowanie obliczania

AVXAV* 5k, (a,w)—{a,w),

tak, ze jeSli vq,..., vk € Vig,...,0x € V¥ 10
(1.39) (VI A AU, O A - A i) = det(vg, &5).
JeSlia € AViwe N V*, przy czym k # L, to przyjmujemy {(a, w) = 0.
Jesli w e A¥ V*, to zamiast (V1 A- - - AUk, w) zwykle piszemy w (v, ..., Vk);
inaczej mowiac, rozpatrujemy w jako odwzorowanie V X - - - X V — k, ktore

jest k-liniowe i w pelni antysymetryczne, tzn.
WWr@)s---» V) = (sgnmm)w(vy,...,vx) dlakazdego € 5.

Biorac pod uwage naturalny izomorfizm skonczenie wymiarowych prze-
strzeni V i V** przestrzen A*V mozna utozsamié z przestrzenia dualna
do AKv* i rozpatrywac k-wektor a jako odwzorowanie V* x - - - x V¥ — k,
ktore jest k-liniowe i w pelni antysymetryczne.

Algebra Grassmanna /\V nad k ma naturalny antyautomorfizm (,gtow-

ny”) B taki, ze Blk ® V = idkey. JeSli mianowicie (e, ..., e, ) jest baza prze-
strzeniVorazl <i; <---<ix<m,to

(1.40) Blew A+ ney) = (12K Do niiney .

Definiujac

ANV ={ae AV |Ba)==+a},

otrzymujemy rozklad
/\ V = /\Jr V D /\7 V

Obliczajac
dm) € Ldim A,V —dim A_V), m = dimyV,

na podstawie (1.40) oraz
dimA¥ vV = (7,?),
otrzymujemy (zob. zad. 1.12)
aan = () (1) - () () )
= 220m=2) (cos L + sin L),

a stad

m 1 23 4 5 6 7 8
dom) 1 1 0 -2 -4 -4 0 8
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oraz
d(m + 8) = 16d(m).

Funkcja d jest ,,okresowa” funkcja wymiaru o okresie 8.

2.7. Algebra symetryczna

Niech Js(V) oznacza ideat algebry tensorowej T(V) generowany przez wszystkie
elementy postaci
uUV-veu, gdzie u,vevVv.

Algebra symetryczna nad przestrzenia V to iloraz S(V) et T(V)/Js(V). Al-

gebra symetryczna jest laczna, przemienna i ma gradacje wzgledem 7,
S(V) = ®ro SK(V). Elementy podprzestrzeni S¥(V) to tensory symetryczne
stopnia k. Surjektywne odwzorowanie symetryzacji 7t : T¥(V) — S¥(V) mozna
okres$li¢ na skladowych tensoréw wzorem

(i...ig) def 1

S atmr i@

m(a)i-* =a
k! TESK

Mnozenie elementow algebry symetrycznej bywa oznaczane symbolem ©; jest
ono okreslone wzorem a ® b = m(a ® b). Wtedy

(a0 b)il---ikjl---jl = gtk pjr-Jo)

Algebra symetryczna jest uniwersalna dla odwzorowan symetrycznych: je-
§li A jest algebra,a f : V — A odwzorowaniem liniowym takim, ze f(u) f(v) =
f)f(u) dla wszystkich u,v € V, to istnieje homomorfizm algebr f, :
S(V) — A taki, ze f = f, o k, gdzie k : V — S(V) jest naturalna injekcja.

2.8. Superalgebry Liego i supercentrum algebry z gradacja

W algebrach z gradacja w naturalny sposéb pojawiaja sie ,superr6zniczko-
wania”; ich zbiér tworzy ,superalgebre Liego”, w ktorej iloczyn elementow
nieparzystych jest antykomutatorem, podobnie do tego, co w teoriach kwan-
towych wystepuje dla operatoréw zwiazanych z fermionami. Terminologia ta
pochodzi od fizykow i nawiagzuje do prac nad supersymetriami w teorii od-
dziatywan elementarnych (zob. np. [42]). Artykul [30] jest dobrym, wczesnym
przegladem tej tematyki, napisanym dla fizykéw. Niektorzy autorzy nie przyj-
muja nazwy ,superalgebra Liego” i pisza - w tym kontek$cie - o algebrach
Liego z gradacja, co moze prowadzi¢ do nieporozumien, gdyz wystepuja takze
algebry Liego z gradacja, nie bedace superalgebrami. Tematyka ,super” jest
rozwijana takze przez matematykow (zob. np. [31, 75, 41, 113]).
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2.8.1. Superrozniczkowania

Niech A = @ Ay bedzie algebra z gradacja (nad Z); odwzorowanie D € End A
nazywamy superrdzniczkowaniem stopnia [ (i piszemy D € Der;(A)), jesli
DAy C Ay oraz

D(ab) = (Da)b + (-1)¥aDb dla dowolnych a € Ay, b € A.

Kazde superrozniczkowanie stopnia parzystego jest wiec zwyklym réznicz-
kowaniem; w zwiazku z tym czesto zamiast ,,superroézniczkowanie” stopnia
nieparzystego mowi sie ,antyrozniczkowanie” i nie wprowadza nazwy ,super-
roézniczkowanie”.

2.8.2. Superalgebry Liego

O dwoch elementach a € Ay i b € A, algebry z gradacja mowimy, ze super-
komutujq (lub superantykomutujq), jesli [b,a] = (-1)*'[a, b] (odpowiednio
[b,a] = —(-1)k[a, b]). Algebra z gradacja jest superprzemienna [superanty-
przemiennal, jesli dowolne dwa jej elementy superkomutuja [superantykomu-
tujal. Np. algebra zewnetrzna jest superprzemienna.

Definicja. Algebra A z gradacja i z mnozeniem elementow (a,b) — [a,b]
takim, ze [ Ay, A;] C A+, nazywa sie superalgebrq Liego, jeSli jest superanty-
przemienna, a odwzorowanie b — [a, b], gdzie a € Ay, jest superrézniczko-
waniem stopnia k.

Inaczej mowiac, algebra z gradacja (A, [, ]) jest superalgebra Liego, jeSli
dla dowolnych a € Ay, b € A; mamy [a,b] € Ay, [b,a]l = —(-1)*[a, b]
oraz spelniona jest supertozsamosc¢ Jacobiego

(-D*"[a,[b,c]] + (-1)¥[b,[c,all + (-1)'™[c,[a,b]] = 0

dlaae Ay, be A, c € Ay,.
Niech A bedzie taczna algebra z gradacja. Definiujac

AxA—-A, (a,b)—[a,b],
tak, ze jeSlia € Axib € Ay, to
(1.42) [a,b] = ab — (-1)¥ba,
nadajemy przestrzeni wektorowej A strukture superalgebry Liego.

Stwierdzenie 1.28. Jesli (A, -) jest algebrq z gradacjq, to zbior Der A jej su-
perrozniczkowan ma strukture superalgebry Liego wzgledem komutatora (1.42).

Dowod. Przez proste sprawdzenie. O
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2.8.3. Supercentrum

Uzywajac nawiasu zdefiniowanego w (1.42), definiuje sie supercentrum tacznej
algebry z gradacja A jako

SZ(A) ={a e A | [a,b] =0dlawszystkich b € A}.

Algebre z gradacja A nad cialem K nazywa sie supercentralng, jeSli SZ(A) = XK.
Algebra C nad R nie jest centralna, bo liczby urojone naleza do jej centrum, ale
algebra z gradacja R — C (zob. przyklad 1.24, str. 43) jest supercentralna, bo
liczby urojone sa jej elementami nieparzystymi i nie naleza do supercentrum:

[V-1,v/-11=-2.

2.8.4. Superrozniczkowania algebry zewnetrznej

Niech
Der A = @ Dery A
k

bedzie algebra superr6zniczkowan algebry zewnetrznej A = AV*, gdzie V jest
przestrzenia wektorowa wymiaru n. Jezeli k < —2 i D € Dery A, to D znika na
zbiorze k & V*, ktéry generuje A, wiec D = 0. Takze jeSliD € Dery A ik = n,
to D = 0. Kazde D € Dery A, gdzie -1 < k < n — 1, jest okreSlone przez
odwzorowanie liniowe

DIV* V¥ o Ny
czyli przez pewien tensor X € V ® AR+ V*; piszemy D = i(X), co okreSla
izomorfizm przestrzeni wektorowych

i:VeAV* 5 DerAV*.

W szczegodlnosci, jeSli k = —1, to i(v) jest zweZaniem form z wektorem
v € V; czesto pisze sie v« zamiast i(v)«, gdzie & € AV*. Jesli forme
w e NV rozpatrujemy jako odwzorowanie antysymetryczne VK — k, to

(1.43) (i(vp)w)(va,...,vx) = w(Vy,V2,...,0k), VeV, j=1,...,k

Niektorzy autorzy przyjmuja inna umowe na temat odwzorowania dualnosci
miedzy AV i A V* niz ta wynikajaca z (1.39), co powoduje inna posta¢ wzoru
(1.43); zob. np. [64, tom I, str. 35, wzor na iyw]. W niniejszym tek$cie zostala
przyjeta umowa jak w [103].

Z definicji (1.43) wynika

(waw,w) ={w,v Aw) dlakazdegow € AV,



52 I. Wstepne wiadomoSci z algebry

co oznacza, ze v_ : AV*¥ — AV* jest odwzorowaniem transponowanym
(dualnym), w znaczeniu okre$lonym w 1.3.5 (str. 24) do odwzorowania v A :
AV = AV.

Korzystajac z tego, ze dla skonczenie wymiarowej przestrzeni V prze-
strzen V** jest w naturalny sposob izomorficzna z V, definicje (1.43) mozna
zastosowac do zwezania formy o € V* z multiwektorem w € AV. Wynika
stad, ze

jeSli xeV*¥iveV, to alv={(v,x),

oraz jeSliu € AViweAV, to
(1.44) axd(uAw) = (xJu) Aw + (~D*u A (xaw).
JesiXx e Ve N v iy e Ve N VH 1o
[i(X),i(Y)] = i(X) o i(Y) = (=Di(Y) o i(X)
jest superrozniczkowaniem stopnia k + L, istnieje wiec element
[X,Y] e Ve NI v* taki, ze [i(X),i(Y)] = i([X,Y]).

W szczego6lnosci, jesli k = 1 = 0, to X,Y € EndV, a [X,Y] jest zwyklym
komutatorem endomorfizmoéw.

JeSliceVe® A? V*, to i(c) jest superrozniczkowaniem stopnia 1; jesli (e?)
jestbazaw V*, to

i(c)e' = clhel nek, gdzie ¢l +cp;=0,

awarunek [i(c),i(c)] = 0 jest rownowazny tozsamosci Jacobiego (1.27).

2.8.5. (Super)iloczyn tensorowy algebr z gradacja

Iloczyn tensorowy opisany w §2.1.8 (str. 37), zastosowany do algebr z gradacja
A= AriB= By, daje algebre z gradacja

(1.45) A®B= @(ﬂ@fB)k, gdzie (.ﬂ@fB)k = @(ﬂl®ka4).
l

Bardziej interesujacy jest superiloczyn tensorowy algebr z gradacjq, tradycyjnie
oznaczany przez A & B. Struktura wektorowa i gradacja tej algebry sa takie,
jak w (1.45), ale mnozenie uwzglednia parzysto$¢ elementow:

jesli ar»e AribyeB;, to (a1 ®by) - (ar®by) = (-1)¥aja ® bibs.

Stwierdzenie 1.29. Jesli V i W sq skoviczenie wymiarowymi przestrzeniami
wektorowymi, to algebry z gradacja \(V @ W) i (AV) & (AW) sa w naturalny
sposob izomorficzne.
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Dowod. Odwzorowanie
VeW —= (ANV)&(AW), W, w)—velyw+1pyew,

jest odwzorowaniem Grassmanna (str. 45) i rozszerza sie do izomorfizmu
algebr z gradacja. O

Przyklad 1.30. Niech R — C bedzie algebra nad R z gradacja okreSlona przez
sprzezenie zespolone. Wtedy algebra C & C jest izomorficzna algebrze z grada-
cja C — H. Istotnie, izomorfizm C & C — H jest okreslony przez przediuzenie
odpowiedniosci

1e1—1, v-1®1lr~1i, 1®+v-1—j, v-1®+V/-1—k

2.9. Wektory i wartosci wlasne
2.9.1. Wyznacznik endomorfizmu

Niech V bedzie n-wymiarowa przestrzenia wektorowa nad cialem przemien-
nym k. Przestrzen n-wektorow A" V jest 1-wymiarowa, jesli wiec (e;) jest baza
w V, to kazdy n-wektor jest proporcjonalny do e; A - - - A ey. W szczegdlnoSci

(1.46) ei, A Aei, =& i1 A Aen,
co definiuje symbol Levi-Civity ¢;, _;, taki, ze
Eiyoin = &liy.in] Oraz &1.n = 1.

Dla kazdego a € EndV oraz k € N wzor (1.36) okreSla endomorfizm
Aa e End \f V. Wyznacznikiem endomorfizmu a € End V nazywamy element
deta € k taki, ze

(1.47) (A"a)(e1 A -+ Aep) = (deta)(el A -+ Aep).
Niech a, b € End V; r6wnos¢ A" (a o b) = (A" a) o (A" b) implikuje
(1.48) det(a o b) = deta - detb.

Wyznacznik jest dobrze okreSlony, tzn. nie zalezy od bazy wystepujacej w jego
definicji; istotnie, niech det’a bedzie wyznacznikiem endomorfizmu a zdefi-
niowanym za pomoca innej bazy (e;), tzn.

(AN"a)(ey A -+ nep) = (det'a)(e) A+ Aep).
Istnieje endomorfizm odwracalny c taki, ze e; = c(e;), i = 1,...,n, wiec
det(a o ¢) = det'a - detc,

czyli, wobec (1.48), mamy det'a = deta.
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Jesli (a?) jest macierza endomorfizmu a wzgledem bazy (e;), tj. a(e;) =
e ja{ , to korzystajac z (1.36) i (1.46), otrzymuje sie wzOr na obliczanie wyznacz-
nikow:

(1.49) deta = sjl,_,jna{l .ain,

Np. dla n = 2 wynika stad, ze deta = ala3 — ata}.
Zamiast mowi¢ o wyznaczniku endomorfizmu, méwi sie czesto o wyznacz-
niku macierzy jego wspotczynnikow i zapisuje go w postaci

' a; al
det(a} = i
n n

af an.

Latwo wydedukowac z (1.49) uzyteczne wlasnosci wyznacznikéw i sposoby
ich obliczania. Np. z rownoSci

. = 1 n
811.__1_“ - n'(S[ll e 61?1]
i tozsamosSci

né; 67,6361 ...60, = &1 6%, 87.6%. — 61,67, 67.6¢,...67

ip 713 14 " 13714 ° [i1 Vi3 Yig
3 3
+61 6[116125f4 6’&1] e+ (=D 161 62 5126;‘3 ﬁH]
otrzymuje sie klasyczny wzor Laplace’a na obliczanie wyznacznikow.
Z rownosci (1.48) wynika, ze endomorfizm a jest odwracalny wtedy i tylko
wtedy, gdy deta =+ 0. Specjalng grupe liniowq nad ciatem k definiuje sie jako

SL(n,k) = {a € k(n) | deta = 1}.

Jesli V jest rzeczywista przestrzenia wektorowa, to zaleznie od tego, czy
wyznacznik macierzy przejscia od jednej bazy tej przestrzeni do drugiej jest
liczba dodatnia czy ujemna, mowimy, ze bazy te maja zgodna albo przeciwna
orientacje. Orientacja takiej przestrzeni polega na wyr6znieniu jednego z dwoch
zbiorow baz o zgodnej orientacji.

Jesli (V, h) jest przestrzenia kwadratowa nad k, to

SO(V,h) ={a € O(V,h) | deta = 1}

jest grupa obrotow tej przestrzeni. Obroty wilasciwe to elementy skladowej
spojnej identyczno$ci (maksymalnej spdjnej podgrupy), oznaczanej przez
SOy (V, h). JeSli przestrzen V jest zespolona albo rzeczywista, a forma h jest
dodatnio lub ujemnie okreslona, to SO(V,h) = SOy (V, h).
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2.9.2. Wyznaczniki elementéw przestrzeni Vo ViV* @ V*

Wyznaczniki te mozna zdefiniowac¢ podobnie, ale wymaga to wyr6znienia bazy
w V.Niechnp. g € V*® V* = Hom(V,V*). Wybierajac baze e = (¢;) wV i baze
dualna (e!) w V*, definiujemy wyznacznik g wzgledem e za pomoca wzoru

det(g,e)e! A---ne =g(e1) A---Aglen).

JeSli a € GL(V) i e = ae, to det(g,e’) = det(g,e)(deta)?. Niech FL(V)
oznacza zbior wszystkich baz w V. W rachunku tensorowym odwzorowanie
f:FL(V) — k takie, ze f(ae) = (deta)N f(e), nazywa sie gestosciq o wadze N.
Dla k = R forma

n(e) = |det(g,e)|'/?e' A --- Ae™ spelia n(ae) = n(e) sgndeta
i jest uzywana przy okreslaniu caltki w n-wymiarowej geometrii Riemanna

opartej na tensorze metrycznym g (zob. np. [98, 107]). Jesli g = gije’ ® e/, to
piszemy det(g;;) zamiast det(g, e).

2.9.3. Wektory i wartos$ci wlasne endomorfizmu

Niech V bedzie zespolona, n-wymiarowa przestrzenia wektorowaia € End V.
Jesli wektor v € V*iliczba A € C speliaja warunek

a(v) = Av,

to v nazywa sie wektorem wlasnym endomorfizmu a odpowiadajacym wartosci
wlasnej A.

Lemat 1.31. Rownanie a(v) = 0 ma rozwiqgzanie v = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
deta = 0.

Dowod. JeSli v jest takim rozwiazaniem, to mozna wzia¢ baze taka, ze e; = v;
wtedy (1.47) daje deta = 0. Na odwrot, jesli deta = 0, to

ael) A---naley) =0,
wiec wektory a(ey),...,a(ey) sa liniowo zalezne. Oznacza to, ze istnieja liczby
Ui, ..., Un, nie wszystkie réwne 0, takie, ze wektor

V=er+ -+ Unén

jest anihilowany przez a. O
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2.9.4. Twierdzenie Hamiltona-Cayleya

Wyznacznik w,(z) = det(a — zI) jest wielomianem n-tego stopnia wzgledem z,
zwanym wielomianem charakterystycznym endomorfizmu a,

wa(z) = (=2)"+ (=z2)" tra+ - - - + deta.
Zastepujac w lemacie 1.31 endomorfizm a przez a — Al, otrzymujemy

Stwierdzenie 1.32. Jesli A jest wartosciq wltasng endomorfizmu a, to w,(A) = 0;
na odwrot, jesli A jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, to istnieje
wektor wlasny endomorfizmu a, odpowiadajacy A.

Rozkladajac wielomian charakterystyczny na czynniki,
wa(2)=A1—2)™M...(Ak—2)™, ni+---+ng=mn,
mozna przedstawi¢ wyznacznik endomorfizmu a w postaci
deta = A" .. ARk

Wymiar przestrzeni rozpietej na wektorach wlasnych o wartos$ci wlasnej A;
jest < my, i = 1,...,k. Np. macierz (1) ma wielomian charakterystyczny
(2 — z)? oraz jeden kierunek wektorow wtasnych.

Jesli wielomian charakterystyczny w,; ma tylko pojedyncze pierwiastki, to
wektory wlasne a rozpinaja cala przestrzen V. Takie endomorfizmy sa gene-
ryczne w tym sensie, ze ich zbidér, wzgledem naturalnej topologii w przestrzeni
EndV = C(n), jest w tej przestrzeni otwarty i gesty. Jesli endomorfizm a jest
generyczny, to deta jest iloczynem jego warto$ci wlasnych.

Dla kazdego b € End V mozna rozpatrywa¢ endomorfizm

wa(b) = (=) + (=b)" 'tra+ --- +Ideta € End V.

powstajacy przez podstawienie w wielomianie charakterystycznym w, endo-
morfizmu b.

Twierdzenie (Hamiltona-Cayleya). Endomorfizm wg(a) jest zerowy dla kazde-
goa € EndV.

Dowod. JeSli v jest wektorem wlasnym a odpowiadajacym wartoSci wilasnej A,
to wy (a)v = 0 namocy stwierdzenia 1.32. Je§li endomorfizm a jest generyczny,
to jego wektory wlasne rozpinaja V, wiec w,(a)v = 0 dla kazdego v € V.
Wielomian jest funkcja ciagla, w, (a) znika dla generycznego a, stad w,(a) = 0
dla kazdego a. O
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Wada powyzszego rozumowania - przynajmniej w opinii niektorych osob -
jest odwolanie sie do argumentu topologicznego - ciaglo$ci wielomianu - w do-
wodzie faktu czysto algebraicznego. Czysto algebraiczny dowod twierdzenia
Hamiltona-Cayleya mozna znalez¢ w [117].

2.10. Wyznaczniki kwaternionowe
Definicja wyznacznika na zbiorze macierzy H(n) wymaga specjalnych rozwa-
zan. ,Zwykla” definicja nie jest dobra; np. gdyby przyjac
a b
det c dl = ad —-bc dlaa,b,c,d € H,

to byloby

a a a b
det(b b)zO, ale det(a b)zab—ba.

Piszac g = u +ix + jy + kz = u + ix + j(y — iz), mozna kwaternion g
przedstawi¢ w postaci macierzy o elementach zespolonych:

u+/-1x -y-+/-1z
y—-+-1lz u-+-1x )’
Widac, ze
det u++/-1Ix -y-+-1z\ _
yv—+-1z u-+/-1x - a4

Niech teraz A + jB € H(n), gdzie A, B € C(n). Latwo sprawdzi¢, Ze odwzoro-

wanie )
. A -B
gn:Hmn) = C2n), gn(A+jB)= (B A)’

jest R-liniowym monomorfizmem pierscieni. Niech

0 -I )
J = (I O) eC2n) i NeC(2n).
Wtedy

(1.50) N e gn(H(n)) < NJ=JN,

wiec wyznacznik macierzy g, (M) o elementach zespolonych jest liczba rzeczy-
wista dla kazdego M € H(n).
Wyznacznik kwaternionowy macierzy M € H(n) definiuje sie teraz wzorem

dety M = det(gn(M)).
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Wiadomo z powyzszego, ze wyznacznik generycznej macierzy N € C(2n)
jest rowny iloczynowi wartoSci wlasnych A tej macierzy. Niech Nv = Av, gdzie
v € C?" jest wektorem wlasnym odpowiadajacym A. Na mocy (1.50) wektor J
jest tez wektorem wlasnym, odpowiadajacym wartoéci wlasnej A. Wektory v
i JU sa ortogonalne wzgledem hermitowskiego iloczynu skalarnego (u|v) =
fol ;v; w C2", sa wiec liniowo niezalezne, nawet je$li A = A. Zatem wektory
i warto$ci wlasne macierzy N wystepuja parami: (v,A) i (J7,A). Wynika stad,
ze iloczyn wszystkich pierwiastkow wielomianu wy, a wiec takze wyznacznik
kwaternionowy macierzy M € H(n), jest liczba nieujemna.

Zdefiniowany w ten sposob wyznacznik macierzy M € H(n) jest wielo-
mianem jednorodnym stopnia 2n elementoéw macierzy; w szczegoélnosci, jesli
geHiAueR,to

o A -
detyq =qq 1 dety ( - q) = (Ap+4qq)°.
-q H
Element M pierScienia H(n) jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy dety M = 0.
Definiuje sie grupy
SL(n,H) = {M € H(n) | dety M = 1}.

Inne podejscie do wyznacznikéw, stosujace sie do wszystkich cial nie-
przemiennych, pochodzace od Jeana Dieudonnégo, jest przedstawione w [4].
Historie roznych prob zdefiniowania wyznacznika macierzy o elementach kwa-
ternionowych mozna znaleZ¢ w [5]. Przedstawiona tu definicja pochodzi od
Eduarda Study’ego [105].

Zadania

1.1 Pokaza¢, ze kazda grupa ma dokladnie jeden element neutralny, a kazdy
element grupy ma dokladnie jeden element odwrotny.

1.2 Udowodni¢, ze jesli dla kazdego a € G zachodzi rownos¢ a® = e, to grupa
G jest przemienna. Podac przyklad takiej grupy rzedu 4.

1.3 Znalez¢ grupy Fy dlap =2,3,517.

1.4 Wyznaczy¢ wszystkie, z dokladnoscia do izomorfizmu, grupy rzedu < 7.
Wskazowka. Pokazac najpierw, ze jeSli grupa rzedu 4 posiada element rzedu 4,
to jest izomorficzna grupie Z4. JeSli nie ma elementu rzedu 4, to elementy + e

sa rzedu 2 i grupa jest izomorficzna z 7, X Z,. W grupie rzedu 6 kazdy element
jestrzedu 1, 2, 3 albo 6.
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1.5 Pokazac, ze jesliliczby p i g sa wzglednie pierwsze, to grupy Z,4 i Z, X Z,
sa izomorficzne; pokazac, ze grupy Z» X Z» i Z4 nie sa izomorficzne.
1.6 Moéowimy, ze cykle |aq,...,ax] i |by,...,b;] sa rozlgczne, jeSli zbiory
{ai,...,ax} oraz {bi,...,b;} sa rozlaczne. Pokazac¢, ze cykle rozlaczne sa

ze soba przemienne.

1.7 Rozlozyt permutacje
1 2 3 45 6 7 8 9 10 11
31 7 8 6 11 2 4 9 10 5
na iloczyn cykli rozlacznych.

1.8 Pokazac, ze jesli k jest liczba nieparzysta, to kwadrat k-cyklu jest cyklem.
Znalez¢ kwadrat cyklu |1, 2, 3,4].

1.9 Odnoszac sie do przyktadu 1.20, pokazac, ze

dimg so(n) = dimc so(n,C) = %n(n -1),
dimg su(n) = n? -1,
dimg sp(n) = n(2n + 1).

1.10 Nawiazujac do §2.7 (str. 49), pokazac, ze
ok k-1
dim sk (k™) = ("5,

1.11 Pokazac, ze jeSli k jest cialem przemiennym, to algebry k(m) ® k(n)
i k(mn) sa izomorficzne.

1.12 Korzystajac z (1 +/—1)™ = (’6‘) + (T)F_ (’;‘) _ (?>ﬁ+ .

uzasadnic (1.41).

1.13 Uzupeki¢ przykiad 1.30, uzasadniajac nastepujace izomorfizmy algebr
nad R:

Ce C=2C, Co®C=H,
Heo H=R(4), H&H=H(2),
CeoH=C(2), C&®H =2H.

1.14 Znalezc¢ algebry przeciwne do algebr z gradacja (zob. str. 44 i przyklad
1.24, str. 43):

R—-C, C—oH, H-—=2H, 2H-— H(2),
H— C(2), C—=R(2), R—=2R, 2R— R(2).
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1.15 Pokazac, ze

(i) odwzorowanie

. a -b
fn:Cn) - R(2n), fula+ib) = (b a ) ,

jest monomorfizmem pier$cieni oraz

Fa(Cln) = (M € R(2n) | MJ = M}, gdzie ] = (? ‘0’> e R(2n);

(i) dla dowolnych a,b € R(n) zachodzi warunek
det fn(a + ib) = |det(a +ib)|>.

1.16 Nawiazujac do §2.3 (str. 41), pokazac, ze jeSli algebra A ze sprzezeniem
jest czysto rzeczywista, tzn. a = a dla kazdego a € A, to algebra A? jest
przemienna; jesli algebra A jest przemienna, to algebra A2 jest faczna.

Przyjmujac jako baze algebry O ciag wektorow

(1,0, (4,0), (j, 0), (k, 0), (0,1),(0,1), (0,j), (0,k) € He H,

znalez¢ tabliczke mnozenia w algebrze O i pokaza¢, przez podanie przykiadu,
ze algebra ta nie jest taczna.

1.17 Nawiazujac do przykladu 1.21: (i) pokazac, ze jesli k = R, to forma w
ma sygnature (£, ), (ii) znalez¢ wymiary algebr g. .

1.18 (Rozniczkowania algebry macierzy sa wewnetrzne.) Niech d € A =
End S, gdzie S jest n-wymiarowa przestrzenia wektorowa nad k. Pokazac, ze
odwzorowanie A — A, a — [d,a], jest roOzniczkowaniem algebry A i, na
odwrot, kazde r6zniczkowanie algebry A jest tej postaci.

Wskazowka. Niech x € S oraz y € S* beda takie, Zze (x,y) = 1. Majac
rozniczkowanie D, nalezy zdefiniowa¢ d € A wzorem d(x’) = (D(x' ® y))(x)
dla kazdego x" € S.

1.19 Pokazac, ze dety (9 §) =1, choc det (V) = —1.



