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Przedmowa

Celem podrecznika jest zaznajomienie czytelnika z podstawowymi pojeciami
geometrii algebraicznej. Moze on stuzy¢ zarowno jako kompendium podsta-
wowej wiedzy z tego przedmiotu, uzyteczne dla kazdego matematyka, jak
i jako wstep do dalszych studiow. Swiadomos¢ tego celu, przy naturalnym
dazeniu autora do ograniczenia objetoSci ksiazki do rozsadnych rozmiaréw,
spowodowala, ze sporo tematow zostalo potraktowanych informacyjnie, bez
proby wnikniecia w ich istote.

Przedstawiony tu wyklad prowadzony jest w duchu ksigzki Szafarewicza
[40], ktora doczekata sie licznych wydan i thtumaczen. Program wykladu jest
znacznym okrojeniem materialu zawartego w tym podreczniku i moze by¢
traktowany jako przygotowanie do systematycznej lektury tej ksigzki. Inny,
bardziej algebraiczny i formalny, punkt widzenia prezentowany jest w ksiazce
Robina Hartshorne’a Algebraic geometry [13]. Jest to z pewnoScia pozycja god-
na polecenia, ale trudna dla czytelnika, ktéry dopiero poznaje podstawy tego
przedmiotu. Na drugim krancu lokuja sie bardzo elementarne wprowadzenia
do geometrii algebraicznej Klausa Hulka Elementary algebraic geometry [16]
oraz Milesa Reida Undergraduate algebraic geometry [35]. Material w nich
zawarty jest bardzo skromny i nie wypemhia programu tego wyktadu.

W trakcie wykladu bedziemy korzystac z podstawowych pojec algebraicz-
nych, takich jak wielomian, ciato, grupa, pierscien, homomorfizm i ideal, oraz
dotyczacych ich twierdzen zawartych w programach algebry studiow mate-
matycznych. Odpowiednie definicje i twierdzenia mozna znalez¢ na przyklad
w [6]. W razie wykorzystywania bardziej zaawansowanych narzedzi bedziemy
je dokladnie formulowac oraz wskazywac zrodla, w ktorych mozna odszukac
potrzebne dowody. Bedzie to niekiedy [7], a nieomal wszystkie brakujace fakty
algebraiczne mozna odnalez¢ w monografii Balcerzyka i Jézefiaka [2] oraz
w ksigzce Atiyaha i McDonalda [1].

Tok przedstawiania materialu w ksiazce czasami ulega przys$pieszeniu
i tekst jest skrocony. W tych miejscach uzyty jest niekiedy druk pochyly - jako
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wskazowka i ostrzezenie dla Czytelnika, Ze uzasadnienie danego fragmentu
wymaga zastanowienia. Celem tych skrotow jest z jednej strony uchronie-
nie tekstu przed rozwlekloScia i nuda, a z drugiej pobudzenie Czytelnika do
aktywnego uczestnictwa w poznawaniu przedstawianej teorii. Trudno jednak
by¢ konsekwentnym w przestrzeganiu tej umowy. Zapewne Czytelnik znajdzie
takie fragmenty tekstu, ktorych dokladne zrozumienie sprawi mu trudnosc¢,
choc¢ nie beda one w ten sposéb wyr6znione.

Autor wyraza gorace podziekowanie prof. Adrianowi Langerowi za przej-
rzenie maszynopisu i cenne uwagi oraz recenzentowi tej ksiazki, prof. Grze-
gorzowi Banaszakowi, za olbrzymi trud towarzyszacy wykryciu duzej liczby
pomylek i przeoczen w pierwotnej wersji tekstu oraz uwagi merytoryczne.
Specjalne podziekowanie kieruje do redaktora ksiazki, p. Jerzego Trzeciaka.
Jego uwagi oraz zastrzezenia dotyczyly nie tylko spraw redakcyjnych, ale
imerytorycznych. Pozwolily one na dokonanie zmian i uzupekien, ktore przy-
czynity sie do ulepszenia tekstu w wielu miejscach.

Dziekuje tez serdecznie prof. Pawtowi Strzeleckiemu, redaktorowi Ksiego-
zbioru Matematycznego, za mozolne dzialania, ktére doprowadzily do ukaza-
nia sie tej ksiazki drukiem.

Oznaczenia i ogolne zalozenia

C - ciato liczb zespolonych, R - ciato liczb rzeczywistych, Q - ciato liczb
wymiernych, Z - pierScien liczb catkowitych, N - zbior liczb naturalnych
{1,2,...}, F4 - cialo skonczone o q elementach

K - ustalone dla rozwazan cialo podstawowe

K* = K\ {0} - grupa multiplikatywna ciata K

K" - grupa addytywna ciata K

A} - przestrzen afiniczna, P¢ - przestrzen rzutowa (nad cialem K)

Termin pierscien oznacza pierscien przemienny z 1. Zakladamy, Ze homomor-
fizmy pierScieni zachowuja elementy 1. Dla pier§cienia P przez P-algebre ro-
zumiemy pier§cien R wraz z ustalonym homomorfizmem P — R, a przez
P-homomorfizm P-algebr wyznaczonych przez ¢; : P — Ry oraz ¢p» : P — R>
rozumiemy taki homomorfizm ¢ : Ry — Ro, Ze @ o ¢p1 = ¢Po.

Jesli P jest podpierScieniem pier$cienia R oraz ai,...,am, € R, to symbol
Pla,,...,an] oznacza podpierscien w R generowany przez P U {ai,...,am}.
Jesli K jest podciatem ciata L oraz ai,...,am € L, to K(ay,...,a;,) 0znacza
podciato w L generowane przez K U {a,...,am}.

Dla pierScienia P bez dzielnikow zera, Q (P) oznacza cialo utamkéw pier-
Scienia P. JeSli P jest pierScieniem oraz ai,...,am, € P, to (ai,...,a;,) 0zna-
cza ideal w P generowany przez zbior {ai,...,am}.



Afiniczne zbiory
algebraiczne

W ksiazce tej bedziemy zaklada¢, ze K jest ustalonym cialem algebraicznie
domknietym, a wiec takim, ze kazdy wielomian jednej zmiennej stopnia do-
datniego o wspotczynnikach w K jest iloczynem wielomianow liniowych (tj.
stopnia 1). Dla teorii przedstawianej w tej ksiazce jest to zaloZenie naturalne.
Ponadto, poniewaz kazde ciato ma (jednoznacznie wyznaczone z dokladnoscia
do izomorfizmu) rozszerzenie algebraiczne, ktore jest cialem algebraicznie
domknietym ([7, tw. 3.2, str. 181]), zaloZenie to nie ogranicza zakresu rozwazan.
Przykladami cial algebraicznie domknietych sa:

ciato liczb zespolonych C,

ciato liczb algebraicznych (zlozone ze wszystkich takich liczb zespolo-
nych, ktore sq algebraiczne nad cialem liczb wymiernych),

dla dowolnej liczby pierwszej p, suma

U Fpn!
wstepujacego ciagu cial skonczonych F,n o p™ elementach.

Charakterystyke ciatla K oznaczac bedziemy przez ch(K).
Pierscien wielomianéw n zmiennych xi,...,x, o0 wspolczynnikach w K
oznaczamy przez K[x1,...,Xn].

1.1. Definicja zbiorow afinicznych

Geometria algebraiczna (afiniczna) zajmuje sie badaniem takich podzbioréow
skonczenie wymiarowych przestrzeni afinicznych, ktore sa zbiorami rozwia-
zan ukladow rownan wielomianowych.
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Jesli n,v € N sa liczbami naturalnymi, a fi,..., f, wielomianami o n
niewiadomych x1,..., Xy, to zbiér rozwiazan ukladu réwnan
fl :O, caay fr :0

nazywamy zbiorem algebraicznym w K™.

JeSli A} jest n-wymiarowa przestrzenia afiniczna (nad cialem K), to po
ustaleniu w niej ukladu wspoétrzednych mozna utozsami¢ A¢ z K. Rozwazmy
podzbior w AE, okre§lony w tych wspotrzednych przez uktad rownan wielo-
mianowych

filxt, .o, xn) =0, ..., fr(x1,...,xn) = 0.

W dowolnym innym ukladzie wspélrzednych afinicznych, zwiazanym z po-
przednim za pomoca (odwracalnej) liniowej zamiany zmiennych

n
xi=bi+ > aijyj,
=1

gdzie a;j, b; € K, zbior ten jest okreslony przez rownania

n n
fi(br+ Y arjyj....ba+ Y anjyi) =0,
j=1 Jj=1

n n
fy(bl + Z R AT 2 z anjyj> = 0;
Jj=1 Jj=1
sa to nadal rownania wielomianowe wzgledem wspolrzednych y;. Pozwala to
na rozwazanie zbioroéw algebraicznych w A¢ bez odwotywania sie do konkret-
nego ukladu wspéhrzednych.
Czesto mowimy ,,zbior algebraiczny afiniczny” lub krétko ,,zbiér afiniczny”
zamiast ,podzbior algebraiczny przestrzeni afinicznej”.

Przyklady

1 Zbior pusty i cala przestrzen Ag sa podzbiorami algebraicznymi.

2 Kazdy podzbior skonczony jest algebraiczny. Istotnie, podzbior zlozony
z m punktow (aii,...,a1,n)s---, (@m1,--.,aAmn) € K™ jest zbiorem wszyst-
kich rozwiazan ukladu réwnan

(xi, —a1,iy) - o * (Xip — Amyiyy) = 0,

gdzie (i1,...,i;m) przebiega wszystkie m-elementowe ciagi zlozone z liczb
1,...,n.
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W A} nie ma innych podzbioréow algebraicznych niz podane w dwu po-
wyzszych przyktadach.

3 Z twierdzen, ktore udowodnimy w dalszych rozdzialach, wyniknie, ze
kazdy podzbior algebraiczny w AI% jest albo skonczony, albo opisany przez
jedno rownanie.

4 Podzbiorami algebraicznymi sa wszystkie podprzestrzenie afiniczne.
Istotnie, kazda podprzestrzen afiniczna w K™ moze by¢ opisana jako zbior
rozwiazan ukladu réwnan

fl :0, sy fr :0,
gdzie wszystkie wielomiany f; sa liniowe, tzn. postaci a1 x; + - - - + anXxn + b,
gdzie ai,...,an,b € K. Odwrotnie, kazdy uklad rownan liniowych okresla

podprzestrzen afiniczna. Ta prostota ré6wnan nadaje podprzestrzeniom afi-
nicznym wyr6zniona pozycje wsrod wszystkich podzbioréow algebraicznych.

5 Wyro6znione miejsce wsrod podzbiorow algebraicznych zajmuja tez pod-
zbiory opisane jednym rownaniem dodatniego stopnia. Takie podzbiory nazy-
wamy hiperpowierzchniami algebraicznymi.

6 Jesli zbior algebraiczny jest okreSlony jednym réwnaniem
f(xla---;xn) = 0!

gdzie f jest (niezerowym) wielomianem liniowym, to mozna tak dobra¢ uktad
wspolrzednych, by rownanie to miato postac x; = 0.

Jesli f jest wielomianem stopnia drugiego oraz ch(K) = 2, to wiadomo
z teorii form kwadratowych, ze mozna tak dobra¢ uklad wspoélrzednych, by
réwnanie f = 0 sprowadzi¢ do postaci

X{+---+x?+a=0, gdziea=0lublorazl <i<n,

albo

X{+ o +x2+x,=0, gdziel <i<n-1.
Wobec tego dla ch(K) # 2, n = 2 otrzymujemy pie¢ typoéw zbiorow:
1. JeSli Xf = 0 (prosta),
xf + 1 = 0 (para prostych rownolegtych),
x? + x3 = 0 (para prostych przecinajacych sie),

x? + x5 + 1 = 0 (hiperbola),

|92 BN GRS

x? + x» = 0 (parabola).
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7 Niech V ¢ K™ oraz W Cc K™ beda podzbiorami algebraicznymi okreslony-
mi przez roOwnania, odpowiednio,

filxi,...,xn) =0, ..., frixt,...,xn) =0

oraz
gi1(x1,...,xm) =0, ..., gs(x1,...,Xm) = 0.

Po zamianie zmiennych xi,...,Xx», na yi,..., ¥m W wielomianach g,..., gs,

wielomiany f;, i = 1,...,7, oraz gj, j = 1,...,s, mozna w naturalny sposob

traktowac jako elementy pier§cienia K[x1,...,Xn, Y1,.-., Yml, @ wtedy uklad

réwnan

fl(Xli---’x‘l’l) :0’ ey fT(Xls---’XTl) :0,
g1(Y1,-sym) =0, ooy GsV1,.0, m) =0,

opisuje iloczyn kartezjanski V x W w K™ x K™ = K"*™_Wobec tego iloczyn
ten (czasami mowi sie tez ,produkt”) jest afinicznym zbiorem algebraicznym.

Sugerujac sie przypadkiem hiperpowierzchni opisywanych rownaniami
stopnia 1 i 2, mozna by sie spodziewac. Ze rozwdj teorii zbiorow algebra-
icznych bedzie szedl w kierunku upraszczania, poprzez dobor odpowiednich
wspolrzednych, uktadéw rownan opisujacych dany zbiér, aby ulatwi¢ badanie
jego wlasnosci. Okazuje sie jednak, ze powyzsze przyklady w zasadzie wy-
czerpuja przypadki, gdy takimi metodami mozna latwo uzyskac¢ postep. Juz
dla wielomianéw f stopnia 3, gdy n = 2, problem klasyfikacji i opisu wia-
snos$ci zbiorow opisanych réwnaniem f = 0 jest nieporéwnanie trudniejszy,
chociaz upraszczanie rownan przez odpowiedni dobér wspélrzednych jest
w tym przypadku nadal owocne. W innych przypadkach ani nie ma metod
upraszczania ukladow réwnan, ani badanie wlasnosci zbiorow rozwiazan ukla-
doéw réwnan o - jak by sie wydawalo - prostej postaci nie jest zadaniem
latwiejszym.

Chociaz w pewnych sytuacjach fatwo znalez¢ rozwiazania szczego6lne, jed-
nak nie znajdywanie rozwiazan, a badanie wlasnosci catego zbioru rozwiazan
jest celem geometrii algebraicznej. Na przykilad, gdy n,» = 1, ch(K) = 0
i mamy do czynienia z rownaniem x°> + x* + x3+x+1=0lub x> +1 = 0,
w obu przypadkach zadowolimy sie tatwym do wykazania stwierdzeniem, ze
zbiér rozwiazan sklada sie z pieciu réznych elementéw, i nie bedziemy sie
starac, by je doktadnie wyznaczy¢, ani tez badac ich potozenia na prostej K.

Gdy K = C jest ciatem liczb zespolonych, wéwczas wlasno$ci zbioru roz-
wigzan, ktéore mamy tu na mysli, to wlasnosci geometryczne i topologiczne,
na przyklad wymiar. Okazuje sie, ze wlasno$ci te mozna wyraza¢ w terminach
algebraicznych, a to pozwala na ich rozpatrywanie dla dowolnego ciata K.
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Niektore z podstawowych wlasnosci zbiorow algebraicznych wynikaja juz
z faktu, ze zbior taki daje sie opisa¢ jako zbior rozwiazan wielomianowego
ukiadu rownan; juz z tego powodu podzbiory algebraiczne sa stosunkowo
regularne. Bardziej specjalne wlasnoS$ci danego zbioru algebraicznego wyni-
kaja ze specjalnych wlasnosci uktadu rownan, ktére ten zbior definiuja, cho¢
z reguly nie mozna liczy¢ na tatwe i bezposrednie odczytywanie tych wlasnosci
Z postaci rownan. Wiaze sie to miedzy innymi z faktem, ze o ile uklad réwnan
wyznacza jednoznacznie swego geometrycznego partnera, jakim jest zbior
rozwiazan, to dla danego zbioru algebraicznego istnieje wiele uktadéw row-
nan, ktére ten zbior okres$laja. Postaramy sie najpierw usuna¢ te dowolnosc.

W tym celu zastanowmy sie na wstepie nad tym, jakie zmiany ukladu
rownan nie zmieniaja jego zbioru rozwiazan. OczywiScie uzupemhmienie uktadu
rownan wyznaczajacego zbior algebraiczny V kolejnym roéwnaniem postaci
f = 0, gdzie f jest dowolnym wielomianem rownym zero we wszystkich
punktach zbioru V, nie zmienia zbioru rozwiazan. Prowadzi to do konkluzji,
ze z danym zbiorem algebraicznym V nalezy wiaza¢ zbior zlozony z wszyst-
kich wielomianow, ktore sa rowne zero na zbiorze V. Ten zbiér wielomia-
now jest ideatem i jest on juz jednoznacznie wyznaczony przez dany zbior
algebraiczny. Ideat ten oznaczamy przez I(V).

Zauwazmy, ze jeSli g* € I(V) dla pewnej liczby naturalnej s, to g € I(V).
Idealy majace te wlasno$¢ nazywamy radykalnymi.

Warto tu zaznaczy¢, ze dla dowolnego idealu I dowolnego pierScienia R
(w tej ksiazce rozwazamy tylko pierScienie przemienne z 1) zbior wszystkich
takich elementow z R, ktérych pewna potega nalezy do I, jest ideatem. Ideat
ten nazywamy radykatem ideatu I. Latwo wykaza¢, Ze radykal ideatu jest juz
ideatem radykalnym.

Kazdemu zbiorowi algebraicznemu V mozemy zatem przyporzadkowac
ideat radykalny I(V) w pierScieniu wielomianow K[xi,..., X, ] oraz pierScien
ilorazowy K[x1,...,x,1/I(V), oznaczany przez K[V]. (PierScien K[V] bedzie
zdefiniowany jeszcze raz w ale tam poshuzymy sie nieco inna, wygod-
niejsza dla dalszych rozwazan, ale rownowazna definicja.)

Jesli zbior V jest opisany przez uklad rownan

to funkcje gfi, fi + fj (gdzie g € K[x1,...,xn], i,j = 1,...,7) lub ogdlniej
wszystkie funkcje postaci g1 f1 + - - - + g fr dla g1,...,9» € K[x1,...,xn] sa
rowne zero na calym zbiorze V, a zatem naleza do I(V). Inaczej mowiac, I(V)
zawiera ideat (fi,..., f;) generowany przez f1,..., fr, a zatem rowniez rady-
kat tego ideatlu. Nasuwa sie pytanie, czy jest temu radykatowi rowny. Pozytyw-
ne odpowiedzi na to pytanie i na pytania pokrewne sa wnioskami z twierdzen
Hilberta, podanych w nastepnych dwoch paragrafach.
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1.2. Twierdzenie Hilberta o bazie

Twierdzenie 1.2.1 (Hilberta o bazie). Kazdy ideat pierscienia K[x1,...,xn] ma
skoriczony uktad generatorow.

W twierdzeniu tym cialo wspoélczynnikéw K moze by¢ dowolne (nieko-
niecznie algebraicznie domkniete).

Twierdzenie o bazie ma tez inne, czesto uzyteczne, rownowazne sformu-
lowania dotyczace rodzin idealow w K[x1,...,xn]:

A. Kazda niepusta rodzina ideatow ma element maksymalny.

B. Kazdy nieskoniczony rosnqcy ciqg ideatow stabilizuje sie.

Pierscienie, w ktorych kazdy ideal jest skonczenie generowany, nazywamy
noetherowskimi. Twierdzenia A oraz B sa prawdziwe w kazdym pierScieniu
noetherowskim, i tylko w takich pierscieniach. Dowo6d tego stwierdzenia jest
prosty ([Z, tw. 2.6, rozdz. IIT] lub [1} stw. 6.1 i 6.2]) i pozostawiamy go Czytel-
nikowi jako ¢wiczenie.

Pierscieniami noetherowskimi sa wszystkie ciala. Twierdzenie o bazie
wynika zatem przez indukcje z nastepujacego rezultatu, ktéry tez mozna
nazywac ,twierdzeniem o bazie”:

Twierdzenie 1.2.2. Jesli pierscien R jest noetherowski, to pierscien R[x] jest tez
noetherowski.

Dowod. Zalbzmy, ze R jest pierScieniem noetherowskim oraz I jest idealem
pierScienia R[x]. Zbiér wszystkich wspotczynnikéw przy najwyzszych pote-
gach zmiennej x w wielomianach nalezacych do I tworzy ideat w R. Oznaczmy
go przez N(I).

Poniewaz pierScien R jest noetherowski, zatem N(I) = (ay,...,as) dla
pewnych ai,...,as; € R. Niech wielomiany fi,..., fs € I maja przy najwyz-
szych potegach zmiennej x wspo6lczynniki ai, ..., as. Mozemy zatozy¢, ze ma-
ja one taki sam stopien m. Wtedy dla kazdego h € I mozemy znaleZ¢ takie
wielomiany g1,...,gs € R[x], ze wielomian h — > g;f; ma stopien mniejszy
od m. Wielomiany stopnia mniejszego od m nalezace do I tworza R-podmodut
w skonczenie generowanym R-module wszystkich wielomianéw stopnia mniej-
szego od m. Poniewaz R jest pierScieniem noetherowskim, podmodutl ten
jest tez skonczenie generowany (zob. lemat nizej). Jego generatory razem
Z f1,...,fs tworza uklad generatoréw ideatu I, co konczy dowod.

SkorzystaliSmy z waznego i uzytecznego lematu ([7, tw. 8.3, rozdz. VI]):

Lemat. Kazdy podmodut skonczenie generowanego modutu nad pierscieniem
noetherowskim jest skoviczenie generowany.
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1.3. Twierdzenie Hilberta o zerach

1.3.1. Sformulowania twierdzenia Hilberta o zerach

Twierdzenie 1.3.1 (Hilberta o zerach). Niech V C K" bedzie zbiorem algebra-
icznym opisanym przez uktad rownan f1 = 0, ..., fr = 0. Wtedy radykat ideatu
(f1,...,.fr) jest rowny I(V).

Twierdzenie to jest prawdziwe tylko dla cial algebraicznie domknietych.
Twierdzenie o zerach ma tez wiele ré6wnowaznych sformulowan. Bedzie-
my korzysta¢ z nastepujacych:

A. Niech zbior V. C K" bedzie okreslony przez ukiad rownan f; = 0,...,
fr=0.Jeslig € K[x1,...,Xxn], to g € I(V) wtedy i tylko wtedy, gdy pewna
potega wielomianu g nalezy do ideatu (f1,...,fr).

B. Kazdy niesprzeczny uktad vownan f1 = 0,...,fr = 0 ma rozwiqzanie
w K™,

C. Dla kazdej skoniczenie generowanej K -algebry istnieje K-homomorfizm tej
algebry na ciato K.

D. Niech I Cc K[V] bedzie ideatem. Czes¢ wspolna wszystkich takich ideatow
maksymalnychm w K[V], Zem D I oraz K[V]/m = K, jest rowna radyka-
fowi ideatu 1.

Przypomnijmy, ze uklad réownan f; = 0,...,f;, = 0 nazywamy sprzecz-
nym, gdy wynika z niego sprzecznosc¢ 1 = 0, tzn. gdy istnieja takie wielomiany
g1, - gr,2e g1f1+- - -+grfr =1, azatem gdy mnozac rownania tego uktadu
kolejno przez gi,..., gr i dodajac wyniki stronami, otrzymamy 1 = 0.

Wyzej uzyliSmy pojecia K-algebry oraz K-homomorfizmu. Przypomnijmy,
ze K-algebra to pierScien R z ustalonym zanurzeniem (zachowujacym element
neutralny 1) K C R, natomiast K-homomorfizm K-algebr to homomorfizm
piersScieni, ktory jest identycznosScia na wyréznionych podpierscieniach K.

Rownowaznos$¢ powyzszych sformutowan twierdzenia o zerach jest la-
twa do wykazania. Pewnym wyjatkiem jest wynikanie wersji A z wersji B.
Tu stosuje sie nastepujacy ,trik Rabinowitscha”. Zal6zmy, ze prawdziwe jest
stwierdzenie B i zachodza zalozenia wersji A. Do naszego zestawu zmiennych
X1,...,Xn dodajmy dodatkowa zmienna 7y i rozpatrzmy uklad rownan

fi=0,..., fr=0, 1-yg=0.

Uklad ten nie ma rozwiazan, bo jeSli x; = ai,...,x, = an, ¥ = b jest roz-
wigzaniem, to z zalozen wersji A wynika, ze g(ay,...,a,) = 0. Stad 1 =
1-bg(ay,...,an) =0, azatem 1 = 0 i otrzymaliSmy sprzecznos¢ (w ciele K
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mamy 1 + 0). Z B wynika wiec, ze uklad ten jest sprzeczny, a zatem istnieja
takie wielomiany g1,...,9r,9r+1 € K[x1,...,Xn, Y], ze

afi+- -+ fr+9ri1(1-yg) =1.

Podstawmy w tej rownosSci 1/g w miejsce v i pomn6ézmy rezultat przez tak
duza potege wielomianu g, by pozby¢ sie mianownikow. Otrzymamy réwnos¢
postaci

@gNfi+- -+ (@) fr+ (@9, A-1) =g,

gdzie g; oznacza funkcje powstala przez wstawienie do g; ilorazu 1/g w miej-
sce zmiennej y. Poniewaz wiemy, ze gsgl’. € K[x1,...,xn], wynika stad, ze g°
nalezy do idealu (fi,..., fr), co nalezalo udowodnic.

Dowod twierdzenia o zerach szkicujemy ponizej.

1.3.2. Elementy i rozszerzenia calkowite

Zacznijmy od wprowadzenia pojecia rozszerzenia catkowitego ([7, rozdz. VII]),
ktoére, niezaleznie od zastosowan do dowodu twierdzenia o zerach, ma ogrom-
ne znaczenie w teorii liczb i w geometrii algebraicznej.

Niech P bedzie pierScieniem, a R jego podpier$cieniem. Moéwimy, Ze ele-
ment a € P jest catkowity nad R, gdy a jest pierwiastkiem pewnego wielomia-
nu unormowanego f € R[x].

Zbior wszystkich elementow catkowitych nad R w pierScieniu P tworzy
podpierscien, zwany domknieciem catkowitym podpierScienia R w P. Pier§cien
P nazywamy rozszerzeniem catkowitym pierScienia R, gdy kazdy element pier-
Scienia P jest catkowity nad R.

PierScien P bez dzielnikéw zera nazywamy catkowicie domknietym (lub
normalnym), gdy pokrywa sie ze swym domknieciem catkowitym w ciele utam-
koéw Q (P) pierScienia P.

W dalszym ciagu tego wykladu potrzebne nam beda nastepujace dwa
rezultaty:

Lemat 1.3.1 (o podnoszeniu ideatow; [7, tw. 3.1, str. 262]). Niech P bedzie roz-
szerzeniem catkowitym pierscienia R i niech I bedzie ideatem pierwszym w R.
Wowczas istnieje taki ideat pierwszy 11 w P, ktorego przeciecie z R jest rowne 1.
Ideat I, jest maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy ideat I jest maksymalny.

Lemat 1.3.2 (Noether o normalizacji). Niech K[a;,...,a,] bedzie skoncze-
nie generowanq algebrq bez dzielnikow zera. Algebra ta ma podalgebre
K[b,...,bs], izomorficznq z algebrq wielomianow s zmiennych, o tej wlas-
nosci, ze rozszerzenie

Klai,...,an] D K[by,...,bs]
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Jest catkowite, a vozszerzenie ciat utamkow
K(ai,...,an) D K(bl,...,bs)
Jest rozdzielcze.

Dowod lematu (w nieco ogoélniejszej wersji) mozna znalez¢ w [46, Theo-
rem 8, Ch. V, str. 266-267], a dowod pierwszej czeSci - w [7) tw. 2.1, str. 260].

Nastepny lemat dotyczacy rozszerzen calkowitych nie bedzie nam po-
trzebny w tym paragrafie, ale bedzie wykorzystywany w dalszych czeSciach
ksiazki.

Lemat 1.3.3. Niech R bedzie catkowicie domknietym pierscieniem noetherow-
skim. Niech L D Q(R) bedzie skoviczonym rozszerzeniem rozdzielczym cia-
ta utamkow pierscienia R. Wtedy domkniecie catkowite pierscienia R w L jest
R-modutem skoviczenie generowanym.

Dowod tego rezultatu mozna znalezc¢ na przyklad w [7] str. 257].

1.3.3. Dowody twierdzenia Hilberta o zerach

Bedziemy dowodzic¢ wersji C. Niech ¢ : K[by,...,bs] — K bedzie dowolnym
K-homomorfizmem, gdzie K[b;,...,bs] C K[a1,...,a,] jak w lemacie o nor-
malizacji. Niech I ¢ K[by,...,bs] bedzie jadrem tego homomorfizmu i niech
I c K[ay,...,an] bedzie jak w lemacie o podnoszeniu ideatow. Wobec tego I
oraz I; sa idealami maksymalnymi. Rozwazmy

Klai,...,an] — Klay,...,anl/1.

Wystarczy udowodnic¢, ze K[ai,...,an]/I1 = K - ale to jest oczywiste, bo ten
iloraz jest ciatem, ktorego kazdy element jest algebraiczny nad K.

Inny dowdd twierdzenia Hilberta o zerach mozna znalez¢ w [1], jeszcze
inny dowdd zostanie podany w §1.12. A jeszcze inny (nalezacy do N. Bour-
bakiego), i to twierdzenia ogolniejszego, opisany jest w zadaniach na koncu
tego rozdziahu.

1.4. Ideal podzbioru afinicznego

Jako latwy wniosek z twierdzenia o bazie i twierdzenia o zerach otrzymujemy
wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy podzbiorami algebraicznymi
w K™ a idealami radykalnymi w K[x1,..., x,]. Dokladniej:
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Kazdemu podzbiorowi (algebraicznemu) V C K" odpowiada ideat radykal-
ny I(V) ztozony z tych wszystkich wielomianow f € K[x1,...,x;], ktore sq
rowne zero na V. Kazdemu ideatowi (radykalnemu) I odpowiada podzbior
algebraiczny V(1) zltozony z tych punktow (ai,...,a,) € K", dla ktorych
f(ai,...,an) = 0dla kazdego f € 1. Podzbior ten jest opisany przez uktad

f] = 0, sy fy :O,
gdzie f1,..., fy tworzq uklad generatorow ideatu I.

Zdefiniowane tak przyporzadkowania sa dobrze okreslone, odpowiednio, dla
dowolnych idealéow i podzbioréw, a na ideatach radykalnych i zbiorach alge-
braicznych opisuja przeksztalcenia wzajemnie odwrotne.

Przeksztalcenia te maja szereg tatwych do udowodnienia wtasnosci:

V(I11z) = V(1) UV(I2).

vJn) =Nvi).

I cl =>V({;) DV>).

Vi cVe=>I(Vy) DI(V)).

V(1 +12) = V(I1) nV(I2).

V(I n1I2) = V(L1I2) = V(I;) U V(I2).
VI(V(J]))) = V(J) dla kazdego ideatu J.
I(V(I(W))) = (W) dla kazdego podzbioru W.

® N D Uk W

Wyzej zwiazaliSmy z kazdym zbiorem algebraicznym V ideal I(V). Na
dalszych stronach tej ksiazki bedziemy badac, w jaki sposéb wlasnosci idealu
I(V) zwiazane sa z geometrycznymi wlasnos$ciami zbioru V. Warto sobie jed-
nak zdawac sprawe z tego, ze odczytywanie wlasnosci tego idealu z wlasnosci
ukladow réwnan okresSlajacych zbior V jest na ogot bardzo zlozone oblicze-
niowo. Wiemy co prawda, ze jesli zbior V jest opisany przez uklad réwnan

f1:0""1 fTZO’

to I(V) jest radykatem ideatlu (fi,..., f»), ale juz samo sprawdzenie przyna-
leznosci do tego radykatu nie daje sie opisac¢ przez efektywny (tzn. wymagaja-
cy wielomianowego czasu) algorytm ([22), 5.4]). OczywiScie zdarzaja sie tatwe
przypadki.

Jest tak na przykiad wtedy, gdy dla idealu I ¢ K[x1,...,x,] ideal M(I) generowany
przez najwyzsze (ze wzgledu na jakie$, na przykiad leksykograficzne, uporzadkowa-
nie) jednomiany wystepujace w wielomianach nalezacych do I, jest generowany przez
najwyzsze jednomiany wystepujace w danym ukladzie generatorow tego idealu. Taki
uklad generatoréw idealu nazywamy jego bazq Griobnera. Okazuje sie, ze jeSli dana
jest baza Grobnera ideatu, to problem przynalezno$ci wielomianu do tego idealu jest
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juz algorytmicznie tatwy (opiera sie na ,dzieleniu z reszta” przez wielomiany wchodza-
ce w sklad bazy). Istnieje tez koncepcyjnie prosty, ale wymagajacy czasu potegowego,
algorytm (Buchbergera) znajdowania bazy Grobnera, gdy dana jest baza dowolna (zob.
na przyktad [5]).

Wobec tego odwolujac sie w przyszlosci do wlasnosci ideatow I(V'), powin-
niSmy sobie zdawac¢ sprawe z tego, ze efektywne odczytanie tych wlasnos$ci
Z postaci réwnan okreslajacych zbior V jest na ogo6l trudne. Z tym wiekszym
zainteresowaniem mozemy odnotowywac te wyjatkowe przypadki, w ktérych
udaje sie tego dokonac.

Na dalszych stronach tej ksigzki nie bedziemy sie zajmowac problemami
obliczeniowymi zwigzanymi z tematami, o ktorych tu mowa, chociaz stanowia
one interesujacy kierunek badan.

Jeszcze tylko jedna uwaga. Numeryczne znajdywanie szczegolnych roz-
wigzan ukladow réwnan wielomianowych jest zadaniem stosunkowo prostym.
W zwiazku z tym mozna latwo naszkicowa¢ fragmenty zbioru rozwiazan
(zapewnia to na przyklad program Mathematica) i wywnioskowac na tej
podstawie, jakie sa przypuszczalne i przyblizone jego wlasno$ci. Natomiast
trudne jest na ogol, na podstawie roOwnan, opisanie nie przypuszczalnych, ale
niewatpliwych wlasnosci catego zbioru.

1.5. Topologia Zariskiego

Z podanych w poprzednim paragrafie rownosci 1 i 2 wynika, Zze suma dwoch,
a zatem i dowolnej skonczonej liczby zbioréw algebraicznych oraz iloczyn
dowolnej liczby takich zbioréw sa tez zbiorami algebraicznymi. Poniewaz
zbior pusty i cala przestrzen K" sa podzbiorami algebraicznymi, mozemy
przyja¢ rodzine zbioréw algebraicznych jako rodzine wszystkich podzbio-
row domknietych pewnej topologii na K". Topologia ta nosi nazwe topologii
Zariskiego.

Warto zauwazy¢, ze z wyjatkiem trywialnego przypadku n = 0 nie jest
to topologia Hausdorffa, a topologia na K" = K™% x K5, gdzie s jest dowolna
liczba naturalng mniejsza od n, nie jest topologia produktowa (Tichonowa).

W rzeczywistos$ci topologie na K*, gdzie s jest liczba naturalna mniejsza
od n, oraz na K" *, nie wyznaczaja jeszcze topologii na K", a wobec tego
topologia na K™ wnosi nowe (w poréwnaniu z K5, s < n) informacje dotyczace
wlasno$ci ciala K.

W tym konteks$cie interesujace jest twierdzenie Hrushovskiego-Zilbera ([15]), ktére
glosi, ze cialo K jest jednoznacznie wyznaczone przez nieskonczony ciag przestrzeni
topologicznych K!, K?,K3, ... (oraz ich naturalnych przeksztalcen rzutowania, zanurzen
i przeksztalcen diagonalnych).
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Topologia Zariskiego na K™ wyznacza topologie indukowana na kazdym
podzbiorze V c K™. Te topologie bedziemy nazywac topologiq Zariskiego na'V .
Jesli V c K" jest afinicznym zbiorem algebraicznym, a f € K[x1,...,Xn],
f =+ 0, to zbiér
Vii={aeV; f(a) # 0}

jest podzbiorem otwartym (jako dopemmienie zbioru domknietego {a € V;
f(a) =0}).

Okazuje sie, ze kazdy podzbior otwarty U C V jest suma zbioro6w pos-
taci V¢, a zatem zbiory tej postaci stanowia baze topologii Zariskiego.

Istotnie, poniewaz zbiér U C V jest otwarty, jego dopelnienie V \ U jest
podzbiorem domknietym w V, a wiec w K™. Istnieje zatem taki uklad row-
nan wielomianowych f; = 0,..., f; = 0, ktory go opisuje. Wobec tego punkt
a € V C K" nie nalezy do V \ U, a zatem nalezy do U, wtedy i tylko wtedy, gdy
nie spenia ktoregos rownania f; = 0, a wiec gdy nalezy do pewnego zbioru Vy,.
Stad U = Vp, U - - - UV, co nalezato wykazac.

Poniewaz kazdy wstepujacy nieskonczony ciag ideatow w K[x1,...,Xn]
jest od pewnego miejsca staly, zatem kazdy nieskonczony zstepujacy ciag
podzbiorow algebraicznych zawartych w K™ jest od pewnego miejsca statly.
Wobec tego dla dowolnego zbioru algebraicznego V C K", w przestrzeni topo-
logicznej V, kazdy zstepujacy ciag podzbiorow domknietych jest od pewnego
miejsca staly. Przestrzenie topologiczne o tej wlasno$ci nazywamy przestrze-
niami noetherowskimi.

Zanotujmy tu jeszcze, ze:
Podzbiory otwarte afinicznych zbiorow algebraicznych sq quasi-zwatrte,

tzn. z kazdego pokrycia podzbioru otwartego zbioru afinicznego podzbiora-
mi otwartymi mozna wybra¢ pokrycie skonczone. Aby sie o tym przekonac,
wystarczy udowodni¢ rezultat dualny:

Jesli czes¢ wspolna pewnej rodziny zbiorow domknietych jest rowna W, to
istnieje taka skoniczona podrodzina tej rodziny, ktorej czes¢ wspolna jest
tezrowna W.

Wynika to z faktu, ze zstepujacy ciag zbioréw domknietych jest od pewnego
miejsca staty.

W przypadku K = C w przestrzeni C" mamy jeszcze inng znana nam do-
brze topologie, zwana topologiq naturalnqg. Kazdy zbior domkniety w topologii
Zariskiego w C" jest domkniety w topologii naturalnej, ale nie na odwrot (gdy
n > 0).
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Mogloby sie wydawa¢, ze topologia Zariskiego jest tak uboga, ze nie
moze byt uzywana do odczytywania gltebszych geometrycznych wiasnos$ci
zespolonych zbiorow algebraicznych, wyposazonych w bogatsza topologie
naturalna, indukowana przez naturalna topologie w C". Mniemanie to nie
jest jednak uzasadnione: okazuje sie, ze do badania pewnych wlasnoSci
geometrycznych podzbiorow w C" wystarcza znajomo$¢ zbioréw otwartych
w topologii Zariskiego. Badania takie mozna przy tym przenie$¢ na zbiory
algebraiczne nad dowolnym cialem. Wprowadzenie topologii Zariskiego nie
tylko umozliwia korzystanie z jezyka topologii, ale pozwala na rozpatrywanie
zbioru algebraicznego jako ciekawego obiektu topologicznego.

1.6. Pierscien funkcji regularnych
i jego spektrum

Kazdemu wielomianowi f € K[xi,...,Xx,] odpowiada funkcja K™ — K. Tak
otrzymane funkcje nazywamy funkcjami wielomianowymi lub regularnymi
na K™.

Niech V ¢ K™ bedzie podzbiorem algebraicznym. Kazda funkcje regular-
na na K™ mozna ograniczy¢ do V. Tak otrzymane funkcje V — K nazywamy
funkcjami regularnymi na V. Funkcjami regularnymi sa na przykiad funkcje
state o warto$ciach w K. W zbiorze wszystkich funkcji regularnych na V wpro-
wadza sie naturalne dzialania dodawania i mnozenia,

(f+a)=fw)+g), ((f-g9)W)=fw)- -gW),
w tym mnozenia przez funkcje stale o warto$ciach w K,
(af)y(w) =af(v),

dla v € V. W ten sposob funkcje regularne na V tworza K-algebre. Oznaczamy
japrzez K[V].

Przyporzadkowujac kazdej funkcji f € K[x1,...,Xxy] jej obciecie do V,
otrzymujemy homomorfizm

o jadrze I(V). Wobec tego
K[V] =K[x1,...,xn]/I(V).
Z tych definicji wynika, ze:

Algebra K[V] jest skoniczenie generowana i nie ma elementow nilpotent-
nych
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(gdyz ideal I(V) jest radykalny) oraz ze:

Kazda skoviczenie generowana K-algebra bez elementow nilpotentnych
moze wystepowac w tej roli.

To ostatnie stwierdzenie jest wnioskiem z twierdzenia Hilberta o zerach.

K[V x W] jestiloczynem tensorowym K[V ] ®x K[W] (co mozna przyjac¢ za definicje
iloczynu tensorowego K-algebr K[V] oraz K[W]) (|7} str. 240-241]).

Funkcje wspotrzednych xq, ..., x, (po ograniczeniu do V) sa generatorami
K-algebry K[V]. Podzbiér V C K" jest wyznaczony przez K[V] i ten wybor
generatorow. Dokladniej, punkty zbioru V mozna utozsamia¢ z K-homomor-
fizmami K[V] — K, gdyz z jednej strony kazdy punkt a € V wyznacza
homomorfizm ewaluacji ¢4, okreSlony przez ¢, (f) = f(a); z drugiej strony
kazdy K-homomorfizm @ : K[V] — K wyznacza punkt

a=(@p(x1),...,p(xy)) €V.

Warto tu jeszcze dodac, ze kazdy K-homomorfizm K[V] — K jest jednoznacz-
nie wyznaczony przez swe jadro - ideal maksymalny w K[V]. A poniewaz
z twierdzenia Hilberta o zerach wynika, ze kazdy ideal maksymalny w K[V]
jest jadrem pewnego K-homomorfizmu K[V] — K, zatem:

Punkty zbioru algebraicznego V mozna identyfikowac z K-homomorfizma-
mi K[V] — K oraz z ideatami maksymalnymi w K[V ].

Oznaczmy przez Spec,, (K[V]) zbior wszystkich ideatow maksymalnych
w K[V]. Zbiér ten nazywamy spektrum maksymalnym pierScienia K[V]. Z po-
wyzszego wynika, Zze mozemy napisa¢ V = Spec,, (K[V]). Nadaje to zbiorowi
V samoistny byt, niezalezny od zanurzenia w K™.

Zanurzenie V C K™ jest okreSlone przez wybor n generatorow K-algebry
K[V]. Inny wybor daje inne zanurzenie V w przestrzen afiniczna. Zbiér V
mozemy wobec tego realizowac¢ jako ré6zne podzbiory algebraiczne w prze-
strzeniach afinicznych.

Te my$l bedziemy kontynuowac na nastepnych wykladach. Na razie tylko
zauwazmy, ze identyfikujac zbior V z Spec,, (K[V]), mozemy wprowadzic¢
w zbiorze Spec,, (K[V]) topologie Zariskiego; mozemy ja tez okre$li¢ bezpo-
Srednio, przyjmujac, ze domknieciem podzbioru A C Spec,, (K[V]) jest zbior
wszystkich ideatow maksymalnych w K[V] zawierajacych (\yc4 m.

P6jdZzmy jeszcze o krok dalej i dla dowolnego pierScienia R rozwazmy
zbior Spec(R) ztozony z wszystkich idealéw pierwszych pier$cienia R. Zbior
ten nazywamy spektrum pierScienia R.

Mozna w nim okresli¢ topologie (zwana tez topologiq Zariskiego), przyj-
mujac, ze domknieciem podzbioru A C Spec(R) jest zbiér wszystkich idealow
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pierwszych w R zawierajacych (e 4 P. Baza zbiorow otwartych dla tej topolo-
gii jest rodzina wszystkich zbiorow postaci

Spec(R) s = {p € Spec(R); f ¢ p}.

Przyporzadkujmy kazdemu podzbiorowi domknietemu V C Spec(R) ideat
I(V) okreslony jako przeciecie ey p. Wowczas I(V) jest ideatem radykalnym
i na tej drodze uzyskujemy wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy
ideatami radykalnymi w R oraz podzbiorami domknietymi w Spec(R).

Dowod tego rezultatu przypominajacego twierdzenie Hilberta o zerach
jest jednak znacznie latwiejszy od dowodu jego pierwowzoru, bo wynika
wprost z nastepujacego prostego twierdzenia:

Kazdy ideat radykalny jest czesciq wspolng wszystkich ideatow pierwszych,
ktore go zawierajq [1), stw. 1.14].

Przypomnijmy natomiast, iz twierdzenie Hilberta mowi, ze jeSli cialo K jest
algebraicznie domkniete, to kazdy ideat radykalny w skonczenie generowanej
algebrze K[a.,...,ay] jest czeScia wspolna takich idealéw maksymalnych m C
Klai,...,ayn], Ze K[a1,...,an]/m = K.

Jesli R jest pierScieniem noetherowskim, to zbiér Spec(R) z topologia
Zariskiego jest przestrzenia noetherowska.

Dla R=K|[V] zbior Spec,,(K[V]) jest podprzestrzenia gesta w Spec(K[V]),
a nawet zbior tych punktow z Spec,,(K[V]), ktore naleza do ustalonego pod-
zbioru domknietego w Spec(K[V]), jest gesty w tym podzbiorze. Wobec tego
istnieje naturalna, wzajemnie jednoznaczna i zachowujaca inkluzje odpowied-
nio$¢ miedzy rodzinami zbiorow domknietych w Spec,, (R) i Spec(R). Tak wiec
przestrzenie topologiczne Spec,,(R) oraz Spec(R) r6znia sie zasobami punk-
tow, a nie wlasno$ciami rodziny zbioréw domknietych. Dowody tych faktow
wymagaja skorzystania z twierdzenia Hilberta o zerach.

1.7. Zbiory nierozkladalne

Zbior algebraiczny nazywamy rozkladalnym, gdy mozna go przedstawic jako
sume dwoch podzbiorow algebraicznych, z ktérych kazdy jest od niego rozny.
Zbior jest nierozkladalny, gdy nie daje sie tak przedstawic.

Twierdzenie 1.7.1. Kazdy zbior algebraiczny mozna przedstawic jako skon-
czonq sume zbiorow nierozktadalnych. Takie przedstawienie nieskracalne jest
tylko jedno.

Dowod. Rozwazmy rodzine R wszystkich zbiorow algebraicznych, ktérych
nie mozna tak przedstawi¢. Gdyby rodzina ta nie byla pusta, istniatby w niej
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element minimalny (bo w rodzinie odpowiadajacych im ideatow radykalnych
istnialby element maksymalny, na mocy twierdzenia o bazie). Element ten nie
bylby nierozkladalny, bo takie daja sie przedstawi¢ jako suma nierozktadal-
nych; dawalby sie wiec przedstawi¢ jako suma podzbiorow algebraicznych
istotnie mniejszych. Te mniejsze zbiory nie nalezalyby do R, bo sa istotnie
mniejsze od minimalnego elementu tej rodziny. Bylyby zatem przedstawialne
jako skonczone sumy zbiorow nierozkladalnych. Wobec tego i ich sume mozna
by w tej postaci przedstawic. OtrzymaliSmy sprzeczno$c z zalozeniem, ze ta
suma nalezy do R. Konczy to dowod pierwszej czeSci twierdzenia.

Dowod, ze takie przedstawienie nieskracalne jest tylko jedno ([7, tw. 3.4,
rozdz. VIII]), pozostawimy Czytelnikowi jako proste ¢wiczenie, wyja$niajac
jedynie, ze przedstawienie nieskracalne to takie, w ktérym nie mozna pominac
zadnego skladnika; oznacza to, ze zaden skladnik nie jest zawarty w sumie
pozostalych, a tym bardziej w zadnym z pozostalych skladnikow.

JeSli V.= V73 U --- UV, jest nieskracalnym przedstawieniem zbioru V
w postaci sumy zbiorow nierozkladalnych, to zbiory V;, gdzie i = 1,...,7,
nazywamy sktadowymi niervozkladalnymi zbioru V.

Twierdzenie 1.7.2. Zbior algebraiczny V jest nierozkitadalny wtedy i tylko
wtedy gdy ideat 1(V') jest pierwszy.

Dowdd. Zal6zmy, ze zbior V jest rozkladalny, i niech V = W; U W» bedzie roz-
kladem na dwa zbiory algebraiczne, z ktorych kazdy jest r6zny od V. Istnieja
zatem punkty a; € W \ Wy oraz a, € W; \ W». Poniewaz a; ¢ W, istnieje
taki wielomian fi, ktory jest rowny zero na Wi, ale fi(a;) # 0. Podobnie
istnieje wielomian f>, ktory jest rowny zero na Wy, ale f>(ap) += 0. Wobec
tego iloczyn f f» jest rowny zerona W, U Wy =V, czyli f1f> € I(V), ale zaden
z czynnikOow nie jest rOwny zero na calym zbiorze V, wiec zaden nie nalezy
do I(V). Oznacza to, ze ideal I(V) nie jest pierwszy.

Rozumowanie to mozna odwrdci¢, co prowadzi do wniosku, ze jesli ideat
I(V) nie jest pierwszy, to zbior V jest rozkladalny.

Przeciecie idealow pierwszych jest zawsze ideatem radykalnym (byla juz
0 tym mowa w poprzednim paragrafie). Udowodnimy, ze kazdy ideat radykal-
ny jest takim przecieciem.

Wniosek 1.7.1. Kazdy ideal rvadykalny w pierscieniu K[x1,...,Xn] mozZna
przedstawic jako czes¢ wspdlnq ideatow pierwszych. Takie nieskracalne przed-
stawienie jest tylko jedno.

Dowdd. Dany ideal radykalny I wyznacza zbior algebraiczny V(I). Zbior ten
mozna przedstawic (i to tylko na jeden sposob) jako nieskracalna sume zbio-
row nierozktadalnych

V) =Viu---uUV,.
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Stad, na mocy wilasnosci 1-4 z §1.4, otrzymujemy
I=1VI)) =I(Vy) n-- - n1(V,).

Poniewaz na mocy twierdzenia idealy I(V;) sa pierwsze, udowodniliSmy, Ze
kazdy ideal radykalny jest przecieciem skonczonej liczby idealéw pierwszych.
Jednoznaczno$¢ takiego nieskracalnego przedstawienia wynika stad, ze jeSli

I=hn---nl

jest nieskracalnym przedstawieniem jako przeciecie idealéow pierwszych, to
z wlasnosci 1-4 wynika, ze V(I) = V(I;) U --- U V(I,) jest nieskracalnym
(a zatem wyznaczonym jednoznacznie) przedstawieniem zbioru V(I).

Przyklady

1 JeSli wielomiany fi, f>» € K[x1,...,xn] sa nierozkladalne, to podzbiory
V1, V> okreSlone, odpowiednio, rownaniami f; = 0, f>» = 0 sa nierozkladalne,
Ponadto I(Vy) = (f1) oraz I(V2) = (f2). Rownanie f)f> = 0 okreSla zbio6r
V = V1 UV, ijeSli wielomiany f; oraz f>» nie sa stowarzyszone, to zbior V jest
rozkladalny oraz I(V) = (f1.f2). Aby to udowodni¢, trzeba wykorzystac fakt,
ze K[x1,...,xn] jest pierScieniem z wlasnos$cia jednoznaczno$ci rozktadu, co
wynika z twierdzenia Gaussa ([7, tw. 9.1, str. 151]).

2 Zachowajmy oznaczenia z poprzedniego przykladu. Zbior Vi n V, jest
okresSlony ukladem réwnan f; = 0, f> = 0. Wobec tego I(V, N V;) jest radyka-
lem idealu (f1, f>) i na 0ogo6l jest od niego istotnie wiekszy. Jako przykiad, dla
n = 2, mozna wzia¢ fi = X3 — X2, f» = x». Wtedy radykat ideatu (x; — x2,x2)
jest rowny (x1,x2), ale x1 € (X7 — X2, X2).

3 Zbior V okreslony w k3 rownaniem
3L 203 4 a2ad
X7 +x7x; +x7x3=0

jest rozkladalny. Jest on suma dwoch podzbioréw nierozkladalnych okreslo-
nych réwnaniami x; = 0 oraz xj + x3 + x3 = 0.

Korzystajac z topologii Zariskiego, definicje zbioru nierozkladalnego
mozna sformutowac¢ w jezyku topologicznym:

Zbior domkniety nazywamy nierozkladalnym, gdy nie jest sumq dwoch
swoich wlasciwych (tzn. roznych od calego zbioru) podzbioréw dom-
knietych.
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Wowczas sformutowanie i dowod twierdzenia o rozkladzie zbioru domknietego
na sume zbiorow nierozkiadalnych mozna uogolni¢ na dowolne przestrzenie
noetherowskie.

Czesto bedziemy korzysta¢ z nastepujacego, tatwego do udowodnienia
rezultatu, wypowiedzianego juz w tym topologicznym jezyku:

Nastepujace warunki nakladane na dany zbior domkniety Y sq rowno-
wazne:

—

zbior Y jest nierozktadalny,
2. kazdy niepusty podzbior otwarty U C Y jest gesty wY,

3. przeciecie Uy n U dowolnych dwoch niepustych podzbiorow otwartych
Ui,U> CY jest niepuste,

4. jesliU C Y jest niepustym podzbiorem otwartym, a W C Y podzbiorem
domknietym réznym od V, to réoznica U \ W jest niepusta,

5. zbiorY zawiera podzbior gesty (ktory jako przestrzen topologiczna jest)
nierozktadalny.

Czasami zamiast moéwic, ze zbior jest nierozkladalny, mowimy, ze jest on
nieprzywiedlny lub nieredukowalny, lub Ze jest rozmaitosciq algebraicznq.

Jesli R jest pier§cieniem noetherowskim, to przestrzen Spec(R) jest
noetherowska; otrzymujemy zatem nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.7.3. Niech R bedzie pierscieniem noetherowskim.

(A) Kazdy zbior domkniety w Spec(R) mozna jednoznacznie przedstawicé
w postaci skorczonej sumy domknietych zbiorow nierozkladalnych.

(B) Kazdy ideat radykalny w R mozna jednoznacznie przedstawic¢ jako czes¢
wspolnqg skoviczonej liczby ideatow pierwszych.

Twierdzenie o przedstawieniu idealu radykalnego jako czeSci wspoélnej ideatéw
pierwszych jest fragmentem pewnej szerszej teorii, ktéra nizej przedstawiamy w wielkim
skrocie.

Zacznijmy od tego, ze gdy rozpatrywany pierscien jest pierScieniem liczb calkowi-
tych, powyzszy rezultat o przedstawieniu idealéw radykalnych odpowiada twierdzeniu
o rozkladzie liczb catkowitych bezkwadratowych na iloczyn liczb pierwszych. By to
zauwazy¢, nalezy zastapi¢ liczby catkowite przez generowane przez nie idealy.

Idac dalej tym tropem, dostrzegamy, ze twierdzeniu o rozkladzie dowolnych liczb
catkowitych na iloczyn poteg réznych liczb pierwszych odpowiada twierdzenie o przed-
stawieniu dowolnego idealu w 7 jako przeciecia poteg ideatow pierwszych.

To zastapienie w rozumowaniach elementéw (liczb catkowitych) przez generowane
przez nie idealy i formulowanie twierdzen w jezyku idealéw okazalo sie bardzo istotne
do uogoblnienia teorii rozkladu w pierScieniu Z na dowolne pier$cienie noetherowskie.
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Uogolnienie takie nosi nazwe teorii Laskera-Noether (|2} rozdz. 1I, §3, str. 54-64] lub [1}
rozdz. IV i VII)).

Zakladamy, Ze rozpatrywane nizej pierScienie R sa noetherowskie. Na wstepie tej
teorii dowodzi sie, Zze te idealy I C R, ktore sa nierozkladalne, tzn. ktérych nie mozna
przedstawic jako przeciecie idealéw istotnie wiekszych, speiniaja nastepujacy warunek:

Jeslix,y e Rorazxy €lix ¢ 1, toy™ €I dla pewnej liczby naturalnej m.

Ideaty takie nazywamy prymarnymi. Radykat ideatu prymarnego jest ideatem pierwszym.
Kazdy ideal prymarny jest zatem zawarty w pewnym ideale pierwszym i zawiera pewna
potege tego ideatu. Sa to substytuty poteg idealéw pierwszych.

Bez trudu mozna udowodni¢, ze kazdy ideat jest czeScia wspolng skonczonego
zbioru ideatow nierozkladalnych, a zatem prymarnych. Rozklad taki nazywa sie nieskra-
calnym, gdy nie da sie w nim pomina¢ zadnego czynnika oraz idealy pierwsze zwiazane
z tymi czynnikami sa r6zne. Poniewaz czes$¢ wspdlna ideatéw prymarnych o tym samym
radykale jest ideatem prymarnym, latwo udowodnic, ze kazdy ideal ma taki nieskracalny
rozkiad.

Glowne twierdzenie teorii Laskera-Noether moéwi, ze radykaly czynnikow prymar-
nych wystepujacych w nieskracalnym rozkladzie ideatu I sa przez ten ideat wyznaczone
jednoznacznie. Radykaly te nazywamy ideatami stowarzyszonymi z I; wsrod nich wy-
rézniamy te, ktore sa minimalne, i nazywamy je izolowanymi, pozostate za$ nazywamy
zanurzonymi.

Kazdy ideat minimalny w rodzinie ideatow pierwszych zawierajacych ideat I jest
idealem izolowanym i odwrotnie. Dowodzi sie, ze jednoznacznie wyznaczone sa tez te
czynniki prymarne, ktorych radykaty sa izolowane. Gdy ideat I jest radykalny, wszyst-
kie czynniki prymarne wystepujace w rozkladzie sa izolowanymi idealami pierwszymi,
rozklad jest jednoznaczny i otrzymujemy znany nam juz wynik.

Przedstawienia w postaci czeSci wspolnej ideatlébw prymarnych maja rowniez idealy
gltowne. Czynniki wystepujace w takim rozkladzie idealu gléwnego nie musza juz byc
ideatami gtownymi, a zatem nie sa wyznaczone przez elementy istniejace juz w rozpa-
trywanym pier$cieniu. Inaczej mowiac, czynniki te istnieja tylko w ,$wiecie idealnym”,
i dlatego wlasnie nazwano je ideatami.

Na ogoét ani ideal prymarny nie jest potega idealu pierwszego, ani potega ideatu
pierwszego nie jest ideatem prymarnym, ale oba te stwierdzenia sa prawdziwe, gdy roz-
patrywany pierscien jest pierscieniem liczb calkowitych dowolnego skonczonego rozsze-
rzenia L D Q ciata liczb wymiernych (tzn. domknieciem catkowitym pierScienia Z w L).
Ma to podstawowe znaczenie w algebraicznej teorii liczb, gdzie teoria rozkladu ideatow
miata swe historyczne Zréodla.

1.8. Funkcje wymierne

Gdy zbiér V c K™ jest nierozkladalny, pierScien K[V] nie ma dzielnikoéw zera,
gdyz ideal I(V) jest wtedy idealem pierwszym oraz wiemy, ze

K[V] =K[x1,...,xn]/I(V).
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Mozemy wiec utworzy¢ cialo utamkéw pierScienia K[V], ktére oznaczamy
przez K(V) i nazywamy ciatem funkcji wymiernych zbioru V; kazdy element
tego ciala jest funkcjq wymierngna V.

Nazwanie elementow zbioru K (V) funkcjami bierze sie stad, ze:

Kazdy element f/g € K(V), gdzie f,g € K[V], wyznacza funkcje okre-
slong na pewnym niepustym otwartym (a wiec gestym) podzbiorze U C V
o wartosciach w K.

Funkcja ta jest okreslona w punkcie a € V, gdy istnieje takie przedstawienie
elementu f/g w postaci utamka f /g1, gdzie f1,g1 € K[V], ze g1(a) = 0. W tej
sytuacji iloraz fi(a)/gi1(a) nie zalezy od wyboru mianownika g i przyjmuje-
my go jako warto$¢ funkcji f/g w punkcie a. Funkcja ta jest zatem nieokreslo-
na jedynie we wspélnych zerach wszystkich mianownikow g, ulamkow f/g;
rownych f/g.

Jesli mamy jakakolwiek funkcje h : U — K powstala z funkcji wymiernej
przez ograniczenie zbioru jej punktow okre$lonosci do niepustego zbioru
otwartego U C V, to bedziemy ja uwazac za reprezentanta tej funkcji wy-
miernej (lub nawet za te funkcje). Taka umowa nie prowadzi do sprzecznoSci,

gdyz:

Jesli funkcje wymierne f1 /g, orvaz f>/g» majq te same wartosci na pewnym
niepustym podzbiorze otwartym U C V, to sq rowne.

Istotnie, r6znica f1/g1 — f2/92 = (f1g2 — f291) /9192 jest rbwna zero na
U, a zatem f1/g1 — f2/g> jest funkcja regularna na V r6wna zero na niepustym
podzbiorze otwartym U \ {a € V; gi(a)g2(a) = 0}. Wobec tego funkcja regu-
larna f1g> — fog1 jest rowna 0, czyli f1/g1 = f2/g>. KorzystaliSmy powyzej
z ciaglo$ci funkcji regularnych w topologii Zariskiego oraz z wlasnos$ci 2-5
zbiorow nierozktadalnych podanych w §1.4, nie przywotujac ich explicite.

Zauwazmy, ze K[V] c K(V) i kazda funkcja f € K[V] jest funkcja wy-
mierna okreslona na calym zbiorze V. Jest i na odwrot:

Twierdzenie 1.8.1. Jesli funkcja wymierna f/g € K(V), gdzie f,g € K[V],
Jest wszedzie okreslona, to f/g = h/1, gdzieh € K[V], tj. f/g € K[V].

Dowdd. Rozwazmy zbior wszystkich mianownikow g; wystepujacych w przed-
stawieniach utamka f/g w postaci f1/g1, gdzie f1,g1 € K[V]. Trzeba wykazac,
ze 1 nalezy do tego zbioru. Dorzu¢my do tego zbioru element 0, otrzymujac
zbior, ktéry oznaczmy przez J. Wtedy J jest idealem w K[V]. Istotnie, jesli
g1 €Jifilgr = f/g, todlakazdego h € K[V] roznego od zera, hfi/hg, =
flg, czyli hgi € J. JeSli fi/g1 = f2/g2 = f/g, to albo g1 + g2 = 0, albo
(f1+ f2)/(g1 +9g2) = f/g, azatem w obu przypadkach g; + g» € J.
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W V nie ma punktu, w ktorym wszystkie funkcje nalezace do idealu J sa
rowne zero, bo f/g jest okreSlone na calym V. Z twierdzenia Hilberta o zerach
wynika, ze J = K[V], a zatem 1 € J. Wobec tego 1 jest mianownikiem i dowod
jest zakonczony.

Pojecie funkcji wymiernej mozna bez trudu rozszerzy¢ na dowolne,
niekoniecznie nierozktadalne, zbiory algebraiczne. JeSli V. = V; U --- U Vi
jest nieskracalnym przedstawieniem zbioru algebraicznego w postaci sumy
zbiorow nierozkladalnych, to zamiast ciata utamkéw pier§cienia funkcji regu-
larnych nalezy wzia¢ sume prosta @;j_; K(V;) cial funkcji wymiernych dla
sktadowych V;. Sume te oznaczamy przez K (V) i nazywamy K-algebra funkcji
wymiernych na V. Kazdy element tej sumy mozemy interpretowac jako funk-
cje okreSlona na pewnym niepustym gestym podzbiorze otwartym zbioru V.

Uwaga. Mozna udowodni¢, ze K(V) jest rowne lokalizacji K-algebry K[V] wzgledem
systemu multiplikatywnego ztozonego z tych wszystkich elementéow w K[V ], ktore nie
sa dzielnikami zera.

Jesli funkcja wymierna jest okreSlona we wszystkich punktach podzbioru
otwartego U C V, to jej obciecie do U nazywamy funkcjq regularng na U.

Nastepujacy przyklad pokazuje, ze funkcja wymierna na zbiorze rozkla-
dalnym moze by¢ regularna na kazdej skladowej tego zbioru, ale nie by¢
regularna na tym zbiorze.

Przyklad. Niech V bedzie podzbiorem plaszczyzny opisanym réwnaniem
x1x2> = 0. Jest to zbior rozkladalny bedacy suma dwoéch prostych x; =0
oraz x» = 0. Na zbiorze V mozemy rozwazy¢ funkcje, ktéra na jednej
z tych prostych (z pominieciem punktu (0, 0)) jest rowna 0, a na drugiej (tez
Z pominieciem (0,0)) jest rowna 1. Jest to funkcja wymierna, regularna na
kazdej z tych prostych, ale nieregularna na V, gdyz ma punkt nieokreslonosci
w (0,0).

Korzystajac z faktu, ze kazda funkcja regularna jest ciagta w topologii
Zariskiego, mozna latwo udowodnic, ze kazda funkcja wymierna jest ciagta na
zbiorze punktow, w ktorych jest okreslona.

Metoda uzyta w dowodzie twierdzenia[1.8.1] pozwala udowodni¢ nastepu-
jace jego uogolnienie:

Twierdzenie 1.8.2. Niech V bedzie dowolnym nierozkiadalnym zbiorem alge-
braicznym i niech f € K[V]\ {0}. Wtedy kazdy element nalezqcy do

K[Vlf={theK(V);h=g/f", meZ g<K[V]}

wyznacza pewnq funkcje regularng na Vy = {x € V; f(x) = 0}. Na odwrdt,
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kazda funkcja regularna na Vy jest wyznaczona przez pewien element g/ f™
algebry K[V ]y. Otrzymujemy w ten sposob izomorfizm K -algebry funkcji regu-
larnych na V¢ oraz algebry K[V]y.

Dowdd tego rezultatu powierzamy Czytelnikowi jako zadanie.

1.9. Snop funkcji regularnych

Niech V bedzie afinicznym zbiorem algebraicznym, a U C V jego niepustym
podzbiorem otwartym. Oznaczmy przez Oy (U) zbiér wszystkich funkcji wy-
miernych okreSlonych we wszystkich punktach zbioru U, czyli regularnych
na U. Zbioér ten jest pierScieniem wzgledem zwyklych dzialan dodawania
i mnozenia funkcji o wartoSciach w K. Ponadto funkcje stale o wartoSciach
z K naleza do Oy (U), czyli K C Oy (U), i wobec tego Oy (U) jest K-algebra.
Wygodnie jest dodatkowo przyjac, ze Oy (@) jest K-algebra zerowa.

Ponadto, jesli Uy, U, sa podzbiorami otwartymi i U; C U», to ograniczajac
funkcje okreslone na U, do Uy, otrzymamy homomorfizm

Oy (Uz2) = Oy (Uy).

Tak okres$lone odwzorowanie Oy, ktore zbiorom otwartym przyporzadkowuje
algebry funkcji regularnych, a inkluzjom zbioréow otwartych homomorfizmy
obcie¢ funkcji do mniejszych zbioréw, nazywamy snopem funkcji regularnych
naV.

Z twierdzenia[1.8.2] wynika, ze dla f € K[V]\ {0},

Ov(Vf) = K[V]f.

Ponadto, z twierdzenia Hilberta o zerach oraz z twierdzenia|1.8.2|wynika,
ze:

JesliVy C Vg dla pewnych f,g € K[V]\{0}, to dla pewnegov € K[V] oraz
liczby naturalnej m mamy g™ = v f i istnieje naturalne przeksztalcenie
K[V¢] =K[V]f — K[V]y4 = K[Vg4] okreslone przez

alf*—av/g™.

Snop funkcji regularnych jest przykltadem ogélnego pojecia snopa funkcji.
Niech X bedzie przestrzenia topologiczna, a L dowolnym cialem. Wtedy przy-
porzadkowanie Oy, ktore kazdemu podzbiorowi otwartemu U C X przypo-
rzadkowuje pewien zbior Ox(U) zlozony z funkcji U — L, nazywamy snopem
funkcji o wartoSciach w L, jeSli
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dla kazdego otwartego U C X zbior funkcji Ox(U) jest zamkniety wzgle-
dem dodawania i mnozenia funkcji oraz zawiera wszystkie funkcje state
o wartoSciach w L, a wiec jest L-algebra,

jeSli V.c U c X sa zbiorami otwartymi, to ograniczenie f|V funkcji
f € Ox(U) do zbioru V nalezy do Ox (V),

jesli f : U — L iistnieje takie pokrycie otwarte {V;};c; zbioru U, ze dla
kazdego i € I mamy f|V; € Ox(V;), to f € Ox(U).

Sprawdzenie, ze ten ostatni warunek jest speliony przez funkcje wy-
mierne, jest bardzo proste. Wystarczy zauwazy¢, ze jeSli X jest zbiorem nie-
rozkladalnym, to kazdy niepusty podzbior otwarty jest gesty i dwie funkcje
wymierne rOwne na tym zbiorze sa réwne. Ogolny przypadek mozna tatwo
sprowadzi¢ do powyzszego.

Innym przykladem snopa funkcji jest snop funkcji rozniczkowalnych (gladkich) na
rozmaitosci rézniczkowej. W tym przypadku zamiast funkcji wymiernych okreslonych
na podzbiorach otwartych bierzemy funkcje r6zniczkowalne.

1.10. Morfizmy zbiorow afinicznych

Kazde przeksztalcenie ¢ okreSlone na zbiorze algebraicznym V o wartoSciach
w zbiorze algebraicznym W C K™ wyznaczone jest przez uklad ztozony z m
funkcji ¢p; : V — K, gdzie i = 1,..., m, okreSlajacych wspoélrzedne obrazu, tj.

¢(a) = (P1(a),...,pm(a))

dla kazdego a € V. Je§li funkcje ¢; sa regularne, tj. ¢p; € K[V] dla i =
1,...,m, to tak zdefiniowane przeksztalcenie ¢ nazywamy morfizmem zbioru
V w zbior W i piszemy ¢ : V — W.

Latwo zauwazyc, ze:

przeksztatcenie identycznosciowe zbioru algebraicznego jest morfizmem;

zloZenie morfizmow (jesli jest okreslone) jest morfizmem.

Wobec tego afiniczne zbiory algebraiczne i ich morfizmy tworza kategorie. Nazywamy ja
kategoriq afinicznych zbiorow algebraicznych.

Morfizm majacy przeksztalcenie odwrotne, ktére w dodatku jest morfi-
zmem, nazywamy izomorfizmem. Dwa zbiory algebraiczne V i W nazywamy
izomorficznymi, gdy istnieje izomorfizm V — W. Izomorfizm zbioru algebra-
icznego na siebie nazywamy automorfizmem.
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Odnotujmy, ze przeksztalcenie identycznos$ciowe jest izomorfizmem.
Ztozenie izomorfizméw jest izomorfizmem i przeksztalcenie odwrotne do
izomorfizmu jest izomorfizmem. Wobec tego wszystkie automorfizmy ustalo-
nego zbioru algebraicznego tworza grupe przeksztatcen. Inkluzja podzbiorow
algebraicznych V. ¢ W c K™ jest morfizmem. Zanotujmy jeszcze, Ze:

Morfizmy sq przeksztatceniami ciggtymi (w topologii Zariskiego).
Wynika stad, ze:

Jeslip : V — W jest morfizmem oraz zbior V jest nierozktadalny, to zbior
¢} (V) jest nierozkiadalny.

Przyklady i komentarze

1 Przeksztalcenia afiniczne przestrzeni afinicznych sa morfizmami. Izomor-
fizmy (automorfizmy) afiniczne sa izomorfizmami (automorfizmami).

2 Kazda funkcja regularna f : V — K = K! jest morfizmem.
3 Ograniczenie morfizmu do podzbioru algebraicznego jest morfizmem,
4 Rzutowanie V x W — V jest morfizmem.
5 JeSli¢p;:V; - W;, i=1,2, sa morfizmami, to
b1 X PV XV = W) XW;
tez jest morfizmem.

6 Wykres I'(¢p) morfizmu ¢ : V — W jest podzbiorem algebraicznym
w V X W. Rzutowanie I'(¢p) — V jest izomorfizmem. Morfizmem odwrotnym
V — TI'(¢) jest przeksztalcenie x ~ (x,¢(x)). Wobec tego wykresy funkcji
regularnych f : K" — K sa zbiorami algebraicznymi izomorficznymi z K™. Na
przyklad zbior H ¢ K3 okre$lony rownaniem

X3 +x1X3 + x5 —x3=0
jest izomorficzny z K? i izomorfizmem jest rzut H na dwie pierwsze osie.

7 Wszystkie automorfizmy ¢ : K!' — K! sg postaci ¢p(x1) = cx1 + d, gdzie
c,d € K, c +0,azatem sa przeksztalceniami afinicznymi.

8 Przeksztalcenia ¢ : K? — K? okreSlone wzorem

¢ (x1,x2) = (ax1 + b,cx2 + f(x1)),



1.10. Morfizmy zbioréw afinicznych 35

gdzie ac # 0, f(x1) € K[x1], sa automorfizmami. Automorfizmy takie nazy-
wamy trdjkgtnymi. Jesli deg(f(x1)) > 1, to automorfizm ¢ nie jest afiniczny,
wobec tego automorfizm plaszczyzny na siebie nie musi by¢ automorfizmem
afinicznym. Mozna udowodnic, ze kazdy automorfizm K? — K? jest ztozeniem
automorfizmow afinicznych oraz automorfizmoéw trojkatnych [19], [24].

9 7 definicji morfizmu wynika, ze przeksztatcenie ¢ : K*> — K? okre$lone
wzorem

P (x1,x2) = (P1(x1,x2), P2(x1,x2)),

gdzie ¢p1, P2 € K[x1,x2], jest morfizmem. Jesli jest to automorfizm, to wy-
znacznik Jacobiego
01 02 0p1 0¢

8x1 8xz aXZ 8x1

tego przeksztalcenia jest wielomianem wszedzie r6znym od zera, a zatem jest
r6znym od zera wielomianem stalym. Nie wiadomo, czy ma miejsce implikacja
odwrotna, a przypuszczenie, ze tak jest, nosi nazwe hipotezy jakobianowej.
Ustalenie, czy ta hipoteza jest prawdziwa, uwazane jest za bardzo trudny
problem.

10 Rozstrzygniecie, czy dane dwa zbiory afiniczne sa, czy nie sa izomorficz-
ne, moze by¢ skomplikowane. Na przyklad pytanie, czy zbior V ¢ K* opisany
réwnaniem x; + x1x2 + x5 + x3 = 0 jest izomorficzny z K3, przez pare lat
pozostawalo bez odpowiedzi. Okazalo sie, Ze zbiory te nie sa izomorficzne,
ale dowod tego faktu jest diugi i trudny ([28]). Dotychczas nie wiadomo, czy
zbior V x K! jest izomorficzny z K*.

11 Zal6zmy, ze ch(K) # 2. Automorfizm ¢ : V — V nazywamy symetriq, gdy
¢ o P =id. Jesli p(a) = a, to méwimy, ze a jest punktem statym. Wiadomo
(udowodnimy to w tej ksiazce), ze zbidor wszystkich punktow stalych symetrii
K™ — K™ jest niepustym podzbiorem algebraicznym, ale nie wiadomo, czy ten
podzbidr jest, dla kazdej symetrii, izomorficzny z przestrzenia afiniczna K*
dla pewnego s spelniajacego warunek 0 < s < n. Wiadomo jedynie, ze jest tak,
gdy n = 1, 2. Rezultat ten i jego uogélnienia mozna znalez¢ na przyklad w [41]
oraz [20].

12 Jeslich(K) = p,gdzie p jestliczba pierwsza, to morfizm (zwany morfizmem
Frobeniusa) ¢ : K" — K" okreSlony wzorem @ (x1,...,Xy) = (x’f, ..., xh) jest
przeksztalceniem wzajemnie jednoznacznym, ale nie jest izomorfizmem.

Jesli ch(K) = 0, to kazdy r6znowarto$ciowy morfizm zbioru algebraiczne-
go w siebie jest automorfizmem (twierdzenie Axa-Borela [9]).
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13 Niech rownania f; = 0,..., fi = 0 opisuja podzbior algebraiczny V c K™.
Wtedy przeksztalcenie ¢ : K™ — K™+D7 okreSlone wzorem

¢(X11---’xn) = (fl:---’fryxlfl,XZfl,---,xnfly---1x1fryx2fry---,xnfr)

jest morfizmem. Przy tym ¢ $ciaga zbiér V do punktu (0,...,0) oraz obciecie
¢ (K™ \ V) jest roznowartosciowe.

14 Niech ¢ : K2 — K? bedzie dane wzorem ¢ (x1, x2) = (x1,x1x2). Wtedy ¢
$ciaga prosta x; = 0 do punktu. Obrazem ¢ (K?) c K? jest w tym przypadku
plaszczyzna K? z pominieciem wszystkich punktéw osi x» oprocz punktu
(0,0). Wobec tego ¢ (K?) nie jest ani podzbiorem otwartym, ani domknietym.

Poniewaz funkcje regularne sa morfizmami oraz ztoZzenie morfizmow jest
morfizmem, zatem kazdy morfizm ¢ : V — W wyznacza przeksztalcenie
K[W] — K[V], ktore funkcji regularnej f € K[W] przyporzadkowuje ztozenie
f o . Jest to, jak tatwo sprawdzi¢, K-homomorfizm algebr. Homomorfizm ten
oznaczamy przez ¢*.

Ale i odwrotnie, dla kazdego homomorfizmu « : K[W] — K[V] istnieje do-
kladnie jeden taki morfizm ¢ : V — W, ze ¢* = «. Zeby sie o tym przekonac,
ustalmy wlozenie W C K™ i wyznaczony przez to wlozenie uktad generatorow
(t1,...,ty) algebry K[W] odpowiadajacy funkcjom xi, ..., x;; przyporzadko-
wujacym punktom z K" ich wspolrzedne. Wowczas elementy «(ty),..., x(tm)
sa funkcjami regularnymi na V. Niech przeksztalcenie ¢p : V — W bedzie
okreS$lone wzorem

P(x) = (x(t1)(x),..., x(tm)(x)).

Wtedy ¢p* = «.

Jesli interpretujemy punkty zbioru algebraicznego jako K-homomorfizmy
K[V]— K (§1.6), to opisane wyzej przyporzadkowanie K-homomorfizmowi
o :K[W] — K[V] morfizmu ¢ : V — W jest jeszcze prostsze: punktowi repre-
zentowanemu przez homomorfizm K[V] — K morfizm ¢ przyporzadkowuje
punkt odpowiadajacy ztozeniu & z tym homomorfizmem.

Poniewaz kazda skonczenie generowana algebra bez elementow nilpotent-
nych jest postaci K[V] dla pewnego zbioru V, oznacza to, ze istnieje pelma od-
powiednio$¢ miedzy obiektami geometrycznymi, jakimi sa zbiory algebraiczne
i ich morfizmy, a obiektami algebraicznymi, jakimi sa skonczenie generowane
K-algebry (bez elementéw nilpotentnych) i ich K-homomorfizmy.

Geometryczne wlasnosci morfizmu ¢ : V — W maja swe odbicie w alge-
braicznych wlasnosciach homomorfizmu ¢* i odwrotnie. Zanotujmy niektoére
z nich (ich sprawdzenie pozostawiamy Czytelnikowi):

id* = id.
(10 p2)* =3 o Pf.
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¢ jest izomorfizmem zbiorow algebraicznych wtedy i tylko wtedy, gdy ¢*
Jest K-izomorfizmem algebr.

Wniosek 1.10.1. Zbiory algebraiczne V iW sq izomorficzne wtedy i tylko wtedy,
gdy K-algebry K[V] oraz K[W] sq izomorficzne.

A oto dalsze wlasnos$ci morfizmow:

¢ (V) jest podzbiorem gestym w W wtedy i tylko wtedy, gdy ¢* jest mono-
morfizmem.

¢* jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest izomorfizmem na
podzbior domkniety.

Jesli p : V. — W jest morfizmem oraz (V) = W, to ¢p* jest wloZzeniem
i wobec tego K[W] mozna traktowac jak podpierscien w K[V].

Przy umowie przyjetej w ostatnim punkcie oraz przy interpretacji punk-
tow z V jako K-homomorfizméw K[V] — K, a punktéw z W jako K-homo-
morfizméw K[W] — K, przeksztalcenie ¢ przyporzadkowuje punktowi z V,
tj. homomorfizmowi K[V] — K, punkt z W utozsamiany z obcieciem tego
homomorfizmu do podpierscienia K[V]. Ta algebraiczna interpretacja warto-
$ci morfizmu jest bardzo przydatna w dowodach twierdzen. Przekonamy sie
o tym juz w nastepnym paragrafie.

Przyporzadkowujac jak wyzej kazdemu zbiorowi algebraicznemu V jego K-algebre
K[V], a kazdemu morfizmowi ¢ K-homomorfizm ¢*, otrzymujemy funktor kontrawa-
riantny z kategorii zbioréw algebraicznych w kategorie K-algebr. WyznaczyliSmy tez taki
funktor kontrawariantny z kategorii skonczenie generowanych K-algebr bez elementow
nilpotentnych w kategorie zbioréw algebraicznych, ze ztozenie obu funktoré6w w dowol-
nej kolejnos$ci nie zmienia klasy izomorfizmu obiektu. W jezyku teorii kategorii oznacza
to, ze kazda z tych kategorii jest rownowazna kategorii dualnej do drugiej.

1.11. Iloczyny zbiorow afinicznych

Niech V, W beda afinicznymi zbiorami algebraicznymi. Wtedy tatwo sprawdzic,
ze rzutowania 1, : VX W — W oraz > : V X W — W sg morfizmami

VxW
P
Vv w
iiloczyny zbiorow afinicznych (wraz z tymi dwoma morfizmami rzutowania)
maja nastepujaca wlasnos¢ uniwersalng:
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(*) Dla kazdej pary morfizmow ¢p1:Z -V, ¢pr: Z - W

\% w
N
V4

istnieje dokladnie jeden taki morfizm k : Z — V X W (oznaczany czesto
przez 1 X ¢p2), Ze Tty o K = Py o¥az T o K = Po.

VW

V w

K

oA

VA

Twierdzenie 1.11.1. JesliV i W sq zbiorami nierozkladalnymi, to iloczyn Vx W
Jest tez nierozkladalny.

Dowod. Zalbzmy, ze V, W sa nierozkladalne, i niech V x W = Z; U Z», gdzie
Z1,Z> sa domkniete. Dla ustalonego w € W rozpatrzmy podzbiér V,, C V
ztozony z tych punktow v € V, ze (v,w) € Z,. Podzbior ten jest domkniety
(rozwaz (V x {w}) n Z7). Wobec tego domknieta jest tez czeS¢ wspolna

2

gdzie w przebiega caly zbiér W. Ta czes¢ wspolna sklada sie z wszystkich
takich punktow v € V, ze {v} X W C Z;. Podobnie podzbiorem domknietym
jest zbior tych punktow v € V, ze {v} x W C Z,. Poniewaz zbior W jest
nierozkladalny, zatem dla kazdego v € V ({v} X W jest nierozkladalny i wobec
tego) albo {v} x W C Zj, albo {v} X W C Z>. Suma tych dwoch podzbiorow
domknietych jest wiec rowna V. Poniewaz zbior V jest nierozkladalny, jeden
Z podzbioréow jest rowny catemu V, astad Z;, = VX W lub Z, = V X W, co
konczy dowod.

Jesli V, W, S sa afinicznymi zbiorami algebraicznymi, a
T1:V-5 1T:W-=S
sa morfizmami, to definiujemy
VxsW:={(v,w)eVxXW, T1(v) = 2(w)}.

Latwo udowodni¢, ze jest to podzbior domkniety w V x W.
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Gdy S jest zbiorem jednopunktowym, wtedy V Xs W = V X W. W ogbélnym
przypadku zbior V xs W wraz z rzutowaniami 7r;, 112 na osie Vi W:

V xsW

w
S
ma nastepujaca wlasno$¢ uniwersalna, analogiczna do (*):

(xx)dla kazdego morfizmu A : Z — S i pary morfizmow ¢, : Z -V, ¢ : Z - W
takich, ze
A=Tio¢1, A=T20¢o

szzw
l/\

istnieje doktadnie jeden morfizmk : Z —V xsW (oznaczany przez ¢1Xs¢ho)
o tej wlasnosci, ze
M oK=¢1, ToK=d¢).

V xsW

Wiasno$¢ ta okresla V x¢ W (wraz z rzutowaniami) jednoznacznie z doktad-
noscia do izomorfizmu, a wobec tego mozna ja przyja¢ za definicje iloczynu
V xs W.
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W tym miejscu Czytelnik moze czu¢ sie zniechecony rozwazaniami
formalnymi, i autor nie ma chwilowo nic do powiedzenia na swa obrone.
W przyszlosci okaze sie jednak, ze uogoélnione pojecie iloczynu xg bedzie
nieodzowne dla rozwiniecia teorii, a w definicji tego pojecia najprosciej bedzie
powolac sie na wlasno$¢ uniwersalng ().

Czytelnik obeznany z teoriag kategorii bez trudu rozpoznaje w (*) i (x*) definicje
iloczynu ([7, rozdz. I, §17]) w odpowiednich kategoriach zbioréw afinicznych oraz morfi-
zmoéw w ustalony zbior afiniczny.

1.12. Twierdzenie Chevalleya o obrazie

Przyklad[14]w §1.10|pokazuje, Ze obraz zbioru algebraicznego przy morfizmie
moze nie by¢ podzbiorem algebraicznym. Obrazy zbiorow algebraicznych sa
jednak dosy¢ regularne. Wynika to z nastepujacego waznego i uzytecznego
wyniku:

Twierdzenie 1.12.1 (Chevalleya o obrazie). Niech ¢ : V. — W bedzie morfi-
zmem zbiorow afinicznych i niech (V) = W. Wtedy ¢$(V) zawiera niepusty
podzbior otwarty wW.

Jesli warunek ¢ (V) = W nie jest spelmiony, to nalezy w miejsce W przy-
jac ¢ (V). Wowczas zalozenia powyzszego twierdzenia beda spelione, zatem
¢ (V) zawiera niepusty podzbior otwarty zbioru ¢ (V).

Dowod twierdzenia Chevalleya opiera sie na nastepujacym rozumowaniu.
Zauwazmy najpierw, ze wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku, gdy zbior V
jest nierozkladalny. Ponadto morfizm ¢ : V — W wyznacza zanurzenie
K[W] - K[V].

Nastepnie, korzystajac z interpretacji punktu zbioru algebraicznego jako
K-homomorfizmu pierscienia funkcji regularnych na V w K, stwierdzamy, ze
punktw € W lezy w ¢ (V) wtedy i tylko wtedy, gdy homomorfizm K[W] — K
wyznaczony przez w daje sie rozszerzy¢ do homomorfizmu K[V] — K.

Bedziemy sie starali znaleZ¢ zbior otwarty postaci W,, gdzie ¢ € K[W],
c # 0, zawarty w ¢(V). W tym celu wystarcza wskazac taki element c
K[W]\ {0}, ze kazdy K-homomorfizm k : K[W] — K taki, ze k(c) * 0, daje
sie przedluzy¢ do K[V] — K. Wobec tego wystarczy udowodni¢ nastepujacy
rezultat:

Twierdzenie 1.12.2 (o rozszerzaniu homomorfizmoéw). Niech R, bedzie pier-
Scieniem bez dzielnikow zera i niech Ry C Ry bedzie takim podpierscieniem, ze
Ri1 = Ry[by,...,bs] dla pewnych b,,...,bs € Ry. Wowczas istnieje taki rozny od
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zera element ¢ € Ry, ze kazdy homomorfizm k : Ry — L, gdzie L jest dowolnym
ciatem, spelniajacy warunek k(c) # 0 rozszerza sie do homomorfizmu R, — L,
gdzie L jest domknieciem algebraicznym ciata L.

Ten rezultat wynika tatwo (przez indukcje wzgledem s) z nastepujacego
lematu:

Lemat 1.12.1. Niech R, bedzie pierscieniem bez dzielnikow zera, a Rop C R
podpierscieniem. Niech Ry = Ry[b] dla pewnego b € R,. Niechd € R; \ {0}.
Wtedy istnieje taki element c € Ry \ {0}, ze kazdy homomorfizm k : Ry — L,
dla ktorego k(c) # 0, rozszerza sie do homomorfizmu K : R, — L spetiajacego
warunek k(d) + 0.

Dowod lematu. Poniewaz d € R; = Ry[b], zatem istnieje taki wielomian
g(x) € Ro[x], ze g(b) = d. Niech g(x) = e;xt + e;_1xt71 + - - - + e9. Mozna
zalozy¢, ze ey + 0,bo d + 0.

Jesli b jest elementem przestepnym nad cialem utamkow Q (Ry) pierScie-
nia R, to mozemy rozszerzy¢ homomorfizm k na R; = R[b], przypisujac
elementowi b dowolna warto$¢ a € L. JeSli przy tym k(e;) # 0, to te warto$é
a mozna dobrac tak, by

?(d) = ?(etbt + et_lbt71 4+ e+ eO)
= K(et)at + K(et,l)at_l + .-+ K(eg) =0.

Wobec tego jako ¢ nalezy wziac e;.

JeSli element b nie jest przestepny, to wybierzmy wielomian f(x) €
Ro[x] niezerowy najnizszego stopnia, ktérego b jest pierwiastkiem. Woéwczas
deg(f) > 0. Niech ¢; # 0 bedzie wspoétczynnikiem przy najwyzszej potedze x
wystepujacej w f. Wykazemy najpierw, ze:

Kazdy homomorfizm k : Ry — L, dla ktorego k(c1) + 0, mozna vozszerzy¢
do homomorfizmux : Ro[b] — L.

Niech I, bedzie jadrem homomorfizmu Ro[x] — Ro[b] = R;, przy ktorym
x — b, iniech m bedzie idealem w Ry[x] generowanym przez ker(k). Wy-
starczy wykazac, ze I, + m jest idealem wlasciwym w Ro[x], gdyz kazdy ideat
maksymalny zawierajacy I +m wyznacza pewien homomorfizm Ro[b] — L be-
dacy przedhiZzeniem homomorfizmu k. Korzystamy tu z zalozenia, ze element
b jest algebraiczny nad R oraz k(c;) # 0, skad wnosimy, Ze obraz elementu b
bedzie elementem algebraicznym nad k (Rg) C L, a zatem bedzie nalezat do L.

Zal6zmy zatem, ze 1 € I, + m, a wiec ze w pierScieniu Ro[x] mamy
rownosc 1 = i + m dla pewnych i € I, m € m. Podstawiajac w tej rownosci b
w miejsce x, otrzymamy m(b) = 1. Wobec tego b jest pierwiastkiem wielomia-
nu m — 1. Poniewaz f jest wielomianem najnizszego stopnia, ktoérego b jest
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pierwiastkiem, zatem wielomian m — 1 jest podzielny przez f w pierScieniu
Q(Ro)[x]. Wobec tego dla pewnej liczby naturalnej s wielomian cj (m — 1) jest
podzielny przez f w Ro[x], a wiec

cim—-1)=fif

dla pewnego f1 € Ro[x]. WeZmy teraz warto$¢ homomorfizmu k rozszerzo-
nego na Ro[x] — L[x] (a oznaczonego w dalszym ciagu przez k) dla wielomia-
now stojacych po obu stronach tej réwnosci. Otrzymamy k(c1)S(k(m) — 1) =
k(f1)k(f), a poniewaz k(m) = 0, zatem

-k(c1)® = k(f1)k(f).

OtrzymaliSmy sprzeczno$¢, bo po lewej stronie stoi rézny od zera element
ciata L, a po prawej iloczyn dwoéch wielomianoéw, z ktérych jeden (a mianowicie
k(f)) jest wielomianem dodatniego stopnia.

Aby zakonczy¢ dowod lematu, zal6ozmy, ze homomorfizm « : Ry — L daje
sie rozszerzyc do K : R; = Ro[b] — L. Chcemy ponadto, by k(d) #+ 0. Wiemy,
ze d = g(b) = 0 (zob. poczatek dowodu), zatem w Q (Ry)[x] wielomian g nie
jest podzielny przez f, a poniewaz f jest nierozkladalny, zatem wielomiany
f, g sa wzglednie pierwsze w Q(Rg)[x]. Wobec tego istnieja w Ry[x] takie
wielomiany F,G, ze Ff + Gg = ¢c2 € R, c2 +# 0. JeSli ¢ = cicz, to ¢ + 0. Jesli
K : Rg — L jest takim homomorfizmem, Ze k(c) # 0, to Kk mozna rozszerzyc
do K : Ro[b] — L, bo k(c1) # 0. Ponadto, po podstawieniu b w miejsce x
wFf + Gg = c2 otrzymamy G(b)g(b) = c2. Wobec tego

K(G(b))k(d) =K(G(b))k(g(b)) =K(c2) # 0,

a zatem K (d) = 0. Wynika stad, ze jako ¢ wystarczy wziac c;c2, i dowod zostat
zakonczony.

Z tego lematu wynika twierdzenie o rozszerzaniu, a zatem konczy to juz
dowdd twierdzenia Chevalleya.

Twierdzenie Chevalleya mozna tez sformulowac¢ w nastepujacy sposob:

Twierdzenie 1.12.3. Obraz zbioru algebraicznegoV przy morfizmiep : V- W
Jest skoriczong sumq podzbiorow lokalnie domknietych, tzn. podzbioréw postaci
X\ Z, gdzie X oraz Z sq podzbiorami domknietymi w W.

Podzbiory, ktore sa skonczonymi sumami zbioréw lokalnie domknietych,
nazywane sa czesto zbiorami konstruowalnymi.

Dowdd twierdzenia Chevalleya w tej nowej wersji jest bardzo tatwy, jesli
ma sie do dyspozycji twierdzenie Chevalleya w wersji poprzedniej oraz pod-
stawowe twierdzenia teorii wymiaru, dlatego zaproponowany zostanie jako
zadanie w rozdziale poSwieconym tej teorii.
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Twierdzenie Hilberta o zerach w wersji C (zob. jest prostym wnio-
skiem z twierdzenia o rozszerzaniu homomorfizmow. JeSli bowiem Ry = K
oraz Ry = K[a,...,as] jest K-algebra, to z twierdzenia o rozszerzaniu homo-
morfizméw zastosowanego do izomorfizmu identyczno$ciowego Ry = K — K
wynika istnienie K-homomorfizmu K[a;,...,a,] — K. Poniewaz w dowodzie
twierdzenia o rozszerzaniu homomorfizmow wykorzystywaliSmy jedynie pro-
ste fakty dotyczace podzielno$ci wielomianow, a nie korzystaliSmy nigdzie
z twierdzenia Hilberta o zerach, zatem uzyskaliSmy jeszcze jeden dowdd tego
twierdzenia.

Z twierdzenia o rozszerzaniu homomorfizméw wynika tez nastepujacy
rezultat uzyteczny w arytmetyce i algebraicznej teorii liczb.

Twierdzenie 1.12.4. Niech R = Z[a.,...,as] bedzie pierscieniem skoniczenie
generowanym, a m jego ideatem maksymalnym. Wtedy ciato R/m jest skon-
czone. Ponadto jesli p jest danq liczbq pierwszaq, to ideat m mozna wybrac tak,
by ch(R/m) = p.

Dowdd. Nalezy udowodnic¢, ze skonczenie generowane (jako pier§cien) ciato
L=17[a,,...,as]/m jest skonczone. Cialo L zawiera obraz homomorficzny R
pierScienia Z i mozemy stosowac twierdzenie o rozszerzaniu do przypadku
Ry C L. Wobec tego istnieje taki element ¢ € Ry\ {0}, ze kazdy homomorfizm «
odwzorowujacy Ro w jakiekolwiek cialo L; i spelniajacy warunek «(c) # 0 daje
sie rozszerzy¢ do homomorfizmu ciala L w skonczone rozszerzenie ciala L;.
Poniewaz dla kazdego takiego c istnieje homomorfizm k pierScienia Ry na
cialo skonczone, speliajacy warunek k(c) + 0, zatem istnieje homomorfizm
ciala L w skonczone rozszerzenie ciala skonczonego, a wobec tego L jest
cialem skonczonym. Ostatnie zdanie twierdzenia jest oczywiste.

1.13. Przeksztalcenia wymierne

Kazdy morfizm V — W C K™ jest wyznaczony przez podanie funkcji
regularnych fi,...,fm € K[V] okreslajacych kolejne wspolrzedne obrazu.
Jezeli odstapimy od wymagania, by funkcje te byly regularne, ale przyjmiemy
jedynie, ze sa to funkcje wymierne okre$lone na podzbiorach gestych w V,
to otrzymamy przeksztalcenie okreSlone jedynie na podzbiorze otwartym
gestym w V. Tak okreSlone przeksztalcenia nazywamy przeksztatceniami
wymiernymi zbioru V w zbior W.

Jesli zbiory V, W sa nierozkladalne i obraz przeksztatcenia wymiernego
¢V - W jest gesty wW, to zlozenie f o ¢, gdzie f € K(W), nalezy do K(V).
Wobec tego ¢ wyznacza przeksztalcenie K(W) — K(V) oznaczane przez ¢*.
Podobnie jak w przypadku morfizmow (na podzbior gesty) przeksztatcenie to
jest zanurzeniem.
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Przeksztalcenie wymierne ¢ zbioru V w zbior W nazywamy biwymiernym,
jesli istnieje dla niego przeksztalcenie wymierne odwrotne, tzn. takie prze-
ksztalcenie wymierne zbioru W w V, ze zlozenia tych dwoch przeksztalcen
sa przeksztalceniami identycznos$ciowymi (wszedzie tam, gdzie sa okreSlone).
Latwo wykaza¢, ze przeksztalcenie wymierne ¢ jest biwymierne wtedy i tylko
wtedy, gdy ¢* jest izomorfizmem.

Zbiory algebraiczne nazywamy biwymiernie rownowaznymi, gdy istnieje
miedzy nimi przeksztalcenie biwymierne, a to ma miejsce wtedy i tylko wtedy,
gdy ich ciata funkcji wymiernych sa izomorficzne (nad K).

Jesli zbioér V jest rozkladalny, to przez przeksztalcenie wymierne tego
zbioru rozumiemy kazdy uklad przeksztalcen wymiernych okreSlonych na
sktadowych nierozktadalnych tego zbioru.

Przeksztalcenia wymierne mozna tez zdefiniowa¢ jako morfizmy okre-
Slone na gestych podzbiorach otwartych, przy czym dwa takie morfizmy
uwazamy za tozsame, gdy sa rowne tam, gdzie sa oba okreslone. Taka definicja
jest rownowazna definicji podanej poprzednio.

Twierdzenie 1.13.1. Jezeli Vi, V, sq biwymiernie rownowaznymi zbiorami afi-
nicznymi, to istniejq takie niepuste podzbiory otwarte Uy C V, oraz U C V>,
ktore sq izomorficzne.

Dowdd. Na mocy zalozenia istnieja przeksztalcenia wymierne ¢, : V| - V>
oraz ¢y : Vo — Vi, ktorych zlozenia sa identyczno$ciami. Niech przeksztal-
cenie ¢, bedzie okreslone na U; C Vi, a ¢p» - na Uy C Vo. Wowczas ¢ o ¢
jest identycznoscia na U; n ¢5 1 (U;), podobnie ¢ o ¢y jest identyczno$cia
na U; N ¢7(U}). Wobec tego ¢ oraz ¢, okre$laja izomorfizm miedzy U; =
b1l o bl (U]) als = ¢yt o p7H(U3), co konczy dowod.

Powyzsze twierdzenie nadaje pojeciu biwymiernej rownowaznosci jasny
sens geometryczny.

Zbiory biwymiernie réwnowazne przestrzeniom afinicznym K" nazywa-
my zbiorami wymiernymi.

Nietrudno udowodnic¢, ze:

Kazdy nierozktadalny zbior algebraiczny jest biwymiernie rownowazny
hiperpowierzchni (tzn. podzbiorowi V. C K™ okreslonemu tylko jednym
rownaniem).

Rezultat ten wynika z lematu Noether o normalizacji oraz zZ nastepuja-
cego twierdzenia Abela (zob. [7, tw. 5.6, str. 186]):

Kazde skoniczone rozdzielcze rozszerzenie ciatl jest generowane przez jeden
element.



1.13. Przeksztalcenia wymierne 45

Istotnie, z tych dwoch rezultatow wynika, ze kazde skonczenie generowane
rozszerzenie K € K(aq,...,a,) moze byt przedstawione jako

K CcK(xy,...,Xs5,a),

gdzie elementy xi,...,Xs sa algebraicznie niezalezne, natomiast a jest ele-
mentem algebraicznym nad K (x,...,X;). JeSli teraz

g(xs41) € K[x1,...,xs1[Xs41] = K[x1,..., X5, X541]

jest wielomianem nierozkladalnym w K[x1,..., X, Xs+1], kKtorego a jest pier-
wiastkiem, to rownanie g = 0, gdzie niewiadomymi sa xi,...,Xs+1, Opisuje
w K5*1 hiperptaszczyzne, ktorej ciatem funkcji wymiernych jest

K(Xli"')XS’a) :K(al,...,ar),
i to konczy dowad.

Sprawdzenie, czy dane dwa zbiory algebraiczne sa biwymiernie rowno-
wazne, moze by¢ zadaniem bardzo trudnym.

Przyklady

1 Prosta afiniczna K! oraz hiperbola dana rownaniem x1x» = 1 sa biwy-
miernie rownowazne. Rzutowanie hiperboli na 0§ x; jest biwymierne, jego
odwrotnoScia jest przeksztatcenie wymierne prostej K! w hiperbole okreslone
przez x; — (x1,1/x1).

2 Niech ch(K) # 2. Naszkicujemy dowod faktu, ze zbior algebraiczny V
w K" opisany réwnaniem xf + x% + -+ +x2 = 1 jest wymierny. Niech H
bedzie hiperptaszczyzna w K™ o rownaniu x, = 0. Niech vy = (0,...,0,1) € V.
Okre§lmy przeksztatcenie 11 zdefiniowane na pewnym podzbiorze zbioru V
w H w nastepujacy sposob. Punktowi v € V réznemu od vy przyporzad-
kowujemy punkt przeciecia prostej przechodzacej przez punkty vg oraz v
z hiperplaszczyzna H (jeSli ta prosta przecina H). Mozna wykazac, ze jest to
przeksztalcenie biwymierne.

3 Niech ch(K) # 3. Naszkicujemy dowo6d rezultatu mowiacego, ze zbior
algebraiczny V C k3 opisany rownaniem xf + x§ + xgj’ = 1 jest wymierny.
Zbior V zawiera dwie proste skosne Ly, L, opisane przez dwa uklady rownan:
x3 =1,x1 +xp = 0oraz x3 = €, €x; + xp = 0, gdzie € jest pierwiastkiem
trzeciego stopnia z 1 r6znym od 1. Niech, dla kazdego v € V \ (L1 U L»),
L(v) oznacza prosta bedaca przecieciem plaszczyzn rozpietych odpowiednio
na L; U {v} oraz na Ly U {v}. Niech teraz H bedzie plaszczyzna, ktora nie
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zawiera ani L;, ani L. Przeksztalcenie, ktore przyporzadkowuje punktowi
v € V punkt przeciecia tak okreSlonej prostej L(v) z H, jest przeksztalceniem
biwymiernym zbioru V w H.

4 Stozkowq afiniczng nazywamy zbior algebraiczny V C K? opisany rowna-
niem f = 0 stopnia 2, przy czym zakladamy, ze w Zadnym punkcie zbioru
V wielomiany %,% nie sa jednoczesnie rowne zero. JeSli ch(k) = 2, to
dobierajac odpowiednio uktad wspoilrzednych, mozna réwnaniu temu nadac
postac x1x2> — 1 =01lub xf+xz = 0. Ciala funkcji wymiernych dwo6ch ostatnich
zbioréw sa generowane przez X, zatem wszystkie stozkowe sa biwymiernie

rownowazne z K1, a wiec wymierne.

5 Afiniczng krzywaq eliptycznq nazywamy zbior algebraiczny V ¢ K? opisany
rownaniem f = 0 stopnia 3, przy czym zakladamy, ze w zadnym punkcie zbio-
ru V wielomiany %, % nie sa jednoczes$nie rowne zero. Je$li ch(K) + 2, 3, to,
mozna udowodni¢, ze kazda krzywa eliptyczna jest biwymiernie rownowazna
krzywej danej rownaniem x% = xf +axi + b, gdzie wielomian xf +axi + b nie
ma pierwiastkow wielokrotnych. Afiniczne krzywe eliptyczne nie sa wymierne
ina ogot dwie takie krzywe nie sg biwymiernie rownowazne. Na przykiad krzy-
we eliptyczne okreslone rownaniami x? = x3 + x2 + a, X7 = x3 + x2 + b, gdzie

a® # b?,ab + 0, nie sa biwymiernie rownowazne (zakladamy, ze ch(K) # 2, 3).

6 Przez kilkadziesiat lat nie byto wiadomo, czy zbiory V3, V4 ¢ K* okre$lone
odpowiednio rownaniami x} + x3 + x5 + x§ = 1 oraz x; + x3 + x3 + x} = 1 sa
wymierne. Okazalo sie, ze jeSli ch(K) = 0, to nie sq [10], [18].

7  7Zbior algebraiczny V nazywamy uniwymiernym, gdy jest nierozkladal-
ny i pewne algebraiczne rozszerzenie ciala funkcji wymiernych K(V) jest
K-izomorficzne z K(x1,...,xy), gdzie x1,...,Xx, sa zmiennymi. Twierdzenie
Liirotha ([Z, str. 287]) mowi, ze jeSli w powyzszej definicji n = 1, to uniwy-
mierno$¢ jest rownowazna wymiernosSci zbioru. Jest tak tez dla n = 2, o ile
ch(K) = 0 (twierdzenie Castelnuovo, [7 str. 288]). Zbiory algebraiczne V3, V4
opisane w poprzednim przyktadzie sa uniwymierne (w tym przypadku n = 3)
i do czasu znalezienia dowodu, ze nie sa to zbiory wymierne, sadzono, ze
uniwymiernosc¢ jest zawsze rownowazna wymiernosci.

1.14. Przestrzenie ze snopami funkcji

Niech V bedzie afinicznym zbiorem algebraicznym. Dla podzbioru otwartego
U c V uméwiliSmy sie, ze Oy (U) oznacza algebre funkcji regularnych na
U, tzn. funkcji wymiernych okre§lonych we wszystkich punktach zbioru U.
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Okre$lone tak przyporzadkowanie U — Oy (U) jest, jak juz wiemy, snopem
funkciji.

Wiemy tez, ze ¢p : V — W jest morfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdej funkcji regularnej f : W — K zlozenie f o ¢ jest funkcja regularna na V.
Ze wzgledu na p6zniejsze zastosowania warto ten rezultat zmodyfikowac:

Jesli V, W sq zbiorami algebraicznymi ovaz ¢ : V — W jest morfizmem,
to dla kazdego podzbioru otwartego U C W oraz funkcji f € Ow(U)
zlozenie f o ¢ nalezy do Oy (¢p~1(U)). Wyznaczone tak przyporzadkowanie
wyznacza homomorfizm algebr

Ow (U) — Oy (p~1(U)).

Odwrotnie, jesli p : V — W jest takim przeksztalceniem ciqgtym zbiorow
algebraicznych, ze dla kazdego podzbioru otwartego U C W i funkcji regu-
larnej f : U — K ztozenie f o ¢ jest funkcjq regularng na ¢ (U), to ¢ jest
morfizmem.

Z rezultatu tego wynika, Zze dla wyznaczenia morfizméw (w tym izo-
morfizméw) afinicznego zbioru algebraicznego V. C K™ wystarcza podanie
przestrzeni topologicznej V oraz snopa Oy. Wobec tego nic nie stoi na prze-
szkodzie, by rozumiec afiniczny zbior algebraiczny jako pare (V,Oy). Para ta
wyznacza bowiem zbior afiniczny z dokladnoscia do izomorfizmu i pozwala
na wyznaczenie morfizmoéow tego zbioru. Takie rozumienie afinicznego zbioru
algebraicznego doprowadzi nas po6zniej do waznych uogo6lnien, jakimi sa
0go6lne zbiory algebraiczne.

Na razie zauwazmy, ze jeSli U C V jest podzbiorem otwartym, to snop
funkcji Oy, po ograniczeniu do tych podzbioréw otwartych, ktoére sa zawarte
w U, wyznacza snop funkcji na U. Wobec tego mozna réowniez okresli¢ pojecie
morfizmu dowolnych podzbiorow otwartych afinicznych zbiorow algebraicz-
nych, przyjmujac powyzsza wlasno$¢ morfizmu jako definicje. Pozwala to na
wygodna rownowazna definicje przeksztatcenia wymiernego jako morfizmu
okreslonego na otwartym podzbiorze gestym.

Ze wzgledu na inne analogiczne sytuacje, z ktérymi mozna sie spotkac
w geometrii, warto wprowadzi¢ jezyk, ktoéry bedzie sluzy¢ do opisu takich
sytuacji i ich uogoélnien. W tym celu rozwaza¢ bedziemy przestrzenie topolo-
giczne X wraz z ustalonym snopem funkcji Ox (o wartoSciach w ustalonym
ciele K). Jesli dane sa dwie takie przestrzenie X;, X» ze snopami Oy,, Ox, oraz
takie przeksztalcenie ciagle ¢ : X; — X, ze dla kazdego podzbioru otwartego
U C X, oraz funkcji f € Oy, (U) zlozenie f o ¢ nalezy do Oy, (¢~1(U)), to
moéwimy, ze ¢ jest morfizmem pary (X;,0x,) w pare (X2,0x,). Morfizm ¢
nazywamy izomorfizmem, gdy jest przeksztalceniem wzajemnie jednoznacz-
nym oraz ¢! jest tez morfizmem.



48 1. Afiniczne zbiory algebraiczne

Warto tu jeszcze zauwazyc, ze jeSli dana jest para (X,0x), a U C X jest
podzbiorem otwartym, to mozemy na U okre§li¢ snop funkcji, przyjmujac
Ox (W) jako warto$¢ tego snopa dla kazdego zbioru otwartego W < U.
Tak otrzymany snop oznaczamy przez Ox|U i nazywamy ograniczeniem
(lub obcieciem) snopa Ox do U. Wlozenie U — X jest woéwczas morfizmem
(U,0x|U) w (X, 0x).

Klasa wszystkich par (X,0x) wraz z takimi morfizmami tworzy kategorie. Nato-
miast pary (V,Oy), gdzie V jest afinicznym zbiorem algebraicznym, a Oy snopem funkcji
regularnych, wraz z morfizmami zbioréw algebraicznych, tworza pelna podkategorie
tej kategorii. Z podobna sytuacja mamy do czynienia w geometrii r6zniczkowej, gdy
wygodnie jest identyfikowa¢ gladka podrozmaito$¢ rézniczkowa X ¢ R™ z para (X, Ox),
gdzie Ox jest snopem rzeczywistych funkcji gtadkich.

Przyklad. Niech ch(K) # 2,3. Niech f = x(x —1)(x — 2)(x — 3). Zbior V c K!
okreslony rownaniem f = 0 sklada sie z czterech punktéw 0, 1, 2, 3. PierScien
K[V] = K[x]/(f) jest izomorficzny z suma prosta K @ K @ K ® K. Kazda
z osi odpowiada jednemu z czterech punktow tego zbioru, w tym sensie, ze
wartos¢ funkcji f € K[V] w tym punkcie jest rowna wspoélrzednej funkcji f €
K o K @ K & K na tej osi. Kazdy podzbioér tego czteroelementowego zbioru jest
otwarty i kazda funkcja o wartoSciach w K jest regularna. Snop Oy pokrywa
sie ze snopem wszystkich funkcji o wartoSciach w K. Ten zbior algebraiczny
jest zatem izomorficzny z dowolnym innym zbiorem algebraicznym zlozonym
z czterech punktow. Ogolniej:

Dowolne dwa skoniczone rownoliczne zbiory algebraiczne sq izomorficzne.

1.15. Podzbiory analityczne przestrzeni
zespolonych

W przypadku dowolnego ciata K funkcje wielomianowe i ich ilorazy - funkcje
wymierne - mozna traktowac¢ jako odpowiedniki, czy tez zamienniki, funkcji
rozniczkowalnych. Istotnie, kazdy wielomian, i og6lniej kazda funkcje wymier-
na, mozna formalnie r6zniczkowac; z drugiej strony, brak naturalnej szerszej
klasy funkcji, ktore mozna by rozwazac¢ na przestrzeniach afinicznych nad
dowolnym cialem, a tym bardziej brak szerszej klasy funkcji, ktéore mozna by
roézniczkowac.

W przypadku K = C naturalne jest jednak rozwazanie, oprocz wielomia-
now, rowniez wszystkich funkcji ré6zniczkowalnych (w sensie zespolonym).
Funkcje takie nazywa sie holomorficznymi. Dokladniej, jesli W c C" jest pod-
zbiorem otwartym w topologii naturalnej, to funkcje W — C nazywamy holo-
morficzng, gdy dla kazdego w € W funkcja ta jest rézniczkowalna w sensie
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zespolonym lub rownowaznie gdy jest rozwijalna w szereg potegowy zbiezny
w pewnym otoczeniu tego punktu.

Gdy w definicji zbioru algebraicznego zastapimy funkcje wielomianowe
przez holomorficzne, otrzymamy nastepujace okreSlenie: podzbior V.c C"
nazywamy zbiorem analitycznym, je$li dla kazdego punktu a € V istnieje takie
otoczenie W, oraz ukiad h,,..., h, funkcji holomorficznych na W,, ze

Wamv: {ZEWa; hl(z) :0,...,111/(2) :O}.

Dla zbioru analitycznego V ¢ C" oraz podzbioru otwartego U C V funkcje
f U — C nazywamy holomorficzng (na U), je§li dla kazdego a € U istnieje
takie otoczenie W w C" oraz funkcja holomorficzna h na W, ze f|(W nU) =
h|(W N U).

Jesli dla podzbioru analitycznego V C C" i podzbioru otwartego U C V
okreSlimy Oy (U) jako zbior wszystkich funkcji holomorficznych na U, to
otrzymamy snop funkcji na V. Tak jak w przypadku algebraicznym, za zbior
analityczny bedziemy uwazac pare (V, Oy).

Waga tych pojec¢ dla geometrii algebraicznej wynika stad, ze kazdy zbior
algebraiczny V Cc C" jest zbiorem analitycznym, a do badania zbioréw anali-
tycznych mozemy stosowac¢ metody analityczne.

1.16. Snopy, schematy afiniczne

W poprzednich paragrafach zwiazaliSmy z kazda K-algebra skonczenie ge-
nerowana i bez elementéw nilpotentnych, gdzie K jest cialem algebraicznie
domknietym, pewna strukture geometryczna - przestrzen topologiczna ze
snopem funkcji o warto$Sciach w K. Ta struktura geometryczna moze byc¢
przedstawiona jako podzbior przestrzeni K" ze snopem funkcji wyznaczo-
nych przez funkcje wymierne. Jest jednak pare waznych powodoéw, dla ktorych
ograniczenie rozwazan do powyzszej klasy K-algebr jest zbyt krepujace:

PO PIERWSZE, rozpatrzmy przypadek ch(K) # 2 i bardzo prosty morfizm
¢ : K!' — K, okreSlony wzorem ¢(t) = t?. Przeciwobraz ¢~'(a) punktu
a € K! jest opisany rownaniem x?—a = 0. Gdy a # 0, przeciwobraz ten sktada
sie z dwoch roznych punktow i odpowiada mu K-algebra K[x]/(x2 — a). Jesli
jednak a = 0, to przeciwobraz jest opisany rownaniem x2 = 0, sklada sie
wiec z jednego punktu, ale ,krotno$ci 2”. Celowe wydaje sie uwzglednienie
tego faktu i przypisanie temu przeciwobrazowi K-algebry K[x]/(x?2), ktora
zawiera elementy nilpotentne.

PO DRUGIE, przeciecie Vi NV, podzbioréw algebraicznych Vi,V, ¢ K"
opisane jest przez ideal I(V7) +I(V>), ktéry na ogét nie jest radykalny, a wobec
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tego algebra K[x1,...,xn]1/(I(V1) + I(V2)) moze zawiera¢ elementy nilpotent-
ne. GdybySmy sie jednak umoéwili, Ze temu przecieciu przyporzadkowujemy
zawsze K-algebre K[x1,...,x,]/(I(V1) + I(V>)), to moglibySmy uwzglednic
charakter tego przeciecia (,stopien stycznosci”).

PO TRZECIE, kazdemu morfizmowi V — W odpowiada homomorfizm
K[W] — K[V], a zatem pierScien K[V] staje sie K[W]-algebra. GdybySmy
mieli definicje i twierdzenia dotyczace struktur geometrycznych przypisanych
algebrom nad pierscieniami, to mielibySmy teorie opisujaca zaré6wno zbiory
afiniczne, jak i ich morfizmy.

PO CZWARTE, wprowadzone wyzej zalozenia nie pozwalaja na wzajemnie
jednoznaczne wiazanie struktur geometrycznych z ukladami réwnan wielo-
mianowych okreslonych nad dowolnymi pier§cieniami (np. Z), a nawet nad
ciatlami, ktore nie sa algebraicznie domkniete (np. Q i R).

OdpowiedZ na te wyzwania daje stworzona przez Grothendiecka teoria
schematow w swym afinicznym fragmencie. Jej podstawowe definicje podaje-
my nizej.

Zacznijmy od definicji snopa o wartoSciach w pier§cieniach. Ot6z snopem
pierscieni nad przestrzenia topologiczna X nazywamy przyporzadkowanie O
kazdemu zbiorowi otwartemu U C X pewnego pierscienia O(U) (jego elementy
nazywamy przekrojami snopa O nad U), a kazdej parze zbiorow otwartych
U > T homomorfizmu obciecia przekrojow vy 1 : O(U) — O(T), o nastepuja-
cych wlasnosciach:

1. dla kazdego zbioru otwartego U mamy ry,y = ido ),
2. dla kazdej trojki zbiorow otwartych U > T D Z mamy vr,z o Yy, T = ¥U,2,

3. jesli {Ui}ier jest pokryciem otwartym zbioru otwartego U C X oraz dla
kazdego i € I wybrany jest przekroj s; € O(U) taki, ze dla i, j € I obciecia
przekrojow s;,sj do U; N U; sa rowne, to istnieje doktadnie jeden taki
przekroj s € O(U), ktoérego obciecie do kazdego U; jest rowne s;.

Zapewne Czytelnik zauwaza, Zze w analogiczny sposéb mozna definiowac
snopy zbiorow, snopy grup, snopy grup abelowych itd. Dalej sporadycznie be-
dziemy z tych poje¢ korzysta¢, a w ostatnim rozdziale ksiazki rozpatrzymy
doktadniej przypadek snopow grup abelowych.

Jesli O jest snopem pierScieni nad przestrzenia topologiczna X oraz
x € X, to Zdzbtem snopa O w punkcie x nazywamy zbior O, klas rownowaz-
nosci przekrojow snopa O na otoczeniach punktu x, przy czym dwa takie
przekroje uwazamy za rownowazne, gdy ich obciecia do pewnego otoczenia
punktu x sa réwne. Poniewaz przekroje snopa pierScieni nad ustalonym
zbiorem otwartym tworza pierscien, latwo zauwazy¢, ze taka sama strukture
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ma tez kazde ZdZbto takiego snopa. Definicja ZdZbla przenosi sie bez trudu
na snopy zbiorow, snopy grup itd. i w tych sytuacjach zdzbla maja réwniez
taka strukture, jak przekroje.

Podstawowymi przykladami snopow pierscieni sa snopy funkcji, o ktorych
byla wyzej mowa. W szczego6lnosci gdy O jest snopem funkcji regularnych na
zbiorze afinicznym V, zdzbto O,y snopa O w punkcie v € V jest pierScie-
niem lokalnym, tzn. zawiera tylko jeden ideal maksymalny. Jest nim podzbior
ztozony z tych funkcji wymiernych na V, ktore sa rowne 0 w punkcie v.

Jesli mamy teraz dwie pary (X, Ox), (Y,0Oy) zlozone z przestrzeni topo-
logicznych oraz snopéw pierscieni, to morfizm snopow ¢ : (X,0x) — (Y,0y)
okreslamy, podajac przeksztalcenie ciagle (oznaczane tez przez) ¢ : X - Y
oraz dla kazdego podzbioru otwartego U C Y homomorfizm pierScieni

bu 0y (U) - Ox(Pp~ 1))

przemienny z obcieciami. Znowu podstawowych przykladow takich morfizméw
dostarczaja morfizmy afinicznych zbiorow algebraicznych. Analogicznie mo-
zemy okre$lic morfizmy innych typéw snopéw: snopéw zbiorow, grup itd.

Niech teraz R bedzie dowolnym pier$cieniem (przemiennym z 1). Niech
Spec(R) bedzie zbiorem wszystkich idealéow pierwszych pierscienia R z topo-
logia Zariskiego. Wiemy juz, ze baza zbiorow otwartych dla tej topologii jest
rodzina wszystkich zbioréow postaci Spec(R) y = {p € Spec(R); f ¢ p} (str..

Na Spec(R) mozna okresli¢ snop pierscieni O = Ospec(r) tak, by spetniony
byl warunek

O(Spec(R)r) = Ry,

gdzie Ry oznacza pierscien utamkow postaciv/f™ dlar € R, m € N, oraz by
homomortizmy obciecia dla Spec(R), C Spec(R) s byly naturalnymi homomor-
fizmami kg 4 : Ry — Ry. Istnienie tych naturalnych homomorfizmow wynika
stad, ze jesli Spec(R)4; C Spec(R)ys, to g™ = af™ dla pewnych a € R oraz
m € N (por. twierdzenie [1.8.2).

Dowod tego rezultatu nie jest trudny, ale mozolny. Najpierw trzeba wyka-
zac, ze przyporzadkowanie

Spec(R) s — Ry oraz (Spec(R)g C Spec(R)y) — (Kfg: Ry — Ry)

spetnia warunki definicji snopa w obrebie zbioréw postaci Spec(R) y. Najbar-
dziej klopotliwe jest sprawdzenie warunku trzeciego. Nalezy zauwazy¢, ze
w obrebie zbiorow tej postaci warunek ten jest sensowny, bo cze$¢ wspodlna
zbiorow postaci Spec(R)y jest tez tej postaci. Nastepnie trzeba skorzystac
z metody uzytej w dowodzie twierdzen [1.8.1] oraz [1.8.2] Dowod konczy na-
stepujacy lemat, uzyteczny w teorii snopéw (nie tylko pierscieni):
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Lemat 1.16.1. Niech X bedzie dowolnq przestrzeniq topologiczng, a {Vi}ier
jej bazq zamknietq wzgledem skoniczonych przecieé. Kazde przeksztalcenie,
ktore zbiorom nalezqcym do tej bazy przyporzadkowuje pierscienie (lub zbiory,
grupy itd.), a inkluzjom zbiorow nalezqcych do tej bazy - homomorfizmy przy-
porzqdkowanych pierscieni (odpowiednio: zbiorow, grup itd.) w taki sposob,
Ze w tym obrebie spetnione sq warunki definicji snopa, mozna jednoznacznie
rozszerzy¢ do snopa.

Idea dowodu lematu jest jasna. Dowolnemu zbiorowi otwartemu U C X
przyporzadkowujemy pierscien zgodnych rodzin przekrojow dla pokryc¢ zbio-
ru U przez zbiory otwarte nalezace do {V;};er, przy czym dwie takie zgodne
rodziny uwazamy za rowne, gdy ich przekroje po obcieciu do pewnych pod-
zbiorow z {Vi:}ier tworzacych pokrycie zbioru U sa rowne. Okreslenie homo-
morfizméw obcie¢ jest tez oczywiste: jeSli U; D Uy, to przekroje tworzace
zgodna rodzine na U; nalezy obcia¢ do przecie¢ z U, otrzymujac zgodna
rodzine na U>.

Zdzblem tego snopa w punkcie p € Spec(R) jest pierscien lokalny Ry, tzn.
pierscien utamkoéw postaci 71 /12, gdzie 1 € R, 2 € R\ p (zob. [1} Przyktady,
1, str. 501]).

Pare (Spec(R), Ospec(r)) Nazywamy schematem afinicznym (pierScienia R).

Punktem wyjscia do sformutowania definicji morfizméw schematéow afi-
nicznych jest ogo6lna definicja morfizméw przestrzeni ze snopami pierscieni.
Jednak nie wszystkie takie morfizmy chcemy zaakceptowac¢ w szczegoblnej
sytuacji schematow afinicznych.

Ot6z kazdy ogo6lny morfizm ¢ : (X1,01) — (X2, 02) wyznacza homomor-
fizm zdzbet Oy, — Ok, dla x2 = ¢(x1). W przypadku schematow afinicz-
nych zdzbla te sa pier$cieniami lokalnymi i dodatkowo postulujemy, by przy
tym homomorfizmie obraz idealu maksymalnego pierScienia lokalnego Oy,
byl zawarty w ideale maksymalnym pierScienia Oy,. Okazuje sie, ze przy tym
ograniczeniu morfizmy schematow afinicznych ¢ : (X1,0;1) — (Xp,07), gdzie
X; = Spec(R;), i = 1,2, sa jednoznacznie wyznaczone przez homomorfizmy
przekrojow globalnych R, = 02(X2) — 01(X71) = R;.

W ujeciu Grothendiecka podstawowymi obiektami teorii schematow afi-
nicznych nie sa jednak odpowiadajace pier§cieniom schematy afiniczne i ich
morfizmy, ale morfizmy schematéw afinicznych w ustalony schemat S (odpo-
wiadajacy ustalonemu pierScieniowi Rg) oraz ich morfizmy. Takie morfizmy
nazywamy S-schematami.

Algebraicznym odpowiednikiem tej kategorii geometrycznej jest kategoria
algebr nad ustalonym pierScieniem Rg. Gdy w szczegdlnoSci jako S wezmie-
my Spec(K), otrzymamy kategorie schematow odpowiadajacych K-algebrom.
Wsréd nich najblizsze naszym zainteresowaniom sa schematy odpowiadajace
algebrom skonczenie generowanym (nad K). Dla takich algebr R = K[a,,...,as]
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schemat Spec(R) oraz zbior Spec,, (R) niosa te sama tre$¢ matematyczna, gdyz
kazdy zbior otwarty U C Spec(R) jest jednoznacznie wyznaczony przez swe
przeciecie z Spec,, (R).

Jesli algebra R nie ma elementéw nilpotentnych, to Spec,,(R) z tym obcie-
tym snopem jest afinicznym zbiorem algebraicznym. Wobec tego jesli R jest
skonczenie generowana K-algebra bez elementow nilpotentnych, to Spec(R)
Ze swym snopem pierScieni wyznacza i jest wyznaczone przez pewien zbior
afiniczny ze snopem funkcji regularnych. Jesli jednak w R sa elementy nil-
potentne, to w dalszym ciagu Spec(R) wraz ze swym snopem pierScieni jest
pewnym obiektem geometrycznym, ktéry mozna bada¢ podobnymi metodami
jak zbiory afiniczne.

Uwaga. Moze sie wydawac, ze rozszerzenie naszych rozwazan na dowolne
piersScienie i przyporzadkowanie im struktury geometrycznej, jaka jest spek-
trum, nie moze by¢ owocne, gdyz od samego poczatku podstawa naszych
rezultatow bylo twierdzenie Hilberta o zerach, prawdziwe jedynie dla skon-
czenie generowanych algebr nad ciatem algebraicznie domknietym.

Wrazenie to jest jednak falszywe. Rzecz w tym, ze kluczowa dla naszych
rozwazan wersja D twierdzenia Hilberta o zerach mowi, ze dla kazdego ide-
alu I rozpatrywanego tam pierscienia, cze$S¢ wspolna wszystkich idealow od-
powiadajacych punktom zbioru algebraicznego wyznaczonego przez ideat I
jest rowna radykatowi ideatu I. Ot6z dla spektrow analogiczne twierdzenie tez
jest prawdziwe, bo czes¢ wspodlna wszystkich ideatow odpowiadajacych punk-
tom podzbioru w spektrum wyznaczonego przez ten ideal to czeS¢ wspolna
wszystkich ideatow pierwszych zawierajacych ideat I, a zatem radykat ideatu I
([1l, stw. 1.14, str. 18] lub [2] wniosek (1.1.5), str. 12]). Zreszta wspominaliSmy
juz o tym poprzednio.

Dla kazdej pary schematow, ogolniej: dla kazdej pary morfizméw w usta-
lony schemat S, powiedzmy 71 : V — S, T» : W — S, mozna okresli¢ ich
iloczyn V x¢ W jako morfizm w S wraz z dwoma rzutowaniami 7r;, 1, ktory
ma wiasnos¢ uniwersalng (**) wprowadzona w

Odwotywanie sie tu do definicji iloczynu zbioréw afinicznych jako iloczy-
nu kartezjanskiego okazuje sie w teorii schematow bezsensowne i dopiero
teraz wida¢ sens przyjecia wlasnos$ci uniwersalnej za definicje. Mozna udo-
wodnic

Twierdzenie 1.16.1. DIla dowolnych dwdch S-schematow Xi, X, istnieje ich
iloczyn X7 xs Xo.

Aby to wykaza¢, nalezy wzia¢ spektrum iloczynu tensorowego algebr wyznaczaja-
cych te S-schematy.
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Dla dowolnego pierScienia R elementy nilpotentne w R tworza ideat N(R).
lloraz Rieq = R/N(R) nazywamy redukcjq pierScienia R, a jego schemat afi-
niczny Spec(Rreq) nazywamy redukcjq schematu Spec(R) i oznaczamy przez
Spec(R)req. Schemat nazywamy zredukowanym, gdy jest identyczny ze swa
redukcja. Kanoniczny homomorfizm R — Ryeq Wyznacza morfizm schematoéw
Spec(Rreqd) — Spec(R).

Morfizm redukcji ma wlasnos¢ uniwersalna (wzgledem wszystkich morfizmow sche-
matow zredukowanych w Spec(R)).

Pojecie schematu wiaze z kazdym pierScieniem przestrzen topologiczna
ze snopem pierScieni. W przypadku klasycznej geometrii algebraicznej jest
to zwiazek K-algebr skonczenie generowanych bez elementéw nilpotentnych
oraz afinicznych zbiorow algebraicznych. Tu podstawowym obiektem naszych
zainteresowan sa geometryczne wlasnosci zbiorow algebraicznych, a metoda
badawcza polega na interpretowaniu tych wlasnosci w terminach wtasnosci
algebr i sprowadzaniu problemoéw geometrycznych do algebry.

Teoria schematéw pozwala jednak réwniez na dzialalnos¢ odwrotna -
badanie dowolnych pierscieni przez sprowadzanie problemoéw algebraicznych
do problemoéw dotyczacych przyporzadkowanych im struktur geometrycz-
nych (schematéw). Mozliwosci te wplynely bardzo istotnie na rozwoj teorii
liczb i wyr6znienie dzialu zwanego geometriag arytmetyczna. Podstawowy-
mi algebraicznymi obiektami badan sa tu skonczenie generowane Z-algebry
(w tym pierScienie elementéw calkowitych w skonczonych rozszerzeniach
K D> Q) oraz obiekty geometryczne, jakimi sa schematy tych algebr.

W dalszym ciagu ksiazki bedziemy rozwija¢ przede wszystkim teorie
zbiorow algebraicznych. Jednak od czasu do czasu bedziemy tez wspominac
o wersjach i paralelach arytmetycznych, mieszczacych sie w ogolnej teorii
schematow.

Przyporzadkowanie kazdemu pierScieniowi R jego spektrum (Spec(R), Ospec(r)),
a kazdemu homomorfizmowi pierScieni ¢ : Ry — Ry morfizmu

¢™* 1 (Spec(R2), Ospec(r,)) — (Spec(R1), Ospec(r,))

jest funktorem kontrawariantnym. Funktor ten okresla rownowazno$¢ kategorii dualnej
do kategorii pierScieni oraz kategorii spektréw pierScieni. Wobec tego mozemy zde-
finiowa¢ kategorie spektrow pierScieni jako kategorie dualna do kategorii pierScieni,
pozostawiajac na boku kwestie geometrycznych interpretacji obiektéw i morfizmoéw
tej kategorii, ale przyjmujac, ze kategoria ta, jako kategoria do dualna do kategorii
algebraicznej, ma charakter geometryczny. W ten sposob otrzymujemy pare wzajemnie
dualnych kategorii. W jednej z nich dostrzegamy charakter algebraiczny, a w drugiej -
geometryczny.

Kategoria pier$cieni, o ktorej tu mowa, to kategoria pier§cieni przemiennych z je-
dynka, a zatem pelna podkategoria znacznie obszerniejszej kategorii wszystkich (takze
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nieprzemiennych) pierscieni z 1. Nic nie stoi na przeszkodzie, by rozwazac¢ jej kategorie
dualna i traktowac jej obiekty oraz morfizmy tak, jak gdyby mialy charakter geometrycz-
ny, oraz ten charakter ujawniac i opisywac. Takie obiekty nazywane sa algebraicznymi
zbiorami kwantowymi. Idee te w ostatnich dziesiecioleciach zafascynowaly wielu wybit-
nych matematykow i doprowadzily do powstania i rozwoju nowej galezi matematyki,
zwanej geometriq algebraicznq nieprzemiennq.

Istnieje tez wersja topologiczna tej teorii (w odréznieniu od powyzszej, geome-
tryczno-algebraicznej). W tej wersji rozwaza sie najpierw kategorie zwartych przestrzeni
topologicznych i dualna do niej kategorie przemiennych C*-algebr z 1. Kazdej prze-
strzeni zwartej odpowiada tu C*-algebra (z 1) wszystkich zespolonych funkcji ciagltych
okreslonych na tej przestrzeni (z norma wyznaczona przez kres gorny modulow wartoSci
i operacja * sprzezenia zespolonego). Nastepnie kategorie przemiennych C*-algebr z 1
traktuje sie jako podkategorie kategorii wszystkich (na ogél nieprzemiennych) C*-algebr
i kategorie dualna do tej kategorii traktuje sie jako geometryczna kategorie przestrzeni
kwantowych. Uzycie stowa ,kwantowy” wiaze sie z pewnymi nadziejami, jakie kiedy$
taczono z zastosowaniami fizycznymi tych teorii.

Zadania

1 NiechK cL cK(ay,...,a,) bedzie wieza rozszerzen cial. Udowodnij, ze
ciato L jest skonczenie generowane nad K.

2 Niech R bedzie podpierScieniem ciala L i niech & : R — K bedzie homo-
morfizmem w algebraicznie domkniete ciato K. Niech a € L \ {0}. Udowodnij,
7ze & mozna rozszerzy¢ do homomorfizmu R[a] — K lub do homomorfizmu
Rla~'] — K. Wskazowka: Najpierw udowodnij, ze mozna zatozy¢, iz pierscien
R jest lokalny, a jego idealem maksymalnym jest ker . Potem wykaz, ze jesli
homomorfizmu « nie mozna przedluzy¢ na R[a], to element a~! jest calko-
wity nad R.

3 PierScien R nazywamy pierscieniem Jacobsona, gdy kazdy jego ideal pierw-
szy jest czeScia wspolna idealéw maksymalnych. Udowodnij, ze jeSli R jest
pierScieniem Jacobsona, to kazdy pierscien skonczenie generowany nad R jest
tez pierScieniem Jacobsona.

4 Udowodnij, ze jeSli R jest pier§cieniem Jacobsona oraz pierScien

Rlai,...,ay] DR

jest cialem, to R jest cialem, a R[aq,...,a,] D R jest rozszerzeniem algebra-
icznym. Wyprowadz stad twierdzenie Hilberta o zerach.

5 Niech V c K" bedzie zbiorem afinicznym i niech f € K[V]\ {0}. Udo-
wodnij, ze zbior Vy jest (izomorficzny ze) zbiorem afinicznym.
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6 Przyjmij, ze ch(K) # 2, 3. Dla jakich warto$ci parametru a € K istnieje
niestaty morfizm ¢ : K! — C,, gdzie zbior C; C K? jest opisany rownaniem
x% - x%’ —a = 0? Nastepnie przyjmij K = C i narysuj na ptaszczyznie R? cze$¢

rzeczywista krzywych Cy oraz C;.

7 Niech ¢ : K! — K™. Udowodnij, ze ¢p (K1) = p(K1).
8 Wykaz, ze morfizm ¢ : K! — K? okre$lony wzorem
P(x) = (x(x —1),x%(x - 1))

zlepia punkty 0,1, a na pozostalych jest r6znowarto$ciowy i przeksztalca
prosta K! na krzywa o réwnaniu xij’ - x% + x1x2 = 0. Przyjmij K = C i narysuj

na plaszczyznie R? cze$¢ rzeczywista tej krzywej.

9 Znajdz taki morfizm ¢ : K? — W, ze ¢ jest izomorfizmem na wtasciwy
podzbidr otwarty w W.

10 Czy istnieje morfizm hiperboli x;x, = 1 na K!? Czy istnieje morfizm
prostej K! na hiperbole? Czy istnieje morfizm zbioru V opisanego rownaniem
x?x% + x3x4 = 1 na K'? Znajdz podzbior domkniety w K2, ktérego obraz przy
rzutowaniu na o$ x; jest rowny calej tej prostej bez czterech punktow.

11 Znajdz taki morfizm ¢ : K? — K*, ktory przeksztatca hiperbole x;x» = 1
w punkt (0,0,0,0), ale na dopelieniu tej hiperboli jest przeksztalceniem
roznowarto$ciowym.

12 Znajdz taki morfizm K2 — K6, ktory zlepia dwa punkty (0,0), (0,1), a na
pozostalych punktach jest r6znowartoSciowy.

13 Czy produkt dwoch hiperbol zawiera podzbior domkniety izomorficzny
z prosta K1?



