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Multiplication par un entier
d’une fraction continue périodique

par

Huwri Commw (Talence)

§ 1. Iniroduction et notations. Soit # un nombre rationnel. I1 posséde
denx développements en fraction continue:

z = [agy ..., ay] = [tgy .., ty—1L, 11,

ot @; 1 pour ¢ > 1 et @, > 2. _

Nous poserons ¥ () = n; soit L(x) le nombre de termes de la fraction
continue représentant # de longueur impaire, et soit [[#]] cette fraction
continue. On a done L(x) = ¥(z)+1 —[—s{h"(w)f olt &(n) = {1-(—1)"‘)/2.
Remarquons pour la suite que ¥ et L sont des fonctions définies sur.
/7. |

Soit maintenant » un nombre quadratique, ¢’est-i-dire une racine
réelle non rationnelle d*une équation du second degré & coefficients entiers.
Le développement en fraction continue de x est périodique, eb on éerira:

@ = [DoyBrgovny by Gry ooy Gn]  8VEC Gy, b1 pour 4221

(byy ..+, by) esh la partie non périodique et (ai, ..., a,) 18 période.
Nous poserons P(x) =n; si on éorit
[a’h"-:a‘ﬂ] 2“/7}! [alr"':anmlj Sﬁlls
%

avee (a,y) =(8,8) =1; »,6=0, on a ad—;éy = (~1)* et la matrice

M == (;j g)e(}b2 (Z) sera appelée la matrice du nombre quadratique @,

o encore la matrice’ de la période (a,, ..., a,) ou de la fraction continue
[a'l: A @n]- ] ’
foit N > 1 un entier. Dans [4] M. Mendés France démontre que:

sup (¥ (Nu)[¥ (@)} = sup L(i/N)
26) [\B4 i)

et il trouve méme pius précisément la valeur de spup W Nx),
¥(z)=n .



Tei nouy considérons le probleme analogue oll @ -esb remplacé par
Pengemble @ des nombres quadratiques et Ia fonetion ¥ par la fonction
période P. Nous eherchons & évaluer la quanfité:

' S{N,n) = Sup P (Nz)
Plm)=n
don’r nouws redémontrons existence (cf. Schinzel [5]).
Remarquons en passant que si on pose.

: &
SN, n) = su VP(W--)
’ ) P(m)fn N
Ol & :

N 1
S'(N,n) = sup P (~—) = FUP P{N-——) = gup P{no)
D{g)=n &% Plu)en o P(lfz}e=n

= Jup P(,Z_\Tm) = J(NV, n).

Play=n
De plus nous montreny Uexistence de la guantité
R(N) = sup (S(N, n)/n) = sup(P(Nw){P(z)).
nzl Led) :

Nous obtenons la valenr exacte de B(X) pour une infinité de N, et nous
conjecturens la valeur de Z(¥)} dans tous les cas. Une partle des réguliats
démontrés el ont ébé cités dang I. Cohen [1]:

§ 2. L'algorithme fondamental. Noug untiliserons Palgorithme de [4]
pour multiplier nne fraction confinue par ¥. Nous 1’énongons SOus e
forme légérement différente, facilement déductible de [4]:

TrgorkM®E 2.1, S0t @ == {0g,:.., G, ...] un nombre rdel. Posons
e = (1[N [eg, dgpny o] Alors pour touwt k=1 on a:
. = [[[%/do]]; (Le/du1]s : flep_1/dially cnldy “J“l/d?cmfc—l-ll
ot -
g = Nag, dy = 1,
Cpp1 = 6lcw?a+1 + (N/d‘k) (Gk/aiﬂ)_lr
Ay = N0y,
Oy = (Cry dg),
ot Vimverse (¢,/8,)7" est pris modulo (d,/0,) et vérifie:
- d.’c/aln < (ciﬁ/ak)wl <0 .
(sl O = 0 on & &, = dy, done (d,/8;) = 1 efi donc dans ce cas (0,/d,)"" = 0
véritie bien (0g/8;)(6p/8,) ™" = 0 = 1 (mod(d,/8))).
Remarque 2.2, Les relations de récurrence (1) montrent immédia-
tement que-¢,/d, > —1 pour k= 1. Il en résulte que les coefficients de

(1)

« -

la fraction comtinue [[[eo/dyl], -+, [[€4.1/d,_;]]] sont tous plus grands ou
égaux &4 —1. Te théordme 2.1 ne fournit donc pas toujours un dévelop-
pement en fraction continue régulier (i.e. avec des fermes > 1) de Nu.
Toutefois, 1a proposition suivante montre que 'on peut utiliser le théo-
réme 2.1 pour majorer la périodse de P (Nw) quand z est un nombre gua-
dratigue:

Prorosrrion 2.3. Si @ est un nombre quadratiqus, le développement
en fraction continue fourni par le théoréme 2.1 est périodigue et converge
vers Nu quand k—oo. De plus sa période est supérieure ou égale & P{Nx).

Démonstration. Soif @ = [by, ..., by, 61, --., @,] 16 développement
en fraction continme de ». Eftudions algorithme pour % > m (au-deld
de b,,). 8i A = sup ay, on a —(N/§)< ¢, << &, 4 done en p‘mrticulier

1isn

—N < ¢, < NA; d’autre part 1 < d, < N, Enfin il 0’y & que »n résidus
possibles de k (mod n), correspondant & la période a,, ..., a,. En résumé
i o'y a gu'un nombre fini de valeurs possibles pour le triplet (e, d,
k mod n) et au plus #.¥* (A +1). I régulte done immédiatement des récur-
rences (1) que le développement du théoréme 2.1 est périod_ique, de période

inférieure ou égale & nN“’(A +1) sup L(¢/NV). Bien str ceci est un trés
osi< ¥

manvais majorant; seule 'existence de la périodicité nous intéresse ici.
Iragsertion de convergence de la proposition 2.3 est val&ble pour
tout nombre réel @: en effet, si dans I'égalité:

Na = ’[[Gol‘dn]]r [lesfdi 01, -5 (R fdia 115 Cnfdy ‘}‘l/d?cmkg]
on fait fendre le coéfﬁcient o, vers Pinfini, on a @,,,— o0 et done
Nlagy Gy -eny ak] = [[[cu/du]:i: sy [[Gk—lldk—l]:i, [Lexs d}c]]]

et quand %-—+oco le premier membre tend vers Na, donc le developpement
donné par le théoréme 2.1 également.

Eerivons done No = [by, ..., by @, - ,m,,,] ott les b;, a; sont don-
nés par le théoréme 2.1 et Vérlflent donc a;> —~1, b;» --1 pour 4= 1.
Dans [4] M. Mendéﬁ Franece démontre que si:

Y = [0y, ..., @y, 2] est un développement fourni par l’algorlthme
duo théoréme 2.1, aveo zeR quelcongue, alors on peut réécrire ¥ sous la
fonne J = [, ..., Gy, #] avec cetbe fols-ci en développement régulier,
e af > 1 pour i1, et n'' < n'. La convergence du développement
de Nwo joint & ce réspultat montre dome que n' 2 P(N#z)}, d’olt la propo-
gition 2.3, :

CororrAtes 2.4. dppelons P’ (Na) lo période du développement fourni
par le théoréme 2.1. Alovs:

S{N,n) = sup P(Nz) = sup P'(Nz).
Pipy=n . Plz)=n



Démonstration. On a sup F(Ne) < sup P'(Na) 'd’aprés la pro-
P(x)=n Fle)=n

position 2.3. Réeiproguement les relations de récurrence (1) montrent

que 6, = Gy —N eb dp, <N, donc on en déduit que si @, > 2N pour

tout k, le développement fourni par le théoréme 2.1 est régulier. Done:

sup P(Nz)z sup PNz = sup P'(Nx)= sup P'(Nw)
Payesn - P(z)=n Pr)e=n Piry=n
(Va2 ) (v >2.)

la dernidre égalité provenant du fait que la longneur de la période du
développement donné par le thécréme 2.1 ne dépend qune des cocfficients
a;, {mod V) comime on le voit aisément. Dol le corollaive,

Remarque 2.5, On déduit du corollaire 2.4 que le probléme du caleul
de S(N,n) pour N et n donnés revient & un caleul fini. Bn effet, on peat
utiliser le développement du théoréme 2.1, ef d'autre part la Jongueur
de la, période fournie par ce développement ne dépend que des coefficients
(mod N). Il n’y a done que N™ nombres i considérer pour calculer

8{N, n). Bien entendu oecla deviendrait fastidieux pour # ou N grands. .

§ 3. L’espace Py. I nous faul maintenant étudier les réeurrences
(1) de plus prés. Quand N est un nombre premier, on obtient une simpli-
fication notable du fait que d;, est toujoms égal & 1 ou &. Il n’en est plug
ainsi lorsque & est queleongue, et les caleuls directs semblent impossibles.
(Pest pourquoi nons allons transposer ces récurrences & un nouvel espace,
Py, dans lequel nous les traiterons beaucoup plus facilement. _

Géométriquement, Py est la droite projective sur Z/NZ. Comume
cette notion n’est peut ére pas trée familiére quand N n'est pas premier,
j'en rappellerai les définitions et propriétés essentielles.

Posons H = {{a, b)eZ x | P.G.C.D.(a, b} = 1}. Soit £, la relation
définie sur # par

(a0, B) By (a, b'}s-ab’ = ba’ (mod N).

On vérifie que Ey est une relation d’équivalence sur F (maiz pas
sur Z x Z tout entier) et om pose:

PN —_ E/RN'

D’autre part il est facile de voir que les éléments de GL,(ZY opérent sur
- Py par passage au quotient par Ry. Les applications (bijectives) de Py
dans Py qu’ils définissent, s'appellent les homographies de Py,

ProposTrIon 3.1, Seit I'(N) le groupe des matrices de GL,(Z) qui
deviennent scqlaives modulo N :

T(N) = {(;‘ ﬁ)EGLg(zn f=y=a—38=0(mod N)}.

"
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On o alors une swite exacte de groupes:
1= (V) 25 Gy (2) B Aub (Py)—> 1

ot Aut{Py) désigne le groupe des homographies de P .
Démonsgtration. Par définition, p est surjective, 7 est injective.
Calecnlong le noyau de p: o

a By -
(}, 6) eKerp

Bl et seulement si:

(;‘ §) (‘;)R\(ﬁ pour tous (a, b) <,
soit:

yorR+ (0 —a)ab + % =0 (mod ¥) pour tout («, b)<H.

Mettant sucoessivement a =1, b=0; a =0, b =1; a =1, b =1,
on - obtient la proposition.

Nous noterons désormais par —  le passage an guotient par By .
Il est elair gue Papplication a»ﬁ) définit uwne injection canonique de
Z/NZ dans Py, et nous identifierons Z/NZ 4 un sous-ensemble de Py
grice & cette injection. -

Enfin 8i ¢<Z et wePy, nous noterony a+u"' ou o+1/u, le résultat

de Taction de (_Cf é) sur w dans .Pl{,.

Proposrrion 3.2. Un systéme de veprésentanis de F (mod Ry) est
Jowrni par Uensemble des couples (a, ¢} d’entiers positifs tels que:

(%) (a,0) =1, ¢|N,

& ?rend UNG fo.vls toutes les valeurs modulo N Je telles que (@, ¢) = L. _
Pour démontrer cette proposition, démontrons d’abord un lemme:
Lemye 3.3, Soient a, b, ¢ trois entiers tels que (4, b) = 1. Il emiste

A entier. tel que (@b, ¢) = 1. :

En effet, on voit aigément que 1= [] p convient.

» premier

plepta o
Démonstration de la propesition 3.2. Boit (o, b)ePy, avec

{a', b) e ll. Posons d = (b, N). 11 exigte alors A, B tels que:

&

BA(N/d)+A-(b')d) =1

»

et lengernble des valeurs de 4 possibles est défini modulo ¥/d. Puisque
{4, ¥/d) =1, on peut appliquer le lemme 3.3 et on voit done qu'il est
possible de choisir 4 tel que (4, N) = 1 (et done en particulier (4, d) = 1).
On vérifie facilement que le couple (a, ¢) = (a’d, d) vérifie (a, ¢) = 1,

2 — Acta Arithmetica XXVI, 2
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6| N. De plus si (a,¢) = (@, ¢') avec ¢|N, |V, (a,6) =1, (a,0) =1,
ol a a¢’ = ea’ (mod N) et done puisque (a,¢) = (a’, ¢') =1:

- a¢ = ¢’ + AN entraine ¢ |ca’,

done ¢ |¢ et de méme ¢|¢'; done ¢ = ¢, et on a done a = &’ (mod N/e),
dolr 1a proposition.
ProposITION 3.4. On o

1
Card Py = NH(lml—w—).
I p

Démonstration. D'aprés la proposition 3.2, pour un ¢ donng,
a peut prendre une fois (mod N /¢) toubes les valeurs telles que (a, ¢) =1,
done tioutes les valeurs premiéres i (¢ N/fe). Pour chaque ¢ il y a done

e((e, Nfe) T NICTG/ représentants,
done: .
AP — Sol _ v

On.vérifie par les moyens habituels que f(N) est multiplicative, et d’autre
part que f(p°) = p*+p° !, d'ol la proposition.

Nous allong maintenant construire une application @y: Py-+Q/Z
grice & laquelle nons transposerons dans Py les récurrences (1},

ProrodITION 3.5. Il ewiste une application

Dy Py Q |7
définie de la fagon suivante: si (@, ¢)eH, ¢|N on a @N((a, ) = af(¥ o)
(mod 1). Son image est Densemble *des mombres rationnels a/N (mod1)
avee 0 < a < N.

Démongtration. La proposition 3.2 montre que &i (a, ¢) = (a’, ¢')
avee (a,0) = 1, (&', ') =1, ¢| N, ¢/| N, onac¢ =¢ et a=a (mod N/jec) done
af(N/je) =o' [(F/e'} (tnod 1), d’oll ’existence de Vapplication. Le reste de
la proposition résulte du fait que Dy((e, 1)) = a/N.

Nous pouvons mnaintenant terminer le prorrra,mme gue nous nous
gommmes imposés au début de ce paragraphe, i.e. transposer & P les
récurrences (1): '

THEORBME 3.6, Gardons les notations du théoréme 2.1. Soit (uy) la
suite déléments de Py définie par '

(2) Uy :(1JN)?
Alors on a: '

- ~1
Wrpr == Qgopy U

U == (85, N“:/_di—)

icm
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ol (e, Nld,) el & e,
P (wy) = /) {mod 1)

Démongtration Pourk — 0 on abien d, — 1 et g, =
(mod 1). Supposons maintenant & > 0 ef que:

= ¢, (mod d), ou encora:
pour fout k=0
1 =g = Na,

Uy, == (o, N/dy),
Par définition, on a:
gy = (O 6+ N [y, 61).

(6, N/dy) =1 et &, = o (mod d).

Pair”hypothése de récmrrence, on &: ‘
(€ry N) = (g, N [dy) (6rs i) = (e, i) == (O, @) = 0.

Comme dans la démonstration de la proposition 3.2, soit 4 un entier
tel que:
On a alors (ef. proposition 3.2):

ey = (A (B0 N dy), 8z) -

" D'antre part A(ck/ék =1 (mod (d/6;)) puisque dp | N et &, = e (mod d,c),

done A = (e/8;)7" (mod (d[8y)-
Par ailleurs Ae, = §, {mod N), done en définitive:

Aty &+ N[d) = oy 8-+ (0/ ) (F /) (mod (18}

et la théordéme 3.6 résulte immédiatement des récurrences (1}).

Le théordéme 3.6 montre done l'ufilité de l'egpace Py qui a réduit
les récurrences (1) & la réeurrence (2), beauvcoup plus maniable, et qui
peut encore s'écrire: :

uoo 1
|Gy + @gn +...+ loy (mod N).
§ 4. Application au caleul de P(Nz). Revenons maintenant & notre
probléme initial qui est de calouler P (Nw). Nous avons le théoréme suivant:
THEOREME 4.1. Soit & = (bo; -y by @y ooey 4,1 un nombre quadra-
tigus, M la matrice de m. Soit (U, o suite d'éléments de Py associde au
nombre ¢ par le théoréme 3.6, el posons ¥y = ty,; pour j = 0. Soit A,(M)
= Jo(N, M) le plus petit entier > 0 tel que MM (N}, Alovs:

P/ (Na) divise L(Dy (vy))
i 1shandg(N, M)

(3) Uy =

8t en particulier:

4 P(No} <

L(Dy(vy).
1<kERE(N, M) :
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Démonstration. Posons ay,,. =@, pour 1<<h<n of 1> 0. Le

théogréme 3.6 montre gue:

RN ' 1 1]
v, = -} _—
_h' ’ I R R e R Y
Bi &, est le iﬂus petit &> 0 tel que By, = Vo &b 7| kg, alors 1 est clair

QU Tpuer, = ¥ POUr tous b, k done 1w, est périodique de période k,. In-
versement, i 9, = ¢, €6 b = &' (mod n), les homographies étant bijectives
dans Py on en déduit v, _p = o, D’antre part, s v, = 2, on déduit aveo
les notations du théoréme 2.1 que dy 1, =@, €0 G um = 0y {mod d,,)
et qui entraine comme on le voit facilement:

Bpgrmis = Omsgr  Crgims = gy POUT 0T o= 1

et done la périodicité des () est -équivalente & celle dos (s, Gyl
Enfin la théorie formelle des fractions continues montre que vy, == M {v,)(Y)
at done vy, = M*(p,}, Lol le théordme 4.1.
COROLLATRE 4.2,
S{N,n) = sup

Medl 1 <leainig! N, M)

L(djN(”k))

ol 4 désigne la fomille des motrices d'une période de longuewr n.

Démonstration. Cela résulte immédiatement du théordme 4.1 et
du covollaire 2.5, sachant que les a; peuvent &tre changds d*un multiple
arbitraive de ¥ sans changer la périodicité des (w).

On peut déjd déduire du théoréme 4.1 un execellent majorant pour
8(N,n) et B(N): ' _

TaEoREME 4.3. S(N,n) e R(N) existent, e on a:

BN, n)<n Y D(dygw); BN < D Lidy(w).
’ e py wel pr

, Démonstration. Il suffit bien entendn de démontrer la premidre
inégalité. Dans la démonsiration du théoréme 4.1 nons avons vu gue
v =D eb k =Lk (mod n) entraine vy, = vy, Il en résulte que pour
0 A< (N, M) les Vipi AVEC k fixé sont des Gléments distinets de
Py, done: .

8(N, n) < sup N L{Px(w)) = sup N

P
Med 1s:k~’wlD(N 1) Mol | im0 <A< ag N, 1)

< sup ZL@NM)_wz L (Do (26)).

Meall 1 Zireon “ePar wePpy

xi ((Jj N ('UMH-IG))

On déduit par exemple du théoréme 4.3:

(*) rappelons (cf. §3) que les fléments de GL, (%) opirent sur Py par passage
au guotient par Ry, . . '
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CoroLLARE 4.4. Soit p un nombre premier. Alors:

e %
o o)< 3 p(f)e 3 opf);
iazp® AP oa<pt=l AP
(b) R(2)< 5 (5), R(3) <8 (8), R(4)< 14 (14), B (5) < 16 (15),
Ii(6) < 28 (28), B(7)< 24 (24), R{8) < 36 (26), R(9) < 36 (36)
ot les mombres entre parenthéses indiquent les vraies valewrs.

On voit done gue les majorants donnés par le théoréme 4.3 semblent
&tre trés proches de la vérité. Noug verrons d’ailleurs (théoréme 6.1) que
ces majorants donnent la vrale valeur pour une infinité de couples (N, #)
pour §(N,n), pour une infinité de N pour RE(N).

§ 5. Etude de 2, (N, M). Pour obtenir une amélioration des majorants
du théoréme 4.3 il faut étudier plus en détail ls nombre A,(N, M).

ProposrTION b1, MPeD(N)<dy(N, M)|A.
Démonstration. Il est clair que si M eI'(N) et M” eI(V) alors
lL,[AJ.--}—BA‘ — (‘Mz)A(MA’)BEP(N)
done Pensemble des A tels que M*«I'(N) est un sous-groupe de Z, égal
a A (N, M) Z

PROPOSITION 5.2. (N, N’} = 1 =1,(NN', M) = [A,(N, M), A, (¥, M}].

“(Tei {a, &) signifie bien str le P.P.C.M. de « et b.)

Démonstration. D'aprés In proposition 6.1, on a:
M eI'(NN')<M*eD(N) et B (N')eAy(N, M)A et 1,(N', M)A

d’olt la proposition.
Cefte proposition montre done qu’il suffit d’étudier i,(p°, M) avec
p premier. Le théordéme guivant résume les résultats sur ce nembre (2):

TugoriME 5.3. Soit p un nombre premier, M = (;’ 'g)eGLZ(Z) avec
ad-—fy =& = (—1)" Posons: ‘

D(M) = D = (a—0)*+4y = (a4 6 4(—1)
Alors M e '[Ny (i.e. Ao{p%)|2) pour les valewrs de A donndes par les tabloaus

= (a+8)2—de

D
sudvants, o (m) est le symbole de Legendre—J acobi (*):
» .

(®) Le cas & = 1 esd traité dang Lebier [3]. Powr la commodité du lacteur nous
donnons la démonsiration du ecas général, qui est certainement classique.
(*) Nous n'utiliserons eo synibole qu'avee D au numérateur; ne pas confondre

[p—1 +1
avec (pz ) oun (p; ) par exemple,
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{a) s p>2

-1 _ .
7 (P2 ) impair p* ].(]? —1) /\/ P p 1)
| poiy o1 _P;{) s H(wl)
I n(z)paw p(2 P ¥ B
(b) st p =2-
' D
) (——) = —1 (.e. I} =D (mod 8)):
D
§ =1 § =2 s> 3
} - impair 3 6 3.9
| n pair 3 3 5.287%
D ' '
8t ("17) = 0: s D =0 (mod 8) 2°
i =4 mod8): 2 s s=12"" s =2

Démonsgtration. (a3) Remarguons d’abord qus » (P ) impair

implique n impair et p =3 (mod 4), donc D = {a+8)*-+4 = 0 (mod p) .

est 'impossible car sinom —4 serait résidu quadratique (mod p). Clest

D
pourguol la case: n (p—z—) impair et <?) = ( n’exisfe pas.
Nous poserons:

T =(a+8)/2, 4=T"—c=DH

et enfin:
Pyrlle) = #(I) = (' + }/Z)"H(T-HVZ)’“)/E% V4,
() = 5(8) = (T + VAV (T~ V2.
BEnfin pour toute ma.triqe S eGL,(Z) nous poserons:

5= 58 Sl

icm

LuMuE 5.4. On o pour tout b enlier:

o-—0

a(M?) = s(k) + r(k),  B(M*) = pr(k),.

(B)
“:‘S-w(k).

-t

v(M*) = yr(k}, (M) =s(k)—

BEn partioulier si M<I'(p®) mais M ¢I'(p"t), pour tout s = a
MEeI'(p*) <> (k) = 0 (mod p°~7).

Démonstration. Tl est facile de voir gue {5) est satisfait pour
kE = 0 et 1. D’autre part 'équation carachéristique de la matrice M est:

MP—2T- M4el, =0,

les deux membres des égalités de (B) vérifient dene la relation de récur-
Tence: ' »
Uy, — DTy - 8Uy_g = 0.
Par suite (5) est vrai pour tout k. Le reste du lemme résulte facilement
des définitions. ' . '
Lisvvk 5.5. Le théoréme 5.3 est vrai pour p > 2, 8 = 1.

Démonstration. En utilisant le développement du bindme on voit
que

r(p) = AP (med p), s(p)=1T (mod p).

(Des . congruences faisant interfenir A ¢t T seront considérées comme
étant dang Z71).) Il en résulte que:

> .
(i) sl (?) = 0, alorg r(p) = 0 (mod p}, d’olt le lemme dans ee cas;

¥
(i) si (?) = 1, AP = 1 (mod p), done. M” = (a

ﬁ) (mod p) et
v 8

done ¥ =1, = (“:; 3)61”(1}).
Si de plus »((p—1)/2) est pair, on a:
a(lyf(pwl)lz) 5(M-(p—-1)lz) _‘B(M(p—llfz) y(M(;a—l).’z) = _1)n(r17~1).'2) =1
et d’auntre part, puisque MP' == (MO
a2{ P2y _I_'g(M(p——l}fﬂ)g,(lpf(zn~1)f2) = 1 (mod p)
d’olt en ajoutant: .

a (M@0 (a(M(za—l)lz) . 5(];1'(P~—1)n'2)) = 2 (mod p)
et done: |
a (M@= L 5 (M) £ 0 (mod p).
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Or par définition, puisque M¢/'(p) (sinon (—p—) = 0) on a:

Fp 1) = 2 (l’zll_)s(?_;l) - ,(%ﬁl) (e M=) 4 5( pe-1)8))

= 0 (mod p)
done d’aprés ce gui préedde:

» (ﬂ;.l_) = 0 (mod p)

Q’ont lo lemme dans ce cas.

D
(iil) Lie cas (m) = —1 ge démontre de facon analogue en rempla-
¥y

gant p—1 par p-+1. _
L 5.6. Soit v, (@) lo veluation p-adique de o (i.6.: p*» |z mais
Pt kg, Supposons que p|D(M). Alors pour § 2 0:

vy (rar (1)) = 5. )
Démonstration. (Pest vral pour s = 0 trivialement. Pour § = 1,
on a:
Ta(p) = pT®~" (mod p*) puisque p|D(M}.

D’autre part puisque v, (D (M)} = v, (TF—&) = Lon a0, (1% = v, (T"}) =
=0, Qo v, (ra(p) = 1. On remarque mainfenant que:

D{MP) = D{M)[ry(p),

done en particulier p|D(M)=p|D{M"") 150111" tout s> 1.
Bntin, on dédnit de (8) que pour une matrice queleconque (fL.e.e M (R}):

BIMP) = B(MYrag(p®) = BOME" V1 pmo=(p) = B(M)rp (5% 351 (p)
done: ’ : '
. Fag(P°) = 73(p° ) raps—L(p)

‘pour §(M) # 0, el par continuité ceei est vrai pour tout M (bien sbr

on peut aussi démontrer cefte relation directement). Il résulte de ceci
et des remargues précédentes que: '

2, (T (P = 0, {1 (p74) 41
d’ol le lemme 5.6,

On pewt maintenant terminer la démonstration du théoréme 5.3
dans 1o cas p > 2: si M*eI'(p) alors p|D(M*) et (M el (p?) dapros
le lemme 5.6. Lo cag p > 2 résulte done immédiatement du lemme b.5.

Remarquons au passage le corollaire suivant:

icm

COROLLAIRE 5.7. Supposons que MPM e (p%) mais ¢ N'(p®F!). Alors:
ho(p°s M) = Ao(p, M) P™ 7.

Démonstration. Ceci régulte immédiatement des lemmes 5.4 eb
5.6 ot des comsidérations précédentes.

Démongtration de (b): p = 2.

(iy 8i D =5 (mod 8), i.e. a4 impair, on a:

r(3) =814+ 4 =4T" —¢ = (a4 ) —e.
Si m est impair, ¢ = —1: o

P(3) = (ot 8)2 1
et on a: vy (r(3)) = L.
Diautre park #(6) = r(3){a (M) + (M) eb:

a{M®) + (M) = (a+ 8){(a+ 6) +8),

done: v {a(M®) + 6 (M) = 2, d’otli: v,{r(6)) = 3.

On montre alors facilement commie pour le ecorollaire 5.9 que
2, {r(3-2°7%)) = s+1.

Si noest pair, £ = +1, r(3) = (e +9)*—1 = 0 (mod 8) et par récur-
rence on voit aisément que r(3-2°7Y) =0 (mod 2°%%), d’out le théoréme
5.3 dans ce cas.

(i) 8 D =0 (mod 8), on a: wla+08) =1, dolt vy(r(2}) =1 et
comme précédemment par récurrence: v2(1~(2")) =8

8i I} =4 (mod 8). Tei a+ § = 0 {mod 4}, done »{2) = 0 (mod 4) et par
récurrence r(2°) = 0 (mod 2°%1), d’olt le théoréme 5.3,

§ 6. Caleul de §(p*, n) et B(p®) avecn (2—2-——) impair. Avant d’améliorer

les majorants donnés par le théoréme 4.3 et le corollaire 4.4 nous
allons montrer qué-ces majorations sont en fait dey égalités pour une
infinité de (N, n).

Posons pour simplifier les notations F(m) = Y L({a/m).
) ‘ t<a<m .

TutortMe 6.1. Seit p uwn nombre premier p = 3 (mod 4). On «

8(p*;n) = n(F(p°) + F(p* 7))
si n est dimpodr, el ‘ ' )
R(p*) = F(p")+F(p*). |
Démongtration. Nous avons vu que CardP,s = p* ' (p+1). 8i on
peut trouver une matrice M d'un nombre quadratique # de période =,

telle que
o(p®y M) = p*~'(p +1)



il résultera du eorollaire 4.2 et du théoréme 4.3 que:

SN, n) =n 3 L(®yu),
. weP pr
d’ott le théordme 6.1.
Draprés le théoréme 5.3 une telle matrice n'existe que sip =
M
et debt(M) = —1, (ﬁ%“)ﬂ) = —1, Montrons l'existence d'une telle ma-
trice.
LEMME 6.2. Soit I une matrice t6lle que v, {7y (p —H_)) == 1 et Ao(p, M)
= p -1 Alors:
Ao(p"s M) = p* " (p+1).

Démonstration. I’hypothése signifie que M*e{'(p), mais
WP (p?). Le lemme découle done immédiatement dun corollaire 5.7
apbliqué avee ¢ = 1.

LevMe 6.3. 11 episie o entier fel que la mafrice. M = (g %)) vérifie les

conditions du lemme 6.2, .
Démonstration. Oonsidérons l’applwd.i.lon noTIMe (dé:Elme pulsquea
p =3 (mod 4))

7 (D) -1 >(Z/p2)",
D4 iy e eyt
D'aprés 1a théorie élémentaire des corps finis 47 est surjective. Llappli-
cation /™ a done comme image le sous-groupe A (p—1)/2 éléments des
résidus quadratiques non nuls dans (/pZ) eb son noyan, ensemble des

éléments de norme -1, est done un groupe & (p*—1)/{(p — 1)/2) = 2 (p 1)

- éléments, eyclique comme gous-groupe d'un groupe cyclique. Smt 2 un
générateur, et choigigsons

o = (z-4-2)/2 (mod p),

ce qui laisse encore la possibilité de changer o d'un multiple de p.
z étant de norme —I1 (sinon il n'y aurait pas d’éléments de norwme
—1, conbredisant la surjectivité de A7) est racine de:

—dg—1 == 0

es qui peut aunssi s'éerire avee des notations sntérienres 22—2T2 42 = 0,
équation caractéristique de la matrice M. On a done # = T -V 4. Dautre
part:

7 (k) E 0 (mod p) =T —;-I/Z)’“' = (T—»VZ)’“ (mod p) <& = ( — )r; {mod p).

= 3 (mnod 4)

icm

JHLULAVD ITCQRLTOTE AT UL CRAALET ES. 18}

De plug: (k) ==

= 0 (mod p) =2 =1 (mod p) +2p +2|

pair  (puisque p = 3 (mod 4)) S =1 (mod p) ={p-+1)|k et récipro-

quement p+41|k=r(k) =0 (mod p) trivialement, ce qui montre que

Ao(py M} = p+1L
Supposons maintenant gue ponr le ¢ choisi, on aib:

oyl (p+1)) 2 2.

Pogons pour le reste de cette démonstration:

. - el
rall) =iylk) ol M = (1 0).

Le développement du bindme montre immédiaternent gue:
a [a®

a\? . A (p—1)f )
ra(p-+1) = (E) +5(~4—---|—-l) - FeXia).

Dérivant par rapport & ¢ on en déduit

, a\P—lL -1 {a2\/a® (n—3)2
to(p+1) = %(E) +%~‘(T) (T*iﬁl) -+pX'(a) = 0 (mod p)

puisgue — +1 % 0 (mod p)car p = 3 (mod 4)) ot @ = 0 (mod p) car sinon

gt =1 et z est de norme 1.
11 régulte de la formmule de Tmylor ru,pphq_uée A 7.(p+1) considérée
comme polynome en a gue:

Parn(®+1) = 7,(p +1) +pro(p +1) = priy(p 1) (mod p?)

done v, (rg.p(p-+1)) =1, &0t le lemme 6.3. :
C On. peut maintenant achever la démonstration du théoréme 6.1:
goit @ un nombre quadratique dont la péricde est

{@;0,0,...,

(Rappelons que le caleul de A,(¥, M) ne dépend que des coefficients de
la période modulo X, donc les 0 ne sont pas génants.)

0) (n—1 =zéros).

On véritie facilement que la matrice de # est (z é) ot le théoréme
6.1 découls immeédiatement des lemmes 6.2 et 6.3 :
COROLLAIRE 6.4. Soit p un nombre premier p =7 (mod 12). On a:
8(2p%, ) = n (P (2p°) + F(p°) + F(2p° ")+ F (")
8t 1 est impair, ol )

B(2p") = F(2p") + F(p°) +F(2p* ) + T (p™).
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Démonstration. Il eést facile de voir gue les memhres de droite Im“
de ces égalités sont également les majorants du théordme 4.3, I1 guffit
done 4 neuvean de mentrer Pexistence d'un guadratique # dont la matrice
M véritle A,(2p%, M) = 3p* ' (p-+1). Or d'aprés la démonstration du

théoréme 6.1, il existe un ¢ tel que la matrice M = (;t 0) vérifie:

Ao(p®, M) = p"Hp +1).

Dantre part on peut faive varier ¢ d'un multiple de p° sans changer cetbe
égalité, et on pout done supposer ¢ impair, co qui entraine D{ W) = a?.|-4
=0 (mod 8). Se reportant anx tableaux du thdordme 5.5 on voit que
Ag(2, M)13 et puisque M ¢17(2) trivialement, il en vésulte que A,(2, M) = 3
I’hypothése p =7 (mod 12) entrainant que (p*'(p+1), 3) =1 la pro- .

e

position 5.2 mon’rre que:

Ao(20%, M) = 3p* " (p+1)
d’ott le corollaire.

Je laisse an lecteur le soin de moutrer qu’'en dehors de quelques
valeurs parbiculiéres, le théoréms 6.1 et la corollaire 6.4 sont les genls cas
ol leg majorants du théoréme 4.3 soient exaots. '

COROLLAIRE 6.0. B dehors des cas N = p® avee p =3 (mod 4) &
N =2-p° avec p = T (mod 12) les majorants du théoréme 4.3 ne sont exacts
que dans les eas swivants:

N =2: 8(2,n) = Bn pour tout n; R(2) =5,

N =4: 84, n) = 14n pow n impair; B(4) = 14,

N =6: §(6,n) = 28n pour n impair; R(6) = 28,

§ 7. Amelioration des majorants et comjectures. Vu le corollaire 6.5,
il faut chercher & améliorer les majorants du théoréme 4.3 dang les autres
cas. Pour Pinsfant nous restons dans le cas N = p% qui est le plug facile-
ment traitable. : ‘

TutiorEME 7.1. Supposons que la condition suivante soit vérifide:

(C) Pous tout o tel que 0 < e <p, on a:

Al = 3 Lllc+ip)p) = P,

LES Tt

i.e: inf A(e) = A(0) = F(p+1),
ie<m '
Alors pour tout nombre premier p > 2 et u pair, on ¢

8(p®, m) = nd(p%).

Dénonstration. Congidérons d’abord le cas s = 1. Pour toute
matrice M eSLy(Z), on & Ag(p, M) < p, done si M est la matrice dun

guadratique z, on aura:

Ppz) < fn( ZL @N(w)}

ust,

1) = wF (p).

D’autre part il est clair que st M = (:(; 1), correspondant & un gquadra-

tique @ de période (1,0, ..., 0) avec n—1 zéros, on a A, (p, M) = p et de
plus avec les notations du théoréme 4.1:

P(pa) = n( 3 L(Gy(u) )—1) = nF(p).
ueP
Il rédgulte de ceel que le théordme 7.1 est vra,i pour s = 1, gans méme la
condition {C) (qui est trivialement vérifiée pour s ==1). Bi s> 1 et M
est la méme matrice que précédemment, on vérifie & nouvean gue

P(p°x) = nF(p*), done que:

S(p®, n) = nF(p°).
Dlautre part, utilisant la surjection ecanonique
P s-—‘r_P

on voit aisément que pour toute ma.trlce M dun quadrathue @, il exmte
des ¢; tels que: \

y
Py 3 | D L(@xtw)— 3 Lila+)/p))
O UePps pcAepd—l :
d’olt le théoréme 7.1.

Remarque 7.2. Je conjecture gue la condition (C) est toujours
vérifiée. On peut justifier cette conjecture de la fagon suivante: pour
¢ =0, A(e) est une somme de p° ' longuenrs de fraetions continues de
dénominateur égal & p°. Au vu des récents résultats d’Heilbronn [2], il
12 Log2
-

est Taisonnable de penser que A(e) ~ — sp*'Logp, pour e = 0.

Par contre, pour ¢ = 0, A(0) = F(p°} est une somme de p°* longueurs
de fractions continues de dénominateur inférieur on égal & p°~*. Le résultat
CHellbronn montve d’ailleurs que

—1)p*"*Logyp

ce qui rend done la conjecture trés plausible. Ceci est en fait confirmé
par des recherches sur ordinateur. :

Fn utilisant des méthodes semblables 3 celles du théoréme 7.1 jo
gonjecture plus généralement: :
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CoNFECTURE 7.3. 8 n est pair, alors: : |@“ .

(a) 8i N # +£2 (mod 12) 8(N,n) = nF(N); : : (e) si N = +4 (modi2)

(b) 8i N = 2 (mod12) S(¥,n) =n{F(N)-F(N/2). ' e o | EE)HF(N2) i 81N et W(H) = 0
Cette oconjecture résultersit de la démonstration de conditions ana- () = F(N) sinon.

logues & A la condition ().

Comme premiére étape vers cetie eonjecture, je laisse le soin am (1) si N =6 (mod 12)

lecteur de démontrer la: B(N) = F(N)-+-P(N[2)-F(N[3)+T(N]6) si W(N/3) =13;
PROPOSITION T.4. 8i n est pair, alors S(N, n) = nF(N). | F(N) sinon.
3 Conmmorure 7.5, Si # esh impair, soit p ==1 (mod 4) cst premier, Dans cette direction, il n'est pas difficile de montrer par exemple
soit p =2 et sz= 3, alors: que 8i w(¥) =2, alors
8(p%, n) = nf(p*)+F(p* ) — Z LA( -+ ap) [p°) : RY) = FINMY+F( N/_,) 8i N = +2 (mod 12)
pecieps—1 1 F(N) sinon.
ol ¢ est la racine de —1mod p qui rend cette expression maximale. Dautre part il résulte immédiatement de la proposition 7.4 que
Je sais démontrer cette conjecture dang le eas s = 1, et dang ce cas B(N) = FP(N).
4 est la racine de —I1 mod p telle que 0 << << p/2. (Pest pem, &tre le eas La conjecture générale semble assez difficile 4 démontrer; je pense
POHI'IS queleondiue. ' d’ailleurs que la valeur exacte de R(N) a peu d’intérét, et que geuls les
1 semble trég difficile de formuler une Gon]cetm'e analogue & la majorants du théoréme 4.3 sont intéressants théoriguement. Cette con-
conjecture 7.3 quand 7 est impair. _ jecture est vérifiée numériquement pour les petites valeurs de ¥ comme

§ 8. Conjecture sur R(N)-counclusion, Bn analysant de prés les résultats le montre la table des valenrs de R(N ) el-dessous:

du théoréme 5.3 et en utilisant des techniques semblables & celles du R(1) =1, R(2) =35  R3) = 'R(4)3= 14, R(5) =15,
p’bl‘swmphe précédent, on est armené & formuler Ia co:u]ecture guivante R(6) =28, R(7) =24, RE(8)= 26 E(9) =36, E(10) = 47,
sur la valeur exacte de R(N): “R(11) = 44, R(12) = 38, R{13) =51, R(i4) =80, R(1b) = 68,
ConyrorUurE 8.1, Appelons W{N) Uenscmble des diviseurs premiers R(16) = 58, R(17) =71, R(18) =68, R(19) =84, K(20) = 106,
p de N tels gue p =3 (mod 4), et w(N) = Card W(N). Alors B(N) est : R(21) = 81, ERE(22) =131, R(23) = 108, E(24) = 90, R{2b) = 165,
donné par les formules suivantes: R(26) = 163, B(27) = 144, R(28) = 114, E(29) = 139, B(30) = 216.
(a) 51 N =0 (mod 12) : : Pour terminer, étudions le comportement de B(N) quand N-—oco.
RB(N) = F(N). ProPOSITION 8.2. R(N) = O(N¥NLogXN). Plus prévisément, il ewiste
(b) 8i N = +1, 45 (mod 12) A, B> 0 tels gue: ‘ ‘
F(N)+ PN _ ANTLogN < R(N) < BNLogXN.
R(N) = W)+ BN [p) ol () =1 eb 5i pe W{Nl)v‘vémﬂ? Démongtration. Tl est facile de voir gque le thécréme 5.3 et la pro-
' F(N) sinon: (P41, N) =15 pogition 5.2 entrainent que i,(¥, M)< 2N pour toute matrice M.
' Utilisant le fait que L(a/N) = O(Logk) il résulte du eorollaire 4.2 que
(¢) si NV == +2 (mod 12} . : R(N) = O(NLogXN). La proposition résulte alors de R(N)> F(¥) et
. F(N) -+ F(N/2)+F(Np) - I N/z]p) ‘ de F(N)> ANLog¥ pour un 4 >0 (voir par exemple Hmlbro:m [2])..
B(N) = 81 w(N) =1 ot si pe W(L) véritie (p+1, 35/2) = 1; ‘ - :
F(N)+F(N/2) sinon.  3H2) =13 Bibliographie
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Note on sequences well-spaced and
well-distributed among congruence classes

by

8. L. G. Cuor (Vameouver, Canada)

Liet
(1) : By <2 thy < .

be an infinite sequence of positive integers with asympiotic density ()
8. Then it is said to be a well-spaced sequence if there exists a constand
' = (), depending only on 4, so that '

Sup(ﬂ,:_{,l —ari) < G.

izl

Suppose 0 < 9 < 1. Then the sequence (1) of asymptotic density

§ is said to be (n)-well-distributed among congruence classes if there exists
an absolute congtant K so that for all-m < En'~", we have

1—5%m‘1'£o(6nm"’1); a=0,..,m—1
a;=alm) ' )
a;<n

48 n—-00. _
Henceforth we shall refer to a sequence which is well-spaced and

- ()-well-distributed. among congruence classes as an z-seguence.

One question that naturally presents itself is whether the funection
f,{6), which denotes () inflimA,(n)»n~", where the inf iy taken over all
o —

n-sequences of with asymptotic density 4, tends to oo as d—0.

In this paper we ghall prove the following theorem which shows that
fi2(6) is bounded for all § > 0. It is an open question whether there exists
n < 4 50 that f,(4) remaing bounded for all § > 0.

THROREM. For every & > 0 there ewisis a (§)-sequence s of asympiotio
density & such that :

(2) lim A, (n) %" < (2 -+o0(1)} 6.

(1) The asympiotic density of a sequence <, if it exists, is delined. to be
lim A (n)n~T, where A (n) is the counting funetion of 7.
7}->00

(%) 4(n) denotes the munber of infiegers < » of the form a,+ a; where a;, aj« 7.
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