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1. Einleitung. Hs geht um einige Berechnungen iber die Héufigkeit,
mit der eine vorgegehene endliche abelsche Gruppe als Galoisgruppe
unter denm normalen HErweiterungen eines festen algebraischen Zahlkor-
“pers suftritt. Jedenfalls ish das fir jede solche Gruppe unendlich oft der
Fall, Wir miissen also eine geeignete Art wihlen, wie wir diese unendlich
vielen Erweiterungen zdhlen wollen. Bin natlirlicher Weg scheint fol-
gender zu sein: Sei & ein fester algebraischer Zahlkorper, ¢ eine endliche
abelsehe Gruppe, und @ ein positiver recller Parameter. Dann. sei

(¥)  o(G,x) = card {K: K/k ist eine normale Koirpererweiterung mit
der Galoisgroppe G(K /&) =~ &, und. alle in A
verzweigten Primideale p aus & erfiillen Np < »}.

Diese Zahl ist endlich. Unser Ziel ist es, eine Formél der Art

{—o0)

&
G ~ (G
0ge(6 o) ~ O(6) T—
zu beweigen, wo ¢ eine nur von & und %k abhingige positive reelle Kon-
gtante igh. Wir benutzen die Klassenkdrpertheorie.

2. Herleitung der Formel. Wir suchen einen gemeinsamen Hrkli-
rangsmodul fiir alle Korpererweiterungen K/k, die in (¢, v) gezihlt
werden, By zeigh sich, daf es eine von x unabhingige Zabhl r gibt, so daf

Nt a=m{s) = [] PN,
- Npsw
Er]climungsmodul fir alle Hrweiterungen K[k aus (@, £) igt. Denn die
% Al Diplomarbeit vom Mathematischen Ingtitwt (lm Bolesdaw Bierut Umi-.
versitit ‘Wroelaw angenommen.
Ich danke an dieser Stelle meinem Betreuer Doz. W. Narkiewiez, Der Ansatz
(%) ist von Prof. II._ Koch (Berlin).
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Relativdigkriminante ég; hat an den Stellen p e, = {pely: Np <}, die
nicht die Ordnong g der Gruppe G teilen (zahme Verzweigungen), den
Beitrag o(B/p)—1 < g—1, weil aber der endliche Teil des Fithrers die
Diskriminante teilt, ist an diesen Stellen die Beschridnktheit von r beziig-
lich # gezeigh, An den Stellen peS,, die g teilen {wilde Verzweigungen),
hilft uns folgende topologische {Therlegung: Es gibt nur beschrinkt viele
iokale Erweiternngen Ky /k,, peSy pip, K[k aus o(&, o). Der Purchschnitt
aller Normeruppen Ni,'Kg in K ist folglich offen. Also existiert eine
von # unabhingige natiirliche Zahl 7, so dafl an allen Stellen pely, plp
die Tiihrer aller Erweiterungen Ko/k, das Ideal p" teilt. Damit ist das
Verlangte gezeigt; alle Karper K aus (G, @) liegen also im Strahlklassen-
korper modulo nm. Unsere Aufgabe besteht nun darin, in der Strahlklassen-
gruppe modulo m die Anzahl der Untergruppen zu bestimmen, nach der
die Strahlklassengruppe faktorisiert eine zn @ isomorphe Gruppe ergibt.
Wit haben also folgendes gruppentheoretisches Problem zu ldsen: Gegehen
«ind zwei endliche abelsche Gruppen G und H, fiir wieviele Unfergruppen
von H gibt H nach dieser faktorisiert eine zu @ isormorphe Gruppe? Oder
durch Dualisiernng: ‘Wieviele zu @ isomorphe Untergruppen hat H?
Wir untersuchen das nnter der Voraussetzung, dal @ zykliseh von Prim-
zahlpotenzordnung p" ist. H werde folgendermaben zerlegt:

H=H, ®H, ®...

wo H, von zu p primer Ordnung ist, und H;, =1, die direkte Summe
von 7y (p) zyklischen Gruppen der Ordnung p’ ist. Soleh eine Zerlegung
gibt es, und die h(p) sind eindentig erklirt. Sei noch

H, =H, OH,., ®-..
“und - ' '
_ (D) = T (D) + ippa (P) 4.
Damnn. ist :
H=H,&H &.. © H,y @ H,.

Wir zihlen die Elemente meH der Ordnung p". @ == (Bg, By, -+ 2y) 18b
der Ordnung p"™ dann und nur dann, wenn @, = 0, @1, ..oy Fpoy beliebig,
w, der Ordnung p" ist. HEs gibt also genan

-1

2 fhylo) — —
pjml (pnhn(p) _ ?(n—l)hﬂ(m)

- viele solche Elemente, Wollen wir die Anzahl der zu 6 isomorphen Unter-
gruppen haben, milssen wir obige Zahl noch durch ¢(p™) teilen, denn auf
“jede solche Gruppe fallen ¢(p") Generatoren. '

icm
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Wir wenden das auf die Strahlklagsengruppe modm an. Fir diese
haben wir die folgenden exakfen Sequenzen (Lang [2], Kap. 6, §1)

(1) ; 0-%6,’.,1_)-@””1—>le—~>0,
2) 0T,/ Ut [T (0,07 @ [ ] B*IBY~0.
pesSx Pitheo

Hier igt G, die Strahlklasgengrupps modm, O, die Gruppe der Idealklas-
sen von k, ‘U, die Gruppe der Einheiten im Ring der ganzen Zahlen von
k, Uy die Gruppe der Einheiten wue U, fir die w = 1 (mod m) gil, v, der
Ring der ganzen Zahlen in k,, p das maximale Ideal in o, &, eine Milfs-
gruppe die uns nicht niher interessierf. Wir zeigen jotst, daB U,/UY
»iklein’ ist. Sei my, = p P dann ist tir jedes we U -

Ul = 1 (mod ),
UreV-bmrneSsl = 1 (mod m).
Die Potenz, mit der p in kg.V. {¢(ntp): pefS,}; aufgeht, ist gleig]i
7 = maX {0, (Mp —1): e}V {f(p/p)o, (m): pely, plp}.
Natirlich gilt », = 0 (log ). Sei?n‘ 81, -y &, Grundeinheiten. Dann. gilt
a}”r‘”'q =1(modm), §=1,...,7 fiir ein gewisses ge N.
Also ist die ]?otenz,. mit der p In (U,: U‘,}‘)I aufgeht, héchstens gleich
#4970 (1). Folglich gilt
2 Jhi(p) = O{logx),
i=

wo h;(p) die Invarianten der Gruppe U, /U3 sind. _
Wir berechnen nun die Invarianten iy (p) fiir die Gruppe [] (o, Y

pesy

~Die Gmppe'(n” fp7y* ist das direkte Produkt einer zyklischen Gruppe der

Ordnung Np —1 und einer Gruppe der Ordnung (Np)~*. Bis auf die be-
sehrinkt vielen Ausnahmen p(p,pe8, ist der zweite Faktor p-frei. Wir
haben also die Formeln

hy(p) = card{p: Np< o, Np =1 (mod »), Np # 1 (mod. p/*)} +0(1),
Bo(p) = card{p: Np <z, Np =1 (mod p")}+0(1).

Sel D, = (Z/p"Z)* die TUntergruppe der Restklagsen mod p", in denen
Absolutnormen von ganzen Idealen aus  auffreten, ihre Ordnung. bezei-
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chnen wir mit d{p"), Selen zo, 11, -« -5 L di€ gewdhnlichen Dirichletschen
Charaktere mod p". Diese fassen wir als Heckesche Charakfere auf der
Gruppe der zu § = {p, oo} primen Tdeale von ¢ auf. Um die Invarianten
2, (p) mit Filfe der gewdhnlichen analytischen Methode abschiitzen zu
kinnen, mitssen wir wissen, daf 7J oN Heckesche Charaktere sind. Dazu
reicht es, so esinen Modul nmt anzugeben, daB y;oN gleich 1 ist anf der
Gruppe der totalpositiven Hauptideaie, die =1 (mod ) sind. Wir nehmen
m = p", aufgefabt als Modul iiber I, dann folgt aus o =1 (modm)
N(w) =1 (mod p"), also yoN(@) =1. Die ¢(p™ Funktionen x,oN
gind demnach THeekesche Charaktere wmit der Awmsschliefungsmenge
8 =8, U {p: plp} Diese sind nicht alle verschieden: It y; |02 = % Dys
so gilt x olN =y, o N und umgekehrt. Wir wihlen aus jeder Klasse
gleicher Charaktere einen auns, und srhalten eine Gruppe verschiedener
Heckeseher Charaktere

Koy X1y oees Xa—12 d = d(p").

Auf diese wenden wir Lang [2], Theorem 5, Kap. 15, § b an, und erhalten

)~
PG Togw
Daraus folgt
' a(p™t)—1
hi(p) = —&"(Eq‘,f;ﬁi—“—l-o(l) Toga’

wo a(p’') die Anzahl der Restklassen modp?*' ist, die =1 (mod p)
sind, und in D, liegen, also '

a(p™t) = alp™/aw’).
Wir betrachten nun die Sequenz (2). Die k;-Invarianten der ersten Gruppe

bezeichnen wir mit i;(p), die der mittleren mit %;(p) und die der letzten
mit k; (p). Dann gilt auf Grund der Exaktheit

Sing(e) = X iwi(p)+ 3, 5h ()
= =1

j=1
und

o X5
DIh (pys D hy(p)
Je=r Je=t

fiir beliebiges r. Summieren. wir die Ungleichungen iber v, so erhalfen
wir :
Dlinpy< D it(p),

F=1 =1
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algo gilt wegen

" ' ibi(p) = 0(logw),

I=1
Dlhylp) = D)1 (p)+ 0 (loga),
§mr F=r

hy(p} = by (p)+ OQoga),

Wir dualisieren nun die Sequenz (1) und die obige Rechnung bleibt auch
fiir die entstandene Sequenz richtig, denn (7, hingt ja nicht von o ab.
Folglich haben wir eine asymptotische Tormel fiir die Invarianten hy(p)
und &, (p) der Strablklassengruppe modn erhalten. s ergibt sich sofort
der '

SATZ. Sei G vine =yllische Gruppe von Primzahlpotenzordnung p*, dann

gilt die Formel
i
1o ~log Z-—lw)il_

go(d, @) ~ logp (5%1 (p?) ] logx

Sei &, eine endliche abelsche Gruppe, G eine zyklische Gruppe von

Primzahlpotenzordnung £*. Dann. gilt

oG Dby a)< > eard{H, < Gy Hy ooy Hy 0 Hy = (1)},

Hy E@m,fflggl
e(Gy @Gy, x) < (G, @)Q(GZ: @)

(Wir zéhlen wieder zu 6, © G, isomorphe Untergruppen statt Unter-
gruppen mit zu &, @ &, isomorphen Faktorgruppen.) Die Ungleichung
steht deshalb, weil H, @ H, die H;, ¢ = 1, 2im allgemeinen nicht eindeutig
bestimmt. Die Anzahl der Zerlegungen von H, @ H, ist aber beschrankt,
das heift unabhingig von =z, also ' ‘

—

oGy @ Gyy w) 2 Oy oard{H, © Gyt Ham Gy Hyn Hy == (1)},

My Gy Dl gt

Aus 0 >G>y [H—0  gowinnen wir dureh Dualisierung eine
Tinbettung 0-+G,; [H,-G, und jede zyklische Untergruppe der Ordnung
p" der Gruppe Gy /H, gibt eine Gruppe H, der heschriebenen Art, also

o Bl m) =0 D card{H; S GnfH:: H, 02 6o},

B 56y H =0
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Te Zahl card{H, S G /H,: H, == G5} unterscheidet sich von g(Gs, 2
nur um einen beschrinkten Faktor, denn

e

__Slffl}(ﬂ) ﬂﬂ;(ip) (= U (8):
card {H, < Gy /Hy: Hy 22 6y] @) -
i(p) sind die Invarianten von G /H,. Aber Ty(p) = Ij(p)+0(1) wo
h;(p) die Invarianten von @, sind, also |

card {H, & @, jH,: H, =2 Go} 2 Cyp(6s, 7),
wobei €, nicht von H, abhingt, sondern bloff von &,. Demnach ist
o{G1 @ Gy, ) 2 Cyo(Gy, ) 0(6s, @),
algo
logo{6+ @ G, #) ~logo(Gy, o) +log o(Gs,y ).
Wir haben damit fiiv jede endliche abelsche Gruppe & eine agymptotische
Formel fitr loge(&, ) gewonnen: Man zerlege & in zykliseche Gruppen

von Primpotenzordnung Gy und summiere die entsprechenden Formeln
fir loge(G;, ) aus dem Satz.

3. Beispiele. Sei & ein Korper, wo 4(p%) = o(p?) ist tiw alle j. Das
gilt zum Beispiel fir & = @ und jede Primzahl oder % = Q(,) wnd
(p, m) = 1. Dann ish . _

O(p) = 7—1 logp,

() m-%j—j%%—ylégp, Clp, ) ) logp,
0(p%) = %IOQ% O (p% p) =%logp_,
0w, p,p) = o logp-
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On two problems of R. M. Robinson
about sams of roots of unity
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1. Introduction. Let § he a cyclotomic integer, that is an algebraic
integer in a eyclotomic field. As usual, we define the maximum modulus
of p, denoted by | ﬁ?l, to be the maximum of the absolute values of the
conjugates of #. It is well-known that 3 can be represented as a sum. of
roots of unity. The aim of this paper is to investigate how these represen-
tations depend on the properties of §, such as its degree and maximuon
modulus. In parbicular, we consider two problems proposed by R. M.
Robinson [4]. ' :

Tirst, how can we fell whether a given eyclofomic integer can be
expressed as a sum of a prescribed number of roots of unity ? This problem
wag solvad by A. Schinzel [61 whe proved that a cyclotomic integer of

. degree d is a sum of n roots of unity only if it is a sum of n roots of unity

of common degres less than
(1.1) © d(2log d +200 ntlog 2n)*"",

We ghall show, by quite different methods, thént this npper bound can
be replaced by

10"+t dloglog20d,

which ix tlie main resuit of § 4. On the way, in § 3, we shall see that an
integer in a given cyclotomic field, K say, is 4 gum of n roots of unity
only if it is a sum of at most « roots of Tuity lying in the field K.

Qecond, how can we tell whether there is any cyclotomic integer
with a given maximum modulug? For this problem, we congider two
eyelotomic integers § and §* to be equivalent if B = of’ for some conju-
gate ' of f and some root p of umity. Clearly, equivalent cyclotomie
integers have the same maximum. modulus. In. § 5, we shall show that
there are only finitely many inequivalent eyclotomic integers with a given
maximum modulus and give a method for finding them.



