86 G. Gardiner

Using Proposition 1 and a theorem of Tarski’s (see [3]) which states
that if B is a Boolean algebra then there exists a Boolean algebra of sets B
together with an epimorphism &: B -8, it can be proved that HBKML
implies PT.
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Quelques remarques sur les familles de fonctions
de Baire de premiére classe
par

Zbigniew Grande (Gdansk)

Résumé. Soit B 'ensemble des nombres réels. Soit ' un espace métrique, complet,
séparable et parfait.

Dans ce travail j'introduis des classes de fonetions qui sont ponctuellement dis-
continues dans des ensembles de 'espace B et j'examine les relations enfre ces classes,
la classe des fonctions step-like et la classe des fonctions jouissant de la propriété (P).
Les deux dernidres classes ont ét6 introduites par D. E. Peek dans gon travail [4]. Dans
le cas oit B = R, j’examine les relations entre ces classes, la classe des fonctions jouissant
de la propriété de Darboux, la classe des fonctions dérivées, et la classe des fonetions
approximativement continues.

Dans le travail [4] D. E. Peek a introduit des sous-classes intéres-
santes de fonctions de Baire de classe 1: les fonctions step-like et les,
fonctions jouissant de la propriété (P). La définition de la fonction jouis-
sant de la propriété (P) peut &tre obtenue en remplagant dans la con-
dition nécessaire et suffisante d’une fonetion de Baire de classe 1 'ensemble
parfait par une somme dénombrable d’ensembles parfaits.

Dans ce travail j’introduis des fonctions semblables aux fonctions
jouissant de la propriété (P) en remplagant la somme d’ensembles par-
faits par des ensembles jouissant d’autres propriétés. Je vais examiner
les relations entre les classes des fonctions définies de cette maniére eb
aussi les fonetions jouissant de la propriété de Darboux; parmi elles les
fonctions dérivées et les fonctions approximativement continues.

Soit B ’ensemble des nombres réels.

Soit B un espace métrique, complet, séparable et parfait.

Soit x une mesure d&finie sur un ¢-corps K d’ensembles de Pespace B.
Admettons, en outre, que x soit o-finie, sans-atomique et telle que tous
les ensembles ouverts et non vides de lespace F appartiennent & K et
soient de mesure u positive. Désignons respectivement par u* et u la
mesure extérieure générée par la mesure u, et le complété de la mesure p.

Jintroduis les notations suivantes:

G, ={XCH; X +0},
G, ={XCE; X + 0 et X est dénombrable},
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G={XCH; X #0 et X= |J A4y, ot tous les ensembles 4, sont
n=1

parfaits} ,
={XCH; X #0 et u*(X) >0},
={XCH; X #0, X est du type F, et u(X) > 0}.
Soient f: E— R et X C E. En restreignant les arguments de la fone-
tion f & I'ensemble X, on obtient une fonction partielle, désignée par f/x.

Désignons par U la classe des ensembles ouverts de l’espace E.
Posons:

={f B-B; A\
@#XCE, UsUrCE
(voir [4], définition 2),

G(E) ={fi E-B; A\ \ 2 est un point de continuité de la
XeGi 20X
fonction partielle flx (¢=1,2,..,5)},
a(R = {f: R—R; f est approximativement continue et bornée},
Dd = {f: R—R; f est une fonction dérivée},
D(E) = {f: R—»R; f jouit de la propriété de Darboux},
Ba(E) = {f: B> R; f est une fonction de Baire de classe o} .
On voit aussitét que:
COROLLARE 1. Gy D Gy, 1D G, et G,D G, D G;.

COROLLARE 2. 81, G; D Gy, G4(B)C &4(E) (i,j=1,2, ...
que D,(R) C Dy(R) C D(R) ~ By(R).

Trkorivm 1. §() G 64(B) = Go(E) G Gy(B) C By(E).

Démonstration. D’aprés les défmmom etle théowme de Baire on a:

8(B)C G(B)C G(B)C B(E) et Gy(E)C GyE).

Posons f(#) = » pour # e R. La fonction feGy(R) et f¢ S(R). Dans le
travail [4] D. E. Peek a démontré qu’il existe une fonction g e B;(R)
telle que g¢ G4(R).

Désignons par W lensemble des nombres rationnels.
Posong

U, nX +#0@ et fly,x = const}

,0). On sait,

0  pour z¢ W,

)i =11 .
(@) p pour ze W et m:% ou (p,g)=1.

La fonction 7y n’est continue en ancun pomt de I'ensemble W. On

a donc W e Gr2 et 1 ¢ Gy(R). Soit Pensemble 4 = UAﬂ ol tous les ensem-
n=1
bles A, sont parfaits. Alors il existe un point z, e 4 ~ W' (W’ désigne
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le complémentaire de ’ensemble A4). La fonction k4 est continue au
point z, et ke Gy(R). )

II reste & prouver que GZ(E) C Gy(B).

Admettons, pour la démonstration, qu’il existe une fonction f e Gy(E)
et un ensemble A # @ tels que la fonction f/4 ne soit continue en ancun
point de Pensemble A. L’espace K x R est séparable. Il en ressort qu'il
existe un ensemble f’ dénombrable et dense dans Pensemble f]4 (le graphe
de la fonetion f/4). Soit A, la projection de I’ensemble f’ sur I’espace E.
Remarquons que 4, ¢ G;. Nous allons démontrer que la fonction f] 4, D'est
continue en aucun point de l’ensemble 4,. En effet, admettons que la
fonction f/4, soit continue en un point #, € 4; C A. La fonetion fla n'est
pas continue au point ;. Il en résulte qu’il existe des nombres y, et y,
(¥, # yo) et deux suites {w,}2>, et {m}=, de pomts de Pensemble A,
convergentes vers le point z, telles que }g& flay) =y, et }‘Lngo Fl®)) = ya.-
Tlensemble f/4, étant dense dans Pensemble f/A, il existe deux suites
{zn)y et {&, ¥, de points de Pensemble A; convergentes vers z, telles
que Iim f (%) =y, et lim f (2% ) = ¥s. Tl en résulte que la fonction fl4, n’est
pas continue au point x,. On aboutit ainsi 4 une contradiction et notre
théoréme est démontré.

THEOREME 2. Si la fonction f e 8(E), Pensemble f(E) est dénombrable
(dans ce sens tout ensemble fini est dénombrable).

Démonstration. Soit la fonction fe S(E). Par Vinduction trans-
finie mnous allons définir une suite transfinie @’ensembles. Supposons
que U soit un ensemble ouvert tel que @ # U, C H et ffy, soit une fone-
tion constante. Soit f un nombre ordinal. Supposons que tous les en-
sembles U, soient définis pour a < 8. Soit U, un ensemble ouvert tel
que Uz~ (B— U U,) +# O et que la fonction ffy, - A s0it constante.

On a évxdemment EC U U,

Posons Fy= H— \J U,. Tout ensemble F, est fermé. Etant une

famille bien 01'donnéeqff’ensemb1es déeroissants, {Fj), est dénombrable
(voir [3], p. 146). Il en ressort que ’ensemble f(F) est dénombrable. Le
théoréme 2 est démontré.

On a en particulier:

COROLLAIRE 3. La, famille S(R) ~ D(R) coincide avec la famille des
fonetions constantes.

THEOREME 3. D (R)— G5(R) # O.

Démonstration. Soit 4 C R un ensemble du type G, tel que WC A
et de mesure lebesguienne nulle. Ilensemble A’ = R— A est du type F,
et chaque point & e 4’ est point A’épaissenr de I'ensemble 4. D’aprés le
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Jemme 11 du travail [5], il existe une fonction g approximativement con-
tinue telle que g(z)= 0 pour x4 et 0 << g(z) <1 pour zed’.

Nous allons démontrer que la fonction g/, n’est continue en aucun
point de ensemble A'. Admettons que la fonction g/ 4. soit continue en un
point @y e A’. Posons a = g(%,) > 0. Il existe une suite {,}72, C 4 telle
que lim @, = x,. La fonction g étant approximativement continue, il

Nn—oo

existe une suite {y,}o., C.4’ convergente vers x, telle que g(v.) < fa
pour n=1,2,.. Il en résulte que la fonction g/, n’est pas continue
au point z,. L’ensemble A’ étant ¢-dense en soi (chaque point = ¢ 4" est
point de condensation de l’ensemble 4'), on conclut du théoréme 1 du
travail [4] que g¢ Gy(R). Notre théoréme est done complétement dé-
montré.

THEOREME 4. G(F) = G45(E).

Démonstration. Llinclusion G(H) C G5(E) résulte du corollaire 2.

10 reste donc & montrer que G5(F) C Gy(H). Admettons qu’il existe
une fonction f ¢ G5(B) et un ensemble 4. tels que u*(4) > 0 eb 1a fonction f/4
ne soit continue en aucun point de 1’ensemble A.

Boit 6 > 0. Désignons par 4, 'ensemble {z ¢ H; Voscillation de f/ 4,
au point 2 est > ¢}. L’ensemble 4, étant fermé (pour chaque ¢ > 0),
Pensemble | J A4,y est du type F, et u(|J4,,) >0. Il existe par hypo-

n=1

n=1

thése un point de continuité p de la fonction partielle f/ 3 4., -
fn=1

Soit ny un indice tel que p € 4,),,. Par définition de 'ensemble 4,,,,
Poscillation de f/ ¢y au point p est = 1/n,. Done la fonction f/ {5 4.
=1

o
n’est pas continue au point p, car A C (JA4,,. On aboutit ainsi & une
n=1

contradiction.

TrtorkME 5. Soit B = R. Il existe une fonction fe Gy(R) qui nest
pas mesurable au sens de Baire.

Démonstration. Soit A # @ un ensemble parfait, non dense, de
mesure (lebesguienne) nulle. Il exigte un ensemble A+ C A qui est totale-
ment imparfait (ensemble non vide qui ne contient aucun ensemble par-
fait non vide) (voir [2], p.  202) et nonborélien.

Posons:

_J0 pour azédt,
f(w)—“{l pour = wedt.

On prouve facilement que f n’est pas une fonction de Baire et f e Gy(R).
Le théoréme 5 est démontré.
THEOREME 6. 8¢ la fonction fe G5(B), elle est u-mesurable.
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Démonstration. Dans la démonstration du thécréme 6 nous allons
profiter du lemme suivant de Davies (voir [1], lemma 2):

Lemve. Soit (X, X, u,) un espace mesurable tel que u,(X) < oco.
Supposons qu'une fonction f: X —R soit telle que pour chaque nombre & >0
la classe d’ensembles F, = {F < X; Voscillation de [ est <& sur F} salis-
faisse & la condition suivante:

8i OC X est un ensemble de mesure u, positive, il existe un ensemble
FeF, tel que u(F) >0 et FC C.

Alors la fonction f est u,-mesurable.

Remarquons d’abord que I’hypothése de la finitude de la mesure g
n’est pas essentielle. 1 suffit de supposer la o-finitude.

Nous allons démontrer gue chaque fonction f € G5(F) satisfait & i"hypo—
thése du lemme.

Soit A CE et u(4d) > 0. Il existe un ensemble 4, C A qui satisfait
4 la condition de Denjoy (si U; est un ensemble ouvert tel que U, n 4,
#* @, alors u(4, ~ U;) >0). On voit aussitét que 4, e G5. Par conséquent
la fonetion f[4, est continue en un point , € 4. Soit & > 0. Il existe un
ensemble ouvert U, tel que Poscillation de f]4, est <& sur Iensemble U,.
Donc la fonetion f satisfait & I’hypothése du lemme et elle est u-mesurable.

Le probléme suivant reste ouvert:

0L, (D,(R) n Go(R)) = D(R), oit CL,[Dy(R) n Go(R)} désigne la famille
tontes les fonctions qui sont les limites de suites uniformément conver-
gentes de fonctions de la famille D, (R) n G4(R).
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