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Remarques sur les propriétés de dualité
et d’interpolation des idéaux de R. Schatten

par

CHRISTIANE GAPAILLARD et PHAM THE LAI (Nantes)

Résumé. Nous considérons dans ce travail I'espace %, (H), un espace d’opératemrs
compacts sur un espace hilbertien H, défini 4 I'aide d'une fonction de norme g introduite
par R. Schatten. Nous donnons une preuve du théoréme de dualité pour H non néces-
sairement séparable et nous montrons que %,(H) est strictement intermédiaire entre
Uespace des opérateurs nucléaires et l'espace des opérateurs compacts. Nous appli-
quons enfin ees résultats & 1'étude des espaces %, ,(H), introduits par H. Triebel.

H étant un espace de Hilbert, nous désignerons par #“+(resp. %, )
T'espace vectoriel des opérateurs linéaires continus de H dans lui-méme
(resp. Iidéal des opérateurs compacts, Iidéal des opérateurs de rang
fini). #*** sera muni de la norme uniforme notée |-|.

Etant donnée la suite numérique A== (4, Ay, ..., Ay, ...), 7,4 désignera
la suite (A1, 23y c.ny Any 0, 0,...); A est dite de rang fini si tous les A, sont
nuls sauf un nombre fini. Pour deux suites 1 et g, Pécriture 1 3 p signifie:

7

J
Vizl, D<)t

n=1 =1

Soit ¢ le céne des suites positives décroissantes (au sens large) de
rang fini. Une fonction numérique ¢ est dite fonciion de morme si elle
vérifie:

() (M) >0, VieC,1#0,

(i) plad) = ap(l), Va>0,Vie0,
(iif) e(A+tu) <o) +olp), Viel,VueC,
(iv) @(1,0,0,...) =1,

(v A3 =) <o(u).

Deux fonctions de norme ¢ et v sont équivalentes si Ha, b > 0, Vie C,
ap () < w(A) < bp(A). ,
Rappelons que %, est Pespace des opérateurs T'e%” tels que [T,
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= lim @{z,4p) < +c0 ol Ap est la suite décroissante des valeurs propres

=00
de (T*T)¥*, chaque valeur propre figurant dans la suite un nombre de
fois égal & sa multiplicité. I’application T« |T|, est une norme sur %,;
muni de cette norme, %, est un idéal normé complet. De cette fagon, on
définit une correspondance biunivoque entre les fonctions de norme et
“les normes invariantes sur § au sens de R. Schatten ([3] et [7]). Un exemple
classique de tels idéaux est fourni par lafonction de norme g, (4) = (3 2)"#
n

pour 1< p < +oco. Nous obtenons ainsi les opérateurs de classe %, et
nous notons |- |, le norme correspondante. On démontre ([87) les inégalités:

T < |Tlp < 1Ty < +o0

pour tout opérateur compact 7.
En général, § n’est pas dense dans €,. %5, désignera le fermeture de
% dans %,. Muni de la norme induite, %, est un idéal de Banach.
Nous nous proposons de donner des propriétés de dualité et d’inter-
polation des espaces %, et nous considérerons quelques applications aux
espaces %, ,. En particulier, nous montrerons que le dual de %, est €, ,

1 1
avec 5 +7 = +? =1, ce qui a été obtenu par une autre mé-
thode dans [5].

§ 1. Propriété de dualité. Rappelons d’abord le résultat classique
suivant:

Levme 1 (R. Schatten [1]). Pour le C, on peut poser

> ity
p*(2) = max ————
P = )
@* est une fonction de morme et p** = g.

Le théoréme de dualité ci-dessous a déja été établi par I. C. Gohberg
et M. G. Krein dans [3] lorsque H est séparable. De la démonstration de
ces auteurs, nous ne retiendrons gu’un résultat que nous pouvons énoncer
aingi:

LeMMmEe 2. Pour tout T e %, on définit une forme linéaire continue I
sur €5 par

’

8w F(8) = tr(T8)

oi tr désigne la trace sur ..

De plus, on o |F| = sup
s:g‘;

Nous utiliserons également le lemme suivant de 8. T. Kuroda ([4]):
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Lemue 3. Pour une fonction de norme ¢ on a:

2
sup ——— = sup i
rec @(4) neN @(1,1,...,1,0,0,...)
. e, reat——

n

TuBorEME 4. Soit ¢ une fonction de norme non éguivalente & la p-norme
mazimale. Le dual de %, est alors isoméirique @ G-

Preuve. Soit Fe (%)) alors Fe (%) car %, < 4, donc il existe
Te %" tel que:

F(8) =tr(T8), VSe%.

On représente 'opérateur 7' par sa forme polaire T = U(T*T)*?,
U étant un opérateur partiellement isométrique.

Supposons que T'¢ ¥°. Alors (T*T)"*¢ #° et d’aprés la théorie spec-
trale des opérateurs positifs on peut affirmer gu’il existe une projection
orthogonale P de rang infini telle que P = G(T*T)"? avec Qe @°t.

Par suite tr(TSGU") = tr(SGU*T) = tr(SP), V8e%,.

Soit § une projection orthogonale de rang m sur un sous-espace de
P(H). Alors on a:

tr(SP) =n
dou
n < |8, |7
et par suite:
~ <I7|
e(1,1,...,1,0,0,..)
3 :
puisque
|8l, =¢(1,1,...,1,0,0,...).
n
Py
Or, ¢ n’étant pas équivalente & la p-norme maximale on a: sup —j—(ﬁ
260 @
= + o0 ([3]), résultat incompatible avec le lemme 3 et I'inégalité ci-dessus.
Done T'e %”. -

De plus Te%,.. En effet considérons I’égalité
(T* TR0 = 3 4(, 05) 9y
7

ol (;); est une famille orthonormale et ol (4;); = Ap.
Soit u = (py1y oy -y g, 0,0, ...) et posons:

S(@) = X wi(@, p)g;  (SeF).
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n
Alors F(8TU*) = tv(T8TU*) = tr(S(T*T)?) = 3 A4u; et puisque:
J=1
181, = ¢ ()
on a:
D ki < p(p) |F)
=
ou encore:

*(Todr) < |F|, VneN
et comme (p*(7,4p)), est une suite croissante il vient:
Tebp.

On prouve facilement que:
F(8) =1tx(T8), V8%,
car si Se @) et 8i (8,),.x st une suite de § telle que lim|8 —8,l, =0,

n
on a [tr(T8,—T8) < |I8,—T8|, <|T]:|8,—8l, dot F(8) = tr(T8)
V8e%), et Qaprés le lemme 2, |F| = [T, ce qui achéve la démonstration.

§ 2. Propriété d’interpolation. Suivant Calderén ([2]), un opérateur
7 de ¥° dans ¥* est.dit admissible si 7 envoie %, dans &, et si |77, <1
et {7|; < 1. Un espace de Banach ¥ continliment injecté dans €“ est dit
strictement intermédiaire 8i I envoie 4 dans 4 avec une norme inférieure
ou égale & 1 pour tout 7 admissible.

Soit {4,, 4;} un couple d’interpolation d’espaces de Banach. On
posera:

K(ty a, Aoy Ar) = inf ([agly, +tllasls,) pour ¢ 0.
a=ap+ay

aged
alsAg

On note I, et I, les espaces classiques de suites réelles munis de
leurs normes usuelles.

Le lemme suivant que nous prouvons ici directement, est un cas
particulier de la formule de Peetre dont une démonstration se trouve
dans [1]. Peetre considérait seulement des mesures non atomiques.

LemmEe 5. Pour toute suite positive décroissante & on a:

[t]
(b &l lo) = D &+ 0= épsy 86 t>1
j=1

ol [t] désigne la partie entiére de t et K (1, &, 1,,1.) =1&, i 0 <t < 1.
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Preuve. Soit & = (&), une

suite positive décroissante. Pour cal-
culer:

=448
&ely
el

B, §0,0) = inf Mg 4 isup|é)|
j )

(il suffit de se limiter aux décomp
des suites positives.
Pour #, >0, on a:

ositions de £ telles que & et & soient

Tl
Bl €51y 1) > Y &5+ (fo— [fo]) £
i=1

avec une convention immédiate si [t] = 0. Bn effet, si & = &+ & ext
une décomposition de &, on a:
Ifo] o tho]
jzl &+ (o —[0o]) Epgran < ) &+ ) &'+ (to— [t6]) Efr 11
i= j=1 i=1
[to] "
Posons f(t) =j2 & +(t—[io])§E;n]+1“tSup &
=1 i
S est une fonction décroissante de f et ’
)
Tt = Y & —[tolsupgy <0
J=1 ?
d’ol f(t,) <0 clest-a-dire:
[¢g)
D) bt~y < inf () E+tsupsy).
j=1 bepde
3
Remarquons, par ailleurs, que si’on désigne par &' 14 suite (&, — Erjenr
&= a1y S — 111, 0, 0,0 ) ebpar &7 la suite (Etrrs praty o Epgaa
b

. 6141
, ., |

Surpar-e) OB 8z £ = &7 eb jEé‘j-f—ts?pE, = 2 &+ (t—[t]) &gy Dot

f=1

[t
K(4 &1y, 1) <I,}_; &+ (6 —t1) € -

TusorBME 6. Soit ¢ une fonction de norme. Alors %, est un espace
strictement intermédiaire.
Preuve. Soit 7 un opérateur admissible.
Alors pour tout Te %, on a:
(1) Aoy 3 Ap.
Bn effet, considérons une décomposition quelconque de 7'
T=1T+T, avec Tie%,,T,c %"

3 — Studla Mathematica XLIX.2
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Puisque 7 est admissible on a
EAVEVIES IT1I1 et |7 (T,)| < |T,)
et il vient:
|7 (T +817 (T )l IT1li+t1 L] pour tout ¢ 0
a’ot: K(t, 7 (1), 4, ¢") < K1, T, 6., €°).
Par ailleurs dans [5] il est prouvé que
Kty Agy Uy, 1) = K(8, T, €y, 6°).
Il en résulte que:
K (ty Agizys lis Leo) < E (b Apy 1y L)
d’olt Vinégalité (1) d’aprés le lemme 5.
Par conséquent,
?(Tndyim) < @(tnhr), VneN*

et si Te®, on a alors:
?(Tpderimy) < 1T

done I (T)e ¥, et |I(T)|, < |T],, d’onr le théoréme.

Une application du théoréme 5 est par excmple le résultat suivant
prouvé dans [3] par une autre méthode dans I’hypothése H séparable,
et dans [6] pour les espaces ¥, dans le cas général.

COROLLAIRE -7. So0it (P,),.n une suile de projections muiuellement
orthogonales, ¢’est-a-dire, telles que P, P, = 0 pour n = m.

Alors Dopérateur 7 de. 4 dans €* défini par:

7(T) = ) P,IP,
n

ost admissible ([6]) et par conséquent, est un opérateur de €, dans %, de norme
plus petite que 1 pour toute fonction de morme g.

§ 3. Applications aux espaces %,,. Rappelons que les espaces %,
introduits par Triebel ([8]) sont déflms en posant pour 0 < g < oo
et 0 <p < +o0

p ={T; Te¥® |Tlp = [Zlﬁﬂﬁ_l]llp < +oo},

icm®

Les propridiés de dualité et d’imterpolation des idéoux de R. Schaiten 135
Coop = | T5 T € [T, , = [ D 20" < 4 oo},
! n
oo = {T5 Te4° ||y = supniil, < + oo},
n

Cooo0 = €°  avee [Ty oo = |T|

ol (Ap)nen €86 la guite A,
On montre facilement que, pour tout (g, p)e J1, 4+ 00 X [1, -+ oo],

owp =g =1,|[], est une quasi-norme et, muni de cette quasi-norme,
@p o5t un idéal complet.

Lomue 8. Pour 1<p < q=< +o0, on peut définir une SJonction de
norme ¢, telle que:

Cop = €

=%, .
Pa,p Pa.p

Preuve. Bi p = ¢ = + 0, on pose Pu,0(A) = A, pour tout 1 de C.
Bll<p<g< 4o ou l<p< 400, ¢ =00, posons

Pop(A) = I:ZZﬁ?Lfﬂ/a)—l]llp’ Vico,
n

on conviendra de poser 1/g =0 si g = +oo.

Pyn €5t wne fonction de norme: les propriétés (i)~(iv) sont immé-
diates, pour (v) remarquons que si A est une suite de longueur N on a:

N-1 % 2_y 2_, ?_, N
2‘ A“n“ =y (X a) ™ — 1)) 4 ap(1—27 )+ ( > a) mat,
Ne=1 n=2 f=l f=1
Supposons A <3 . On peut toujours congidérer A et u de Ineme 10n-

gueur, en ajoutant au besoin des zéros. Pour 1< n N 21”< 2‘ 74

(2]
(voir [3]). Comme p/¢—1< 0, on obtient:
Pop(d) < Pap ().
11 esti clair que, #i Te %%, on a:
Tlgp = By, (v, Ag)
N—d00
0

done %, = Copp = Cogp

Lemme 9. Pour 1 < p<q< 400 0 1 =p<g< +00 0% p=¢q = -+ o0,

N R | 1 1

le dual de Ca,p 08t G pr 81 ?l - —é,— = —2-)— + 397 =1 avec des comventions im-

médiates si p ou ¢ sont Infinis ou §i p = 1.
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Preuve. Si p =¢ = oo, le résultat est bien connu; on exclura
ce cas dans ce qui suit.
Remarquons que dans les conditions du lemme 9,

n
sup = +oo.
Pgn(L;1,..,1,0,0,...)
n
13 51 . n 2, q 2
Pour cela, on utilise Vinégalité 3 ¢* <_§ nl.
i=1

Par conséquent, d’aprés le lemme 3, ¢,, n’est pas équivalent & la
g-norme maximale et d’aprés le théoréme 4, le dual de ¥, , est isométrique
& b, - puisque ¥ est dense dans %, ,,.

51 <p<Kg< oo ou 8l I<p< +o0, g = o0, O &

Pap(P) < (2 Aﬁ'np'lq’_l)llp',
on

car d’aprés 'inégalité de Holder

1 -—
Zlmun = 2 An”?
n n

VieO,

iz’ » §—1 1p
] [ 3 wame 1",

n

1 1 1
”'”nnq'f’g[ le

I 2 2 21
car Xty = 3 Aant ppn¥ < (supAn®)( 3 pan? ).
n n n n
Sip =1, ¢ = 4+ on a encore,
" P (A < supnln, VieC.
Ces diverses inégalités prouvent que:
[T}q,&,p K| Tlgps VITeCyy
et donc que:
(gq D == g“’ap'

Démontrons que les ensembles %g. et @, coincident.
Boit Te ¥, 2 T est compact

(T* TR0 = D' A, )0

i=1

ol (@y);en €86 une famille orthonormale de vecteurs propres associés aux
valeurs propres A; > 0.
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D’autre part, d’aprés le théordme 4,

lTl{p — sup [tr TS| )
e Se%yn IS""q,p

1

1
Soit u = (uhen aVee u; = 0 telle que la suite (u;8% 7). appartien-

ne & l,.
Posony 8, (#) = 2 i@, Up)p, ot U est Vopérateur partiellement

igométrique défini pwr
T e U(TTW2

78,( Z w:di(@, Upy) Upy.

fe=

Puisque U est isométrique sur Pimage de (I*T)" (Up;)sen €8t une
famille orthonormale et

n
WIS, = 3 A

i=1

or, [trT8,| < I.’l’l,,%l;s’n]r,,q , b en remarquant que Ag, = w,u, il vient:

n on p_,y ;
N 11 Y ()
2 i i, | 3]

i!.

(Ml )z‘sNe lp’

et puisque

o0

°
2 Aipy < oo,
i==],

] 1

1 1
On déduit de ce résultat que pour toute suite ( uotelle que (uy0% ®)ely,
1
o’

I série 3 wd; converge, ¢est-d-dive que (4,49
(EN
est by, Done Te @y .

Les ensembles %, ob % Cot coincident, Xl vésulte alors de Vindgalité
s, = Ty ¢ de Papplication: du théordme du graphe fermé pour
les expaces vectoriels topologiques métrisables complets que la norme
| l”'![,y) est équivalente & la quasi-norme [«]y .

Titorive 10, Pour (p, @)L, -Feo]x L, --oo] oup = ¢ =1, €, est

un idéal de Banach normé par une fonction de norme gy, telle que:
%,

PR
&P ﬁmqm'

)i €y car lo dual de i,

8¢ de plus p < oo, on @ C = @,

P, " P
Preuwve. Powr 1 p s g5 koo, ¢, ost délini dans le lemme 8.
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Pour 1 <g<p < +o0, on peut choisir d’aprés les lemmes 1 et 9

&
Pap == Po,pr
1 1 1 1
ZJVGG'——F—T = — +'—( = 1.
9 9 »
Le théoréme 6 donne a]ors le
CoROLLAIRE 11. Pour (p, q)e[1, + oo] X
strictement intermédiaire.

<], +ool, ¥,, est un espace

TrtorEME 12. Le dual de €, est %, wuecél— -+ ~],~ - ~{—i =1
q V4

() Qe [L; +oo[ XL, 400 oup =g = +oo.

Preuve. Le cas 1 < ¢ < p < + oo résulte des lemmes 1 et 9 et du
théoréme 4 aprés avoir constaté que la fonction de norme Pap = Py

.n’est pas équ1valente 4 la @- norme maximale. Pour ce faire, on s’appuie

. . - =1
sur D’inégalité Z zg <- [(%+l) —1] et sur I’équivalence de la norme
i=1
| I%m, et de la quasi-norme |
Nous avons alors le

CoroLLAIRE 13. Pour (p, q)
réflexiy.

|(Z,11 .

€]1, +oo[ xX]1, +oo[ %,, est un espace
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Some remarks on the spectra of umitary dilations

by
PAUL 8. MUHLY* (Iowa City, lowa)

Abstract. We generalizo several well-known theorems concerning the spectral
behavior of the minimal unitary dilation of a single contraction to the setting of
contractive representations of cerfain semigroups. We prove, for example, that if
such a representation is completely non-unitary, then the spectral measure for ifis
minimal unitary dilation is quasi-invariant under a certain flow. This generalizes
the fact that the spectral measure for the minimal unitary dilation of a single
completely non-unitary contraction iz mutually continuous with respect to Lebes-
gue measure on the circle.

§ 1. Introduction. Throughout this note 1" will denote a fixed dense
subgroup of the real numbers R. We shall give I" the diserete topology
and we shall denote its subsemigroup of nonnegative elements by I7..
Also, we shall fix a contractive representation {1'},.r, of I', on a (com-
plex) Hilbert space # and we shall let {U,},.r be its minimal unitary
dilation acting on a Hilbert space 4 containing s#. This means first
that {l’w}yw L I8 B family of linear operators on s such that [|7,[ <1
for each y in I, , T, = T,T,, and such that T, is the identity operator
on #, and secondly, that {U,,}VE r is & unitary representation of I" on %"
such that 7', = PU,|# for all y in I', and such that the smallest sub-
space of " containing #° and reduecing {U,},.p is # itself. (Here P denotes
the projection of /" onto #, and. the vertical bax denotes restriction here
and always.) In this note we investigate some of the spectral propertics
of {U,},.r and prove analogues of well-known theorems concerning the
spectral hehavior of the minimal unitary dilation of a single contraction.
(see [7], Chap. 1T, n° 6). 'We note that Mlalk [3] proved that the minimal
unitary dilation of & contractive reprosontation of I'y always existy and,
consequently, we are not working in a vacuum.

The group dual to I" will be denoted by @, and the pairing between
the two will be denoted thus: {y,#), yel, 2¢ @ Wo shall write {y, +>
for y if wo wish to vegard y as a function on & For each ¢ in R woe shall
write ¢ for the clement in G definod by the equation. {y, ¢ = %, The
family {},.r 15 a one-parameter subgroup of ¢ and the action of R on ¢

* This vosearch was supported in part by the National Seience Foundation.
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