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Thus each operator k, satisties the Hormander condition in a uniform
mannei.

That M is of strong type p-p for all 1 < p < oo, and weak type 1-1
follows from the methods of Coifman and Weiss ([4], pp. 71~75) and the
observation that there is a constant A independent of # and 7 such that

S@,r) < A8 (@, 7r[2) (~Ll<a<l,r>0)
where
Sz, ) = m{{w—r, v+r]n[—1, 1T}
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STUDIA MATHEMATICA, T. LL. (1974)

Exsetzbarkeit von konvergenzireuen Matrixverfahren

von

JOHANN BOOS (Tibingen)

Auszug. Dic Lrsotzbarkeit von konvergenztreuen Matrixverfahren wurde von
‘Wilangky, Chang, Macphail, Snyder und Bennett in den Arbeiten [11, [4], [6] und [7]
betrachtet., In der folgenden Arbeit werden weitere notwendige und hinreichende
Bedingungen fiir die Ersetzbarkeit gegeben.

1. Einleitung und Bezeichnungen. Wie iiblich bezeichnen wir mit o,
m, ¢, ¢, bzw. T den Raum aller (komplexwertigen) Folgen, der beschréinkten
Folgen, der konvergenten Folgen, der Nullfolgen bzw. den Raum der
absolut summierbaren Folgen. Weiter bezeichnen wir mit e die Folge mit 1
an jeder Stelle und mit ¢* (ke N) die Folgen mit 1 an der k-ten Stelle und
null sonst.

Die Elemente aus o fassen wir als (unendliche) Spalten auf. Ist 4
= (@) p=n Cine unendliche Matrix mit komplexen Koeffizienten und

@ = (W), € », 50 definiert das ,,Matrixprodukt” Aw: = (y, = 3 Guira
Ie=1

eine lineare Abbildung von d,: = {xew: ¥, existiert fir alle neN} in
o; A als Transformationsmatrix nennen wir Matrizverfahren. Ebenso
ist fiir @, Se w in natiirlicher Weise das ,,Matrixprodukt” '

definiert, falls die Reihe existicrt und § die zu ¢ transponierte Folge ist.
Bezeichnen wir mit

™~
0yt = e d : lim, x: m]im y, = lim Ay, ©Xistiert
A ', A n 'kl

N0 L]

das Wirkfeld von A, so heilt 4 Iaomerge'nzvreu, Wenn ¢ S 64 gilt. A heiBlt
ab?olm konvergenstrew, wenn

lely: ={wedy: y = Aael}  gilt.
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Das Wirkfeld von A kénnen wir mit einer (eindeutig bestimmten)
FK-Topologic versehen (vgl. [8], S. 88 £f). Ist ¢, der Dualraum des FK-
Raumes ¢, so verwenden wir folgende Bezeichnungen (vgl. [7]):

Ly: ={w<:'c_4: sup ﬁ’anhwkt< oo};

m, neN j=1

oo
Iy = {we Cy Z @i, e* cxistie‘rt};
Ie=1

o0
F,: ={.’I}e 64 Zf(e”)m,c existiert fiiv alle fe of,l};
=1

e

Wit ={oeey: f(@) = D f(e)a tiw alle fedy};

k=
Py o= {weoy: (td)s = H(Aa) fir alle e T}

=

mit
T,: ={tel: (f4)z existiert fiir alle ze o }.
Gilt I, = ¢y, s0 sagen wir, A besitzt ,,mazimal inset”. Nach Wilansky

([7]; 5.1, 5.2 und 6.2) gelten fiir konvergenztreue Matrixverfahren 4 die
Beziehungen

1) Wyl .
und
(2) gsecemne, sy =0LunlycsLy<sP,.

Stellt man fe ¢, nach Zeller ([8], Satz 5.2) durch
(8) @) = alim, @+ (Az) -+ s

mit geeignetem aeC 1nd ¢, sel (Sx existiert fiir alle ze ¢ ) dar, 8o gilt nach
Wilansky ([7], Lemma 5.3)

(4) flo) =a (lilllAwf 2 wklil'llAe") - S’f(e")mk
k=1 k=1

fir alle ze I',.
Bin konvergenztreues Matrixverfahren A heiflt

konulldr, falls y(A): = limgze— 3 lim,e* = 0,
=1

koreguldr, falls y(A4) # 0,

fast-koreguldr (nach einer Definition von Wilansky), wenn F, = W
und S-multiplikativ, falls lim o = 6lim @, fir alle zec gilf.
. N~>+00

Insbesondere sind koreguldre Verfahren fast-koregulir. Weiter verifi-
ziert man sofort, dafl 4 genau dann 6-multiplikativ ist, wenn lim e* = 0
fir alle kelV gilt; ist A d-multiplikativ, so gilt & = x(4).
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Ein konvergenztreues Matrixverfahren A heilt ersetzbar, wenn
es cin d-multiplikatives Verfahren B mit ¢z = ¢, gibt. Im folgenden be-
zeichnen wir mit M den AbschluB von M < ¢, besziiglich der FK-Topologie
von Cy4-

2. Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Ersetzbarkeit.
Wilansky hat in [7], Satz 9.1, bewiesen, daB EO;EP , hinreichend fiir
die Brsetzbarkeit von konvergenztreuen Matrixverfahren 4 ist; diese
Bedingung ist im allgemeinen nicht notwendig (vgl. [7], Bsp. 4). Im Beweis
konstruiert Wilansky cin fec, mit kern f: = {mecq: fl@) =0} 2 ¢
und @ 7 0 in ciner Darstellung (3) von f; letztere Bedingung ist hinteichend
fiiv die Trsetzbarkeit (vgl. [2], Satz 6.8). Im folgenden Satz leiten wir
daraus weitere notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Hrsetz-
barkeit ab.

Sarz 1. Fir .ein konvergenstreues Matriwverfahren A sind folgende
Bedingungen  dquivalent: ’

a) A ist ersetzbar. .

D) Bs gibt ein Matrizverfahren B mit cg = ¢, und eine Konvergenz-
fakiorfolge sew (Sv existiert fir alle mecy) derart, daf das (unendliche)
Gleichungssystem Bt == —b—s mit b: = (limpe")., in 1 1osbar ist.

¢) Bs emistiert ein Matrizverfahven D mit op = ¢, und ein fe oy mit
kern £ 2 ¢ und a # 0 in einer Darstellung (3) von f beziiglich D.

Beweis. It A4 crsetzbar, so gibt es ein s-multiplikatives Matrixver-
fahren, B mit ¢p = ¢, und limgpe® = 0 fiir alle heN. Dann ist ¢ = 0el
cine Liosung von Bt = —b—s mit s = 0, d.h. dic Bedingung b) ist erfills.

Gilt b), so sotzen wir D: = B und definieren fe ¢y durch

flz): =limpz-+i(Do)+3s0 fir alle se cp,

wobei tel eine Ldsung von Bt = —b—s ist. Fiir alle e 6 gilb

F(@) = 7(D) lim @+ D) wlimpe®+1(Da) +30 =0,
To-re0)

K=l

da ¥(Dw) = (D) tin alle we Ly 2 ¢, gilb (vgl. [7], 5.1). Damit gind die
TForderungen in ¢) crfiillt.

By bleibt zu zeigen, daB c) die Ersetzbarkeit von A impliziert. Tst
¢p = 0, feo), mit kern f 2 ¢ und a 5% 0 in ciner Darstellung (3) von f
Dbeziiglich D, so existiort nach [8], Satz 5.8, cin Matrixverfahren B mit -
¢y = 0p = ¢, und f(w) = limz Lir alle z¢ ¢z. Da kern f 2 ¢ gilt, erhalten
wir limye* = 0 fiir alle ke N, woraus die Brsetzbarkeit von D und damit
von 4 folgt.
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Ist A ein konvergenztreues Matrixverfahren, so isb A4 nach [6],
Satz 1, ein absolut konvergenztreues Verfahren; daraus ergibt sich nach
Satz 1b) unmittelbar die nachstehende Folgerung.

ForegErUNG 1. Ist A ein Lonvergenstreues Matrizverfahren, und ist
durch g(t): = At eine Abbildung von U auf 1 definiert, so ist A ersetzbar.

Setzen wir s: = —b und B: = A in Satz 1b), so erhalten wir das
bereits in [1], Proposition 3 und [2], Folgerung 6.9 bewiesene Resultat:

FOLGERUNG 2. Hin konvergenzireues Matrizverfahren A mit ,;maximal
inset” ist erselzbar.

Wilansky bewies in [7], Theorem 9.2, daB fiir koreguldre Verfahven
A die Brsetzbarkeit und &, Z P, dquivalent sind. Als Folgerung aus Satz
1) evgibt sich, daB dies auch fiir fagt-koregulire Verfahren gilt.

ForeErRUNG 3. Fir ein fast-koregulires Malrizverfahren A sind fol-
gende Bedingungen dquivalent:

a) A ist nicht ersetzbar;

b) & = Py
c) 6= Iy

Ist eine der drei Bedingungen erfillt, so gilt sogar ©, Z F 4; insbesondere
folgt aus der Abgeschlossenheit von F, die Brsetebarkeit von A.

Beweis. Ist A nicht ersetzbar, so folgt nach [7],» Theorem 9.1,
%, =P . Weiter folgh ¢) aus b) wegen (2). Um die Aquivalenz der drei
Aussagen nachzuweisen, bleibt zu zeigen, dafl g, = F, die Nicht-Brsetz-
barkeit von 4 impliziert.

Aus der Darstellung (4) von fec) auf F, folgt unmittelbar, dal 4
genau dann fast-koreguldir ist, wenn ein 4%¢ I, mit

o
lim , 2" # 2 @) lim , 6"
k=1

existiert. Ist nun fec) mit kern f= ¢, so gilt wegen ¢, = F, und (4)

0= f(a3°)—zI 22 f(e") = a(lilnAw"—Z w,'}linue"),
Iemsl k=1
woraus. o = 0 fiir jede Darstellung (3) von f folgt.

Da G, P, W, invariant beziiglich dem Wirkfeld ¢, sind, gilt damit
fiir alle Verfahren D mit ¢ = ¢, und allen Darstellungen (3) beztiglich
D von feep mibt kern f 2 ¢, die Beziehung o = 0.

Damit ist A nach Satz 1e¢) nicht ersetzbar.

Es Dbleibt die letzte Aussage zu beweisen. Gélte ¢, = F,, so wire
T, abgeschlossen, was wegen ([7], Theorem 5.7) W, = ¢, = F, implizieren
wiirde; dies steht aber im Widerspruch zur Fast-Koregularitit von 4.
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Tain weiteres hinveichendes Kiiterium fir die Ersetzbarkeit von
konvergenztreuén Matiixverfahren erhalten wir aus Satz 1b) und dem
Tixpunkisatz von Banach (vgl. hierzu Beispiel 3).

PoLGErRUNG 4. Ist A = (a,,) ein konvergenzireues Matrizverfahren,
so folgt aus don Vorausselaungen

(5) g A 0 flr alle ke N,
(6) (ot o) Crel  wobei @y: = lim,e* (ke N)
wnd
o
. 2
(7 M: = sup > —= <1
neN Iéb-l e
leEn

die Wrsotebarkeit von A.
Beweis. Wir zeigen mit Hilfe des Fixpunktsatzes von Bamach,
daB wnter den gemachten Voraussetzungen das Gleichungssystem

(8) At = —a

i 1 16shay ist; damit folgt aus Satz 1b) die Ersetzbarkeit von A. Dazu
definicren wir dic Matrix D = (d,y) dorch dy,: = Gy, T neN und dyy: =0
gonst. Weiter definicren wir eine Abbildung ¢: l-»o durch

p(l): = —D"Y(A—D)t—Da fir tel;

wogen. ([5], Satz 1), (6) und (7) ist dadurch cine Abbildung von I in sich
definiort. Betrachten wir ! als Banach-Raum mit der Norm

e = Dl (Tel),
n=1
so crhalten wir '

llp (8) —g (W)l = [D~Y(& ~ D) (t—w)]| < Mt — vl
tiir alle £, we 1. Danit ist @ wegen (7) cine kontrahierende Abbildung von

{, || in sieh und besitzt nach dem Fixpunkisatz von Banach genau einen
Tixpunkt, der eine Liosung von (8) in T ist.

3. Vertriiglichkeits- und Perfcktheitseigenschafien. Analog zu don
Ausfiihruogen in [4] kann die Brsetabarkeit von konvergenztrouen Matrix-

" yerfabren durch Vertriglichkeits- und Perfektheitseigenschatten beziiglich

F eharakterisiert werden. Wit gehen dabei von folgenden zwei Detinitionen

ans: ,
DerrneoN 1. Hin konvergensireues Matrizverfahren A - besitel die

Bigenschaft O baw. Og (burz AeO baw. A e 0y), wenn fir jedes Verfahren
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B mit mney S op bew. Fy < op aus der Vertriglichkeit von A und B auf
den konvergenten Folgen ¢ die Vertriglichleit auf mn o, baw. F, folgt. Dabes
heifpen. A und B ouf M < ¢ ncp vertriglich, wenn lim o = limga fir
alle we M gil. i

DEFINITION 2. -Bin konvergenstreues Matrimverfalhwen A erfilli die
Bigenschaft J bew. Jp (kure’ Aed baw. Aedy), wenn &2 mne, bew. &
=2 B, gilt. .

In [4] wurde gezeigt, daB alle koreguliren Verfahren die Higenschatten
0 und J besitzen. Dies gilt auch fir die Bigenschaften Oy und J;; A e 0y
folgt aus ([3], Satz 2), und A eJp folgt unmittelbar aus der Darstellung
(4) von fecy aut F,. Weiter wurde in [4] fiir konullire Verfahren u. a.
gezeigh:

(9) Es gilt genan dann 4 € 0, wenn lim , o = f o lim , ¢* i alle we moy,
gilt; =
es gilt O = J, und J\O ist ungleich der leeren Menge;
(10) Verfahren 4 mit 4e¢JN\O sind nicht ersetzbar, wihrend die mit
A¢ J ersetzbar sind.
Entsprechende Ergebnisse erhalten wir fiir die Bigenschaiten Oy und Jj.

Sarz 2. Fir konullire Matrimverfahren A sind folgende Higenschaften
dgquivalent:

a) A besitet die Higenschaft Og;

by limy = 3 alim,e* fir alle we
- k=1
c) Fy=W,.

Beweis. Die Aquivalenz von a) und b) wurde in {81, Satz 4, bewiesen.
Die Aquivalenz von b) und ¢) erhélt man unmittelbar aus der Dairstellung
(4) von fee) auf F,.

Im folgenden Satz soll zusamengestellt werden, wie sich die Rigen-
schaften O, Og, Jy und J beziiglich der Enthaltenseingrelation verhalten.

Sarz 3. Fir konulldre Matriaverfahren gelten folgende Beziehungon:

a) Op Z 0 Z J (vgl. Bsp. 1 baw. [4], Theorem 1);

D) OpZ Jp G J (vgl. Bsp. 1 baw. Bsp. 2);

¢) INO Z Jp\Op (vgl. Bsp. 1).

Dabei belegen die in Klammer genonnien Beispicle die Eehtheit dor
Enihaltenseinsrelation. )

Beweis. Op < O folgh unmittelbar aus Satz 2b) und (9); O J
bzw. Op & Jp folgt aus Satz 2b) und der Darstellung (4) der gbetigen
lineaten Funktionale auf F; weiter gilt J, < J nach Definition von Jp
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and J. Damit muB pur noch ¢) gezeigh werden. Ist AeJ\0, dann besitzt
nach a) das Verfahren A nicht die Wigenschaft Op; insbesondere gilt
F, # W4 nach Satz 2¢). Da A wegen (10) nicht ersetzbar igt, erhalten
wir aus Folgerung 3¢) die Beziehung F = G, =, was gleichbedeutend
mit A edp ish )

Da nach Salz 2¢) konullire Verfahren A mit 4 ¢ Oz genau die konulliren
fast-koreguldven Verfahren sind, erhalten wir aus Folgerung 3e), daB
konullire Verfahren A mit 4. ¢ Jp crsetzbar und Verfahren 4 mit 4 e Jp\Op
nicht ersetzbar sind; insbesondere folgt, da8 die Higenschaften Jp und
Op fiir konullire ersetzbare Matrixverfahren dquivalent sind.

Tnsgesamt knnn man sagen, daB in den Arbeiten [1], [2], Lél:], [6]
und [7] und in den obigen Austithrungen dio crsetzbaren bzw. nicht er-
getzbaren fagt-koreguliren Matrixverfahren charakterisiert wurden. Be-
gitat das konullire Matrixverfabren A die Bigensehaft Og, s0 fo'lgt E.rsetz,;
barkeit, wenn, G Z P4 gilt (vgl. [7], Theorem 9.1) oder A ,,nm;umal inset
begitzt. Nicht-Ersetzbarkeit erhilt man, falls Ly # Ty .gllt (vgl. [6]
und [2], Satz 6.11). Die Frage nach der Ersetzbarkeit bleibt also offen,
talls AeOp, I, G0, wd Fy =W, =L, =0 =P, bzw. =Wy
= iy i Cy = .PA = Cy gil{'r.

4. Beispiole. Zum AbschluB betrachten wir Beispi?le zu 'den obigen
Ausfibrungen. In [6] wird cin Beispiel eines koregul'{_mren nicht erse.tz-k
baren Verfahrens mit L = P gegeben. Durch eine fhnliche Konstru?{tlon
orhdlt man ein nicht orsetzbares konullires Matrixverfahren A mit L,
=F, und AeJp\Op. ‘ . N

Brisemn 1. Das konullire Matrimverfalren A = () seb definiert
durch

@yt =1,
Oyt = 47F fir n >k und ke N,

k .
Brar e = Gprs,ell = 2 fiir alle ke N und

@ = 0 sonst.
A ist ein michi ersetebares Tonullires Matviwverfahren mit 4= L4,y
AeTp\Op und 4¢0.
Beweis. Um F, = L, %u zeigen, geniigh es wegen (2) L, s I4 zu
bewoisen. Nach ([6], Lemma) gibt es ein M >0 derart, da]?:‘[wy[‘g M3,
fiir allo we L, und ke N gilt; dabei ist Gt = i:lzg | Damit gilt

00 ) ?H
; : iy 291 —t
i Z @y lim 4 o’“l < 2 [gp_sLim 46 < M Z 27" < oo

Jgw1 o=l =1

fiiv alle we L, woraus L, < I, Tolgt.
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A besitzt nach Satz 2b) nicht die Higenschaft Op, da fiir z = (@i
. mit
2" fir k =2r und reN,
B2 =
* 0 sonst
die Beziehung

limy® =Hm2™'2" =1 # ) glim, " = 0
. P00 fe=1
gilt. A besitzt die Bigenschaft O, da

lloim(“lwl,zszk+“k+1,2k+1wzk+1) =0 fir alle zemney,
00

lim, @ = 2 wlim e®  fiir alle wemnay,
s :
impliziert. Um A e J 5 zu zeigen, beweisen wir, daB fiir alle fe ¢y mit kern f
2 ¢ eine Darstellung (3) mit « = 0 existiert; aus der Datrstellung (4)
von fe ¢ auf I, folgt hieraus unmittelbar kern f = F, und damit 4 < Jyp.
Sei fe ¢y mit kern f = ¢. Da A zeilenfinit ist, gibt es eine Datstellung
(8) von f mit s, =0 fiix k> &, und k,e N geeignet (vgl. [8], Satz 5.2).
In dieser Darstellung gilt inshesondere

0 = f(&) = alim 4" 42774, +3, fir alle re N,
woraus #, = 2"7's,,_, = 0 fir alle reN mit 20—2>k, folgt. Damit
. erhalten wir
0 =f(6"") = 4"a+ D tytyy+ 85y =470
N=r
fir alle r¢ N mit 2r—2 > k,; insbesondere folgt a = 0.

BEISPIEL 2. Das konulldre Matrizverfohren B = (b,,) sei definiert
durch

(=L 'n2=™  fir k =n (neN),
s =1 27F fiir & >n (neN),
0 sonst

b

B ist ein 0-multiplikatives konullires Mairizverfahren mit Be 0 und B¢ Jx
und, damit Bed und B¢ Og.

Beweis. Be0 erhdlt man, da

limps = lim 2By - lim (— 1) p2~"g,
n-ro0 iy n»00

o0
=0 = Zwklimge"
k=1
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fiir alle zem Nog gilt. Um B¢ Jp zu zeigen, gentigh es, ein auf Fz nicht
verschwindendes stetiges lineares Funktional fe ¢z mit kern f 2 ¢ anzuge-
ben. Hierzu wiahlt man f: =limg; fir o = (#)fmc Fp mit a5 =
(=11 E12" gilh limge = L.

BuIsSPIEL 3. Durch

4+ fiir & < n (neN),

—g— 1) fir T =n (neN),
dnlc: = —(n+1) —(n+2) .

2 —(n—=1)4""*) fiy &k =n+1l (neN),

(] sonst

ist eim ersetzbares Tonulldres Matrigverfahren D = (d) definiert, das
wicht die Migenschaften Jp und ,,mamimal inset’” besitet.

Beweis. Die Ersetzbarkeit folgt unmittelbar aus Folgerung 4. Weiter

erhalten wir D¢ Op, da @: = (2" )2 ¢ Fp und limpe # Y olimp 6
k=1

gilt (vgl. Satz 2); aus der Ersetzbarkeit folgt damit D¢dJp. D besitzt

nicht ,,maximal inset”?, da y: = (45 e opN\Ip erfilllt ist.
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