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Faltungsoperatoren auf gewissen diskretem Gruppen
von

MICHARL LEINERT (Biclefeld)~

Zusammenfassung. In einer digkreten Gruppe & definiert jede Funktion fe I? (@),
deven Triiger gontigend unabhingig ist, durch Faltung einen beschréinkten Operator
von I2(G) (Abschnitt I). Als Konsequenz ergibt sich fiir Gruppen, die eine freie
Untergruppe mit zwei Lrzcugenden enthalten, daB die Fourier-Algebra nicht faktori-
giert und ,,viele” Multiplikatoren besitzt, die nicht in der Fourier-Stieltjes-Algebra
liegen (Abschnitt IT). Binige Bemerkungen zur Bedingung (H) (vgl. [1], (4.14)), die
zur Existens approximierender (nicht notwendig beschréinkter) Einheiten der Fourier-
-Algebra #iquivalent ist, schlieSen sich an (Abschnitt III). Satz 1 wurde in [5] an-
gekiindigt.

@ bezeichnet eine diskrete Gruppe, K(G) die Menge der komplexen
Funktionen auf G mit endlichem Triger, und L*(§), 1<p < oo, den
Banach-Raum der p-integrierbaren komplexen Funktionen auf ¢ mit der
Norm f=>fl, = ( Za‘l F(@)P)¥r. By ist A(G) die Fourier-Algebra, B(@) die

&Ze
Fourier-Stieltjes-Algebra von G (vgl. [1]) und VN(@) die von der links-
reguléiren Darstellung o von & auf I* (&) erzeugte von Neumann-Algebra.

Mit ¥ wird die Menge aller (Klassen von) stetigen unitéren Hilbertraam-
darstellungen von G bezeichuet, fir fe K(G) sei |f |z = sup |z (f)l, wo | |
ne X

die Operatornorm hedeutet. Ist f eine j:omplexe Funktion auf &, so be-

zeiehnen wir ihren Triger mit supp (f) und definieven fir be & die Funktion
Jp durch

@) =f(@™),  ac@.

Die zu f komplexkonjugierte Funlktion bezeichnen wir mit f, die Funktion
o-f(e™") mit f. Definiert f durch Faltung einen besehrinkten Operator

caut IAG), ¥o bezeichnen wir dessen Norm mit | flvave.  Unter einem

Multiplikator der Fourier-Algebra 4 (@) verstehen wir einen beschrankten
Operator T auf 4 (@) mit der Tigenschatt T (ab) = Ta-b fiir alle a, beA(G).
Sind B und ¢ Teilmengen von &, so bezeichnet B — 0 ihre mengentheore-
tische Differens und y die charakteristivche Funktion von B. Das Eins-
Element der Gruppe G bezeichnen wir mit e.
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1. DerNITION. Bine Teilmenge P < G ernfiilli die Bedingung () wenn
gilt: fir jede nativliche Zahl n und Llemente @y, ..., By e P mil m; + w, ™
(4 =Lyeey2n.—1) ist ' :

OBy . B Dy, F 6.

Barz 1. Sei G eine diskrete Gruppe. Jede Funktion fe L*(G), deren
Trager die Bedingung (x) erfullt, definiert durch Faltung einen beschdink-
ten Operator von L*(&), und es gibt eine Konstante O > 0, so daf |f vy
< O[f|, fir alle solche Funlkiionen f.

Beweis. Sei fe I*(¢) und erfiille supp(f) die Bedingung ().

Sei ge K(G) und § = supp(g). Wir konnen annehmen, daf f und ¢

nichtnegative reelle Funktionen sind (sonst befrachte man die Absolut-
betrige). Fiir ®¢ @ ist

(fxg)(@) = D g(s)flas™).
ges

Ziwei Elemente 7, se 8§ heilen konjugiert (r~s), wenn.

supp (f,) N supp(fy) # @,
was bedeutet, daB ey BElemente a, be supp(f) gibt mit
(1.1) cj,r = bs,
also mit

a”lh = rs~,

Aus Bedingung () folgt, daB die Menge supp (fs) N supp (f,) fiic » 5 ¢
hiehstens ein Element enthalten kann (denn fiir r s s und ¢,de gupp (f,)N
N supp (£,) gilt ¢ = a,7 = bysund d = a,r = bys mit ay, @y, by, by e SUPD (),
a; # by, ay # by, Woraus wir a7 bib; e, = ¢, also b, = b, und somit ¢ = 4
erhalten). Sei Y die Menge der ye @, fiir welche in der Summe

(1.2) D) 9(s)fys™)

8eS

min‘.iestens zwei von null verschiedene Terme vorkommen. ¥ ist eine
endliche Menge (nach dem soeben Bemerkten). Fir ye¥ sel

8, = {s¢ 8] yes .
Damn git y = {s¢ 8] yesupp(f,)}

fr9@) = 3 g()f(ys™).
sely,
S.ei 81¢ 8, fiir einf Ye Y. Man wihle sye S 50, daB g, # 81, aber g, ~s,, falls
ein golches s%.em'stlert. Durch Induktion wihlt man St Sy FE 81y aiiy 8yiyy
aber s, ~s; fiir ein j < n. Dieser Auswahlproze bricht ab, da & endlich
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igt. Gibt es ein Element s;¢(J S, das in der soeben definierten endlichen
ye¥

Folge nicht vorkommt, so konnen wir nach demselben Verfahren eine
zweite Folge konstruieren. Durch Induktion erbalten wir eine endliche
Anzahl von endlichen Folgen, so dafl jedes Element von J 8, in einer
dieser Folgen vorkommt. Es gilt vl

(1.3) (i) Die soeben gebildeten Folgen sind ,,disjunkt’, d.h. kein Element
se 8 kommt im 2wei verschiedenen Iolgen vor. .
(ii) Set ye Y. Wenn se Sy in einer dieser Folgen vorkommi, so kommit
jedes s 8, in derselben Folge vor.
(iil) Sei 8y, ..., 8y eine dicser Folgen. Fir ie {1, ..., m} sei ¥; = {ye¥|
806 8y3 81y 000y 8109 8} Seien o, ve {1, ..., m}, ¢ # 7. Donn ¢ili

(mijq, 8,— {85} » (U(L%r 8,—{s}) =9.

Beweis. (i) und (ii) sind klar. Wir beweisen (iii) indirekt. Sei s aus
dem angegebenen Durchschnitt. Bs gilt s ~s,, 8§ ~s,, also § = s mib
2>, A> 7. Nach Konstruktion der Folge sy, ...,8, gibt es Indizes
By ory Vg€ {1y o 0ry m} mit v, =1 und der Higenschaft, da8 in der Folge

84y 8qy Syyrvees Sy = 81
jedes Mlement vom vorhergehenden verschieden und zu ihm konjugiert
ist. Kann man dabei irgendwelche Hlemente s, weglassen, ohne daB
diese Rigenschaft verloren geht, so wollen wir dies tun.

Analog gibt e8 fy, ..., upe{l,..., m}, so daf die Folge

84y Sey Sy ooy Sy = 8

obige Bigenschaft hat. Auch hier seien ,uunnétige” Tlemente s, wegge-

lassen.
GemiB der Definition von ~ gibt es Elemente ay, ..., o) byy ...

veey bypiae SUPP(S), 80 daB gilt:
857" = a7y, -

-1 _ -l
S8y, = Uy Uy,

-1 =l
(1.4) 8y 80 = 05 Gg,
ol == gl O
Sugmr By = Pag1 Gngepe
und :
887" = b7 by,
-1 -1
8,870 = b7'b,
(1.8) TR

-1,

- h™1
Sy Sy = Dyp1 Dap-
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 (1.6) Seien g, 7, se 8 mit g ~7 ~s, gebe es also Hlemenie oy, 0g, dy, dye SUPP(f)
mit
. ot =g
a7t dy = st

Ist g-micht konjugiert 2u s, so gilt ¢y # dy.
Beweis. Sei ¢, = d;. Dann gilt ¢;'d, = ¢57%, also gq~s.

yeeey ¢4+1 und

Nach (1.6), und weil offenbar ay # @y, fur =
byj % by, fir j =1,..., p+1, erhalten wir
Gy # gy, Oy @y, fHr 0323,
by #bay by #F by, fir j2 3.
Aus (1.4) und (1.5) ergibt sich
(LT)  sisTt =s5778,80 .8, st = a7 05 Bis Gags
und
(1.8)  sist =87 st Sy Sy = T D05 by by By
Falls a4, = a,, reduzieren wir den oben stehenden Ausdruck a7’ ... dy,.,,

-indem wir aza.3 ! weglassen. Das reduzierte Produkt ai!
dann mit a; ad, wobei a, # a, wegen s; # s, . Analog konnen wir den
Augdruck b7 ... by, reduzieren, falls b, = b,. Dividieren. wir nun die
beiden Ausdrucke durcheinander, 5o erhalten wir aus (1.7) und (1.8)

e = bt o b7 (bbb aT @y a5 Y ay

wobei die Terme in den Kiammern gegebenenfalls fehlen und b; = b,

a; 5= a4y, Tiir alle vorkommenden 4, j sowie b, # b,, falls b, b, fehlt, a, cua,
fa,]_ls aya;* fehlt. Wegen Bedingung (+) muB also a, = b, gelten Damit
haben wir

oor Gygrq Deginnt

« Oygigs

U8y = Uy 8, = b, 8.

Ohne Einschrinkung sei ¢ < 7. Nach Voraussetzung ist ¢, ingbesondere
in der rechten Seite des umter (1.3), (iii) notierten Durchschnitts enthalten,
dh. supp (f;,) und supp( (fs,) besitzen einen gemeinsamen Punlkt, der nicht
zu supp( fs ) gehort. Wie wir soeben sahen, haben supp ( f,,,1 ) und supp( Ja)
auch den Punkt @, 8, gemeinsam, der zu supp( fa ) gehdrt, also von dem
soeben genannten Punkt verschieden sein mup. Drm ist ein Wi derspmoh,
denn supp(f;,) "supp( f.s) enthdlt hochstens einen Punkt (vel. den Text
-nach (1.1)). Damit ist (J .3), (iil) bewiesen.

Sei g1, ..., s, eine der vor (1.3) definierten Tolgen. Fiw ie {1, ..., m}
sel wieder 171 {VeXisie 858, ..., 8_148,) und es sei T, = {w e ¥|s; B, fitr
ein ¢, 1 <4< m}. Nach (1.3), (i) gllt
(1.9) U 8y = {s1, ...

» Sm}e
ver,
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Wir erhalten

D) @)

ye¥,

<33 ( s+ 2 (Y gf(us )

Tl ye ¥y, 8e 8, )

88,
wegen (a-+b)* < 2¢% +20° fiix a, be R;

< 21_217 (29(3h)2 fE+2 Z ( yg 3)2) ( Zf yg—-l)z))

=l vely, acS an&
878}, arial,
nach der Schwarz’schen Ungleichung;
8]

m

< X (eatarisie
Dz

denn fiir festes s, sind die Mengen S,,~—{s,,} mit s, ¢ 8, fiir verschiedené
Werte von y disjunkt (vgl. den Text nach (1.1));

<2 Dg@lIfi+2 > g*1f1

fyea ] * e [V
yeFy v

g 6F 171,

ae U b,y—(sh}

nach. (1.3

)y (i)
<4 D gGrife
ss”g?osy
nach (1.9).
‘Wir konnen nun, die Norm von fxg abschitzen. Wegen (1.3), (i) und

dem Text davor erhalten wir
gl < D) g(s) flas™) + 4 z 9(s
mY ll

4e§
adl

F13-+4 > g (P If < 81913151
Bl aes

< Yg(s)?

PIfls

Diese Ungleichung bleibt auch fiir beliebiges ge L*(G) richtig, wie man
leicht nachprift. Damit ist der Satz bewiesen.

(1.10) Sei G die freie Gruppe mit 2wei Brzeugenden. Bs gibt eine unendliche
Teilmenge P < @, die Bedingung (+) erfilllt, zum Beispiel

P = {a"b" ne 2},
wo Z die gancen Zahlen bezeichnet.

5 — Studia Mathematica LIT.2
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(1.11) Sei @ eine Gruppe, P = G ecine Teilmenge mil mindestens vier Hle-
menten, die Bedingung () erfillt. Dann enthdlt G eine freie Unter-
gruppe mit zwei Brzeugenden.

Beweis. Seien a, b, ¢, d vier verschiedene Elemente von P. Setzt man

w=a"1, v=0"4d,

so folgt aus Bedingung (x), dal » und » freie Lirzeugende sind.

II. Sei B eine Teilmenge von G, welche folgende Bedingung erfiills:
(#%) s gibt eine Konstante C >0, so daf fiir alle he K (G) mit supp (h) < B
gilt:
Plyyen < Olhls.

Durch Dualitdt ist (+*) dquivalent mit:
(2.1) Pir weA(GF) gilt uyyelX(@) und

lugmle < O]y

Ist X eine vollstindige normierte Funktionenalgebra auf @, so gind
die Multiplikatoren von X die Funktionen f auf G mit der igenschalt
frgeX tir alle geX (die Stetigkeit von g fg folgt aus dem Satz vom
abgeschlossenen Graphen). .

So erhalten wir wegen (2.1) fiir 4(G): die Multiplikatoren von A (@
mit Tréger in F sind gerade alle beschréinkten Funktionen auf G mit
Tréger in F (daf Multiplikatoren von 4 (@) stets beschrinkte Funkiionen
sind, folgt aus |,ul ae = Wl a@, ¢e @y ued(G). Ist f ein solcher Multi-
plikator und gilt f¢B(@), so folgt natiirlich f ¢ (@) (wegen L*(@) = A (&)
< B(@)). Umgekehrt gilt

Sarz 2. Sei f eine homplemwertige: Punktion auf G it supp(f) <« B
(B wie oben), f¢ L*(G). Dann gibt es eine Teilmenge H < B, so daf
g =Fxu¢B(&).

' Beweis. Sei f =f, eine Funktion mit supp(f) < B, f¢L2@). Bs
gib?ieli;l hye K(6) mit K; = supp(hy) = B und by, = 1/0 (0 wie in (xx)),
g0 da. ‘

(2.2)

> 1,

| 3 (@) ha()

weld

Diese Ungleichung impliziert |f A la@ > 1, denn nach (xx) gilt | bl v
<1(~1 Wegen |fyx lae = 2z ey gIbt o8 ein I K(G) mit |4y < 1,
so daB :

|%f(¢)xxl(w)ll(w)l>1‘

Sei H, = (supp(f)—sgpp(ll))'qul. Wir definieren f, = [ %m, = fo" Xm,-
Nach Konstruktion gilt supp(f,) < B, Si¢H@) und | Sulpe > 1. Wir
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fahren mit Induktion fort. Selen K, = B und f, schon konstruiert und
gelte supp(f,) = B, fu¢I*@), |falng>n. Bs gibt eine Funktion
Bppe K(G) mit K., = sopp (b)) < B, K, > K, und [Pngals = 1/C,
so daB :
| 5@ b (@) | > m41.
well
Dann gilt Wn® Xy L@y > 7+ 1, und es gibt ein b, ¢ K (@) mib [l,,.)s <1,
so daB
‘Efn(m)XK,,.I..l(w)ln+1(<B) ’ >n+1.
2ot i

Sel Hypy = (5upp(fo) =D (ly1))U K,ypy . Wir definieren f,,, = f,- Xerp ;-
Die Folge {f.} konvergiert punktweise auf G gegen die Funktion

¢ = fryp mit H = (M H,. Nach Konstruktion gilt
n

PRGN

welt
fiir alle ne N, also ¢ ¢ B(G).

Ist @ eine diskrete Gruppe mit einer von zwei Blementen, erzeugten
freien Untergruppe, so folgt aus dem. soeben bewiesenen Satz zusammen
mit Satz 1 und (1.10), dal es ,,viele” Multiplikatoren von 4(G) gibt, die
nicht in B(@) liegen. Dies verbessert ein Frgebnis von A. Figdh—Talamanca
und M. Picardello ([3]). o

M. Lefranc ([4]) hat gezeigt, daB die charakteristische Funktion
einer Teilmenge B einer diskreten Gruppe ¢ genan dann zu B(@) gehért,
wenn J in dem Ring liegt, der von Untergruppen von @ und deren Rechts-
und Linksverschobenen erzeugt wird. Die in (1.10) erwihnte Teilmenge
der freien Gruppe mit zwei Brzeugenden erfiillt diese Bedingung nicht,
ihre charakteristische Funktion ist also ein konkretes Beispiel eines
Multiplikators von. 4(G), der nicht in B(G) liegt.

(2.3) Die Fourier-Algebra A(G) einer diskreten Gruppe @, die eine freie
Uniergruppe mit =zwei Brzeugenden enthdlt, faktorisiert miohi, d.h.
o8 gilt
A(@)-A(G) # 4(G).
Dies folgh aus (2.1), denn @ enthilt eine unendliche Teilmenge Z,

welcho (wx) erfiillt,
Man kann algo vermuten, daB die Fourier-Algebra einer diskreten

“Gruppe genau dann faktorisiert, wenn die Gruppe amenabel ist.

Ist B wieder eine Teilmenge von @, die () erfiillt, so ist auf dem
Raum der Multiplikatoren von A(@) mit Triger in F die Multiplikator-
norm #quivalent zur Supremumsnorm. (nach dem Satz -von der offenen
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Abbildung). Auf dem Raum der Funktionen aus 4 (@) mit Triger in B
sind wegen (2.1) die Normen | |, und | |q Squivalent. Also gilt

(2.4) Ist G eime diskrete Gruppe, die eine freie Untergruppe mit 2wei Lrzeu-
genden enthilt, so gibt es Funktionen f cA(@) mit |flyew =1, deren
Multiplikatornorm sup{|f- glae| 94 (@) 19luq < 1} beliebig Klein ist.

Aus - (2.4) folgt insbesondere, daff unter den angegebenen Voraus-
setzungen B(G) kein abgeschlossener Teilraum des Banach-Raumes aller
Multiplikatoren von A(G) ist.

III. Setzt man fiir TsVN(G) und ved(G) —on gei v = fx¢§ mit f,
ge I (G) —

P () = (Tgl)),

80 ist bekanntlich die Abbildung T+, ein isometrischer Isomorphismus |

von VN(@) auf den Dualraum von A4(@). Fir uwe B(@) und T« VN(G)
definiert man %I e VN (@) durch

Pur(0) = g (uv),
ved (@). Wir erinnern an die folgende Definition aus [1]:

DrrINITIoN. Der Operator T e VN (G) erfillt die Bedingung (H), wepn
gilt: fir ve A (@) mit oI = 0 8t pp(v) = 0.

Bei diskretem @ ist fiir ved (¢) die Aussage vT' = 0 gleichbedeutend
damit, daf v, auf dem Triger von T verschwindet (vgl. [1], (4.4) und
" (419)), und jedes TeVN(G) ist ein Faltungsoperator I,: fis xS mit
einer geeigneten Funktion ueI*(G), so daB wir erhalten: der Operator
T = T,eVN(@G) erfiillt die Bedingung (H) genau dann, wenn fir v = fxd,
fy ge (G, mit v(x) = 0 fiir xe supp(T) gilt:

(31) (wrg1f) = [ (@) =0,
also

(3.2) [ n@y™gwf@ ayin = [ [ uw(@)f(oy)g(y)dydo.

Das Problem ist demnach, ob man auf der linken Seite von (3.2)
die Integrationen vertauschen und nach Translation der Variablen o von
rechts mit y wieder vex:ta.usehen kann. Die erste Vertauschung ist sicher
erlaubt, denn es gilt (Frp)xg = fr(u*g) ¢), wie man. ohne Schwierigkeiten
nachpriift, da T, VN(@). Fiir die zweite Vertauschung der Integrationen
ist die Voraussetzung v(w) = 0 fiir we supp(7) wichtig. Verzichtet man

darauf, so braucht die rechte Seite von (3.2) selbst bei kommutativern & .

nicht zu existieren.

In vielen Fillen, wie zum Beispiel den folgenden, sieht man, daf die
kritische Vertauschung erlaubt ist:
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(i) 7' 148t sich durch endliche Linearkombinationen 3 1;0 (@),
wye supp (1), schwach approximieren.
(ii) Bs gibt eine Konstante ¢ > 0 und ein Netz endlicher Mengen
K, < supp (T mit (JK, = supp(T), so dad 1%, Tlyne < € fiir alle 1
(Spezialfall von (i)).
(fii) Ws gilt pe L' (G).
(iv) By gilt p(x) =0 fir alle we@.
(v) supp(7) ist eine Wiener-Menge, d.h. eine Synthesemenge, fiir
A(G).
@ (vi) By gilb guymee B(GF) (Spezialfall von (v)).
(vii) supp(T) oder G—supp(T) erfiillt (+x) (Spezialfall von (v)).
(viii) supp (T) ist enthalten in einer amenablen Untergruppe von &,
Bei (i) handelt es sich tbrigens nur um eine andere Formulierung
der Bedingung () (vgl. [17, (4.14)). Unter (vu) haben wir folgende Tat-
gache benutzt:
Sei & eine Teilmenge von @. Briilly B oder G—T die Bedingung
(*x), so ist B eine Wiener-Menge.
Der zweite Fall ist klar wegen (2.1), betrachten wir also den ersten
Fall: 7 erfiille (). Sei fe.d(G) mit fl; = 0, sei ¢ > 0 und ge K(G) mit
If=glae < e Sel h = g-gu. Wegen (2.1) gilb

Bl gy = e = 1(g—F) gule < O,
also

A= (g =) sy < £+ 0.

Somit igt B eine Wiener-Menge.

Folgende Bedingungen sind dquivalent:

(a) Jedes TeVN(G) ertiillt die Bedingung (H).

(b) Jedes TeVN(@) 148t sich durch endliche Linearkombinationen
S ho(my), @e supp (D), schwach approximieren.

(e) Jedes wed (@) laBt sich durch Funktionen ve K (@) mit supp(v)
< gupp (w) in der Norm von A (@) approximieren. ,

() Jedes weAd (G 160t sich durch Funktionen ve K (@) mit supp(v)
< gupp(v) sehwach (im Sinne der Dualitdt mit VN (@) approximieren.

(e) Jede Menge M « G ist Wiener-Mengg.

(f) A (@) hat approximierende (nicht notwendig beschrankte) Einheiten.

Die Beziehungen (a) < (b), (¢) < (e), (¢) < (f) sind Iklar. Man erhéils
(a) <= (£) mit Hilte des Satzes von Hahn-Banach. Offenbar gilt (¢) = (d),
aber auch (d) = (&) (vgl. den Text vor (3.1)).

Wie auy dem Beweis hervorgeht, gilt die Beziehung (a)<-(f) fir
beliebige Jokal kompakte Gruppen.
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-ProBreM: Hat die Fourier- Algcbu der freien Gruppe mit zwei
Erzeugenden approximierende Einheiten? Oder allgemeiner: Gibt es lokal
kompakte Gruppen, deren Fourier-Algebra keine approximierenden Rin-
heiten besitzt (auch keine unbeschrinkten)?

Fiir einige Verbesserungen und Iinweise bin ich P. Eymard sehr
zu Dank verpflichtet.
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STUDIA MATHEMATICA, T. LIL (1974)

Sums of independent Banach space valued random variables

by
JORGEN HOFFMANN-JORGENSEN (Arhus)

Abstract. Varvions goneralizations of classical thoorems about sums of indepen-
dent' real random varinbles to Banach space valued random variables are given:
Let (Xn) bo indepondont random variables with values in a Banach space, and let
(9) be their partial sums. Then necessary and sufficient conditions for (8,) to con-
verge in I i givon (0« p & oo0). Tor p == co this gives a new characterization of
those Banach spacoes which do not contain ¢y, Later we characterize the class of Banach
gpaces for which a.s. boundedness of (8,) implies a.s. comvergence of (8,). Finally
wo prove that convergence in distribution of (Sy) in a weak topology of our Banach
gpace implies a.8. norm-convergence.

1. Introduction. We shall in this paper study the properties of series
of independent random variables with values in a Banach space, that is,
geries of the form

[+
(1.1) >,
)
where X, X,,... sve independent random variables with values in
a Banach gpace Jf‘
Such series have been studied by Nordlander [13], Kahane [9], and
Ito and Nisio [8].
Section 2 contains the basic definitions and notation, and we list
some known lemmas and theorems for reference in later sections.
In. Section 3 we study boundedness and convergence of (1.1) in
IP (0 = p = oo0). Theorem 3.1 is a generalization of Theorem 4, p. 17 in [9]
and of Theorem 18.1.A, p. 254 in [12]. In [9] Kahane only considers the
case X, == &,m, whore (e,) is a Bernowlli sequence and (#,) is a non-random
sequeriee of vectors. In [12] Loéve only considers the case where X, is
real and the X,’s are uniformly bounded. Theorem 3.1 gives new results
even. for real valued random variables. Theorem 3.5 and Corollary 3.7
give o new characterization, of those Banach spaces that do not contain ¢.
In Section 4 we show that convergence or boundedness -of (1.1) may
imply convergence or boundedness of
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