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ACTA ARITHMETICA
XXVI (1875)

Sous-suites equirépartics d’une suite donnée
par
A, TioMAs (Marseille) et Y. DuparN (Bordeaux)

¥. Intreduction

Dans [2], Michel Mendés France pose la question suivante: étant
donnée une suite d’entiers strictement croissante (a,), .y €st-il vrai que
pour toute suite équirépartie du toxe (u,),.y, il existe une sous-suite

(U, Jnen équirépartie telle que b, soit équivalent & a, (¢’est-A-direlim L )
n—oo Vg

Lo réponse est oui si et seulement i il existe N e N tel que
= 2a,  pour fout ne N.

Introduisons les notations puivantes.
Soit J une partie de N. Boient w et y des réels tels que 0 < & < .
Posons: ' .

Co(J) = card (J N [0, af),
1
a,(J) = o C,.(J),

d{J) = lim d,(J) 8l la litmite existe,

Aok oo

Cp () = ened(J N [x,y[) = O (J)-C,(J),
dw.u () = »«»l ¢

?/__m oy

Etant donnde une suite du tore «, on appelle degré Q’équivépartition
de w 1y horne supérieurve des ae[0, 1] tely qu'il existe une sous-suite deui-
répurtic de densitéd o (ef. [2]).

Nous noterons U7, Vensemble des suites du tore de degré d'équi-
répartition a.

Tuiorisu, Soit ae] 0, 1], Soit Jy une partie de N indexée par wune
suite strictement eroissante (o). Une condition ndeessaire et suffisante
pour que de toite suite w = (i), apparténant & U, on puisse eviraire
wie sous-suile quirépartie (i, ), v telle que by soit éqrivalent & a, est que
les denn conditions swivantes soient remplies:

(J).
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Copz o)
1 lim gup —22 02 < oo
() P T Ty
{2) ' pour tout &> ¢ lmsapd, ,n..q(de) < a.
' @t 0R

Soit i une suite du tore et @ son degré d’équirépartition. In appli-
quant le théortme i la suite, : . ‘

L ;
&, == h-;] pour tout ¢ do [0, a]

on déduit le corollaire déjd démontré dans [1].

CorOLLATRE, Lensemble des densités dos sous-suiles Equiréporties
& densité dune suite donmée dy tore est, 5l n'est pas mde, 1 intervalle
Sfermié [0, al.

On déduit facilement de ce corolimre que U1 est I'ensemble des suifes
équiréparties, done en appliquant le théoréme & « =1 on retrouve le
premier énonecé qui répond A la question de Michel Mendis France,

Avant @’aborder les démonstrations, remarquony que si de fieute
suite de U, on peut extraire une sous-suite répondant b la question, on
peut aussi le faire de toute suite de U, ok o esl supériour & a.

Ii. Lemmes preliminaires

Nous donnons  ci-dessous, sans démonstration, une liste de pro-
priétés simples qui nous seront ubiles par la suife.
a) 81 J est & densité, pour toub ¢=> 0 llmd ettt aa () = d{J),

b) Pour que J soit & densité, il suffzt qu'il existe une %ulte crois-
sante (x,),.x tendant vers Uinfinl et vérifiant: @, ,—a, = o(x,), telle
que d, (J ) converge. ,

Smen‘o J et J deu\ parties do N anom

aZ (J mJ
(Y

@'Y = lmd, (J')T)  sila limite existe,
a0

A (T[T} =

L’équirélmrti‘nion 'nne  sous-suite (ir,),.; d'une suite du tove
é quw&ut ' ’ :

d{{nfu, <I} /J (I} . pour tout intervalle I du tore,
g étant la mesure de Lebesgue.
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¢) Pour que d(J'/J) existe, il suffit qu’il existe une suite croissante
{(@)nen bendant vers Pinfini ot véritiant: ¢ (J)= 0( ), tolle que
dwn(J’/J )} comverge.
d) Soient (m).n ob (!‘n’k)f.,tl\? deux suites équivalentes stmctement
croigrantes d’entiers.
Alors: )
lim[dm({nlc}lca?v) Md;, ({n'rrc}ch)] = 0

oD

Tne¥p 41

ab Vex0 | "
im [d;c,m(l-{us)({N‘k}.’u N) - d.c,;::(l +%8) ({nk}kt;\?)j = 0.

Tt

1Il. Necessite de la condition

Soit (ay)p.v une suite strictement croissante d’entiers. Supposons
que de toute suite w de U, on puisse extraire une Sous-suite (g hr.w
équirépartic telle que b, soit équivalent & .

A. La condition (2) est nécessaire. Hoit K une partie de N de densité «
Détinissons la suite (#,)..n do telle sorte que la sous-suite ('u,,)m, & 5oit
équirépartie ot w, = 0 pour n n'appartenant pas a K.

11 est clair que cette snite appartient & U,

1 existe done mm ensemble d’indices J = (h;)rn tel que la suite
(Upp e soit équirépartie, (y)ex oV (Gp)ren étznnt denx suite uqmval&nﬁﬂs
dlentiers.

%11: CK le uomplémentmre dans N de K, .alors &(J n CK) = 0.

dx,a:(l-iA.s)(J) < d.;:,:t(lq-a)(}r) + dm,w(l-ﬁ-s)(‘j n OI{)

d’aprés le lemume a):
linldj.’m(LLB)(.K) == a,
fiel Ta ]

i d, oy (0 CK) o

drol
: h:m smp By ain ey (T ) 5

(B )gen 06 (Ap)pen btamt d(as.asuﬂms Squivalentes, d'wprés lo lemme 4):

ISP &, oy 4 (o) 5 @

[ )
%. La condition (1) cat nécessaire _
N 2 s " o
1. Towsiss. Lowte suits ¢ = (&) ned0, 13N dquirépartie powr la -mesure

de Hoar da {0, 1} admet une sous-swite (oy heen éqamepm'tw, talle gue by
soit dgadvalent & g, ‘
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Il existe en effet une partie I de NV (resp. ) de densité /2, contenue
dans Pensemble des » tels que ¢, = 0 (resp. &, = 1),

Définissons la suite # = (1,),.» de telle sorte que les sous-suites
(aduer o6 (1}, solent équivéparties dans [0, § [ et dans [}, L[ respecti-
vement. Prenons w, = 0 pour » n'appartenant pas 4 P U Q.

La suite » ainsi définie appartient & T,. I existe done wne sous-
suite (w, ) équirépartie, telle que b, soit équivalent ¥ a,.

La suite (e, )r.x est équirdpartie, donc répond i la question.

2. Construction d'ume suite ¢ équirépartie. Supposons que la con-
dition (1) n’est pas vérifide. Il existe alors une suite d’entiers (N dhen
vérifiant les conditions suivantes:

a) ¥y =0, Ny = 2,

b) ¥, multiple de 24N, ,,

¢) Gzﬂ\‘,,.xt.\_’h(Jo) = 31 Cé.\'h(Jn)-

Divisons le segment I, = [N, ¥,,, [ en 2k (4 ;(';i’--f m.l) segments de
-L j}’ i

r

N
longueur - .
ngueur i

Posons:
: . Ny : . o Vs
I.;l = [ » é-h‘. , _.2\' »t (r], +1) -E)“f; E = 0, 1 y ooy 2h ('“-hrhl '—1) —1.

Nous allons définir une suite {y)uex en la définissant sur chaque
intervalle I,; (N = | I,). :
’ he N

0
€n =3 i . . .
1 pour nel), lorsque ¢ est inpair;

Posons
Pour nel; lorsque ¢ est pair,

&, prend autant de fois les valeurs 0 et 1 sur tout intervalle de la forme
[0 N , :Nlt-[ 7

’J‘]L—i*lbw e

_ k

L suite des points (Nn + i ’;"”) vérifinnt les condition du lemme b)

il et clair gue la suite (¢,), , v est dquirépartie,

3. Fin de la démonstration. Supposons que Ia condition (1) nost

Pas virifée pour J, = {a,},.+. Considérons alors ln suite (&) e So1ie-
partie définie précédemment. :
DYaprés le lemme 1, il existe un ensenble  d’indices J == {b)ion,
équivalent & o, tel que la suite {en,)5ex 8016 dquirépartio.
by est Géquivalent A& a,, done appartient- & lintervalle {a,(1—}),
ae(l -} [ pour & assez grand. ' '

icm
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Nous déduisons du ¢) de B.2 la formule:
&) Uy oy () 2 890 (7). - (
La suite (&, )p.x ¢bant équirépartie, nous avons pour x assez grand:
501(‘]) < OJ:(’I M {’”‘r Ep = 0}) < %01.('])7
‘}Cr(']) = ”r(J m {ﬂ'; Ep = 1}) < %(}J(J‘)'

Trosons 6 = ("‘A\-h (J) pour I asser grand.

0 pour e 1) 1o nombre des b, pris dans ID est inférieur & 20,
o w L pour by e 0 };le nombre des by, pris dans I}, est inférieur & 2 - 3¢.

De méme, pour byed N I}; le nombre des b, pris duns I est inférieur
a 2:8%. _

On en déduit que Cy, i, (J) <20(L+3+... 43" = 6(3'" —1) ce
qui est en contradietion avec la condition :

&) Cupowy (T) 2 39 Cy, (7).

IV. Suffisance de ln condition

Soit J, == {4}, v une svite strictement croissante d’entiers vérifiant

les conditions (1) et (2), ‘ )
Boit 1 = (1,),.x une suite de U,. Introdunisons une suite (7).~

équirépartie,  partix de laquelle nous construirons une suite J = {b,}.. x
répondant & Iw question.

A. Définitions et notations. Posons pour we¢R*Y ot £ entier, ¥ > 2
3 1
Ay = {Ir, @€ [m, oy (1 + I/M

BA e Card( A, @),

App o Ligaps Bogot 1y ooy B g =1},

2] . &

Am'_?o’,'. 2 {/“’.f',..z’ -} h; -1 77!:.,‘,_{41 "“"zl'-,‘ - 4 “l-‘1 sray k.t‘..’(’ -+ hl "—1}7 i =1 Py ey
ihy o _ N
ol hy o [ o ‘I, i 0,1,8, ..., %

N T PO S 0
A, e ost union disjointe des A, .; pour 4 =1,2,..., %7,
Considérons Pintervalle '

o1

1
\IJ, wo= bl ] .Im 2
“ [ ( V-1,
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De méme, I, . est union disjointe des intervalles:

oo g frzhob

§=1,2,...,%.

' B. LEMME, Soit I un intervalle de mesure positive du iore. Pour fout
entier & = 2 el tout entier 1 < &

1iIﬂB'Elp GEle‘d{Ti:; kEAJ:,_Q’,fg 'H}cEI}‘ -1
=0 Gﬂri‘d{’ﬂ: %EI%_,?'“ unel‘}

Soit & = 0. La suite (vy)z.n étant équirépartie, pour @ assez grand
0aTd {k, ke, g vped} < (ho—Ry_y) (I} + & (kg ot hy)

=
_ L P—hy_pd)+-22¢.
Or, d@’aprés la condition (2):

(k) < (a+ €)a (i—_«i:__)_
Soit finalement:

G&Td{k, kEAa:.,.‘Z’,‘i) ’ukgl}

101
‘ éwg[(aﬁ-é’)?—l/ﬁ'ﬂ(ﬂ%@é’]m awmff-g)__- s

LVL —1

S (’u’n)n £ co .
. 1 b Ii ne [0 sSul € I é a é 'lllI'é ar ble O

0311‘(1{’)1., nEIﬂC"g""u”'gI} > (1 - —:lr:;—) “it(—I"L —m
ve_ 1]l oV
Or o' pout étre choisi arbitrai - _
A U, dono: 1 arbitrairement voisin de « car (W) e APPITEIONG

oatd {h, nely gy, Uyed}

_ | ) 0 o
> (a— & (1 +_:__) A e ( 1 w{I)
= e = @ {1 e fer e t
V=il wve "¢ TVl ey T
dloll: '
1
lm sap a’ré oy bhedyg iy vyel} 2V # -1 Ve
C i o = : = e
e [ e
Ve -1/\gVy
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Pour tout &; il existe done wy tel que:
@2 e = card{k, ked, o, vpel} < card{n, nel, u,ed}

pour tout ¢ entier, |
A AL

{E,“-‘};}"“ [, 11 = 0, 1, eny 1.,

Il exigte donc wune injection ¢ de A, g, dans I, o, telle que:

< i< % otepour tout intervalle I de la forme

1
i’”’w(.’f) —— ’Dkl < :(27.
On définit une injection y eroissante de A, g, dans I, o telle que
los (k) soient les ¢(k) rangds dans Poidre croissant.

€. Construction de }a suite (by)y.n. Congidérons la partition de Bt

1
en intervalles [X,, X, [ avee Xy== 0, Xy = &y, .., X=X (1 -+ @w?—)
pour > 1, %, étant une suite surjective croissante d’entiers tendant
vers Dinfini telle que X, > #yp .
On peut définir les injections ¢, ; et v,; de Ay, s don8 Ix e o
Jeurs Téunions pour ¢ = 1, 2,...; &, forment des injections de l'ensernble

1
des & tols que apelX,, X, [ dans {X,,.H, X,.+I(1 - --/-—__g_7—_—) [qui est inelus
\ VZ,

dans [X,.q, X0l cor £, = £, ou F,y, =L+l

On définit done des injections @ et W de {ki aye[Xy, +oo[} dans
[X,, +ool. W tant strictement croissante. On prolongera @ et ¥ pour
les % tels que a,e[0, X [ par P(k) = ¥(k) = &. Solent b, = P(k) et
ny, = P (k).

11 est clair que b, est équivalent & a; et gme la suite (t,)eaw est
adjncente & Ia suite (vg).w done dquirépartie.

D. La suite (vp,)r.y 5t équirépartie. En etfet, pour tout intervalle

Tdutore: g oy sy I} Biben) = dal{my eI} {Midee)

lorsque @« est borne dlun intervalle Ix e, il suffit done de montrer
que ln suite des hornes des Iy e ¢ vérifio la condition du lemme ¢).
Soient p et g tes Dornes d'un tel intervalle. Alors:
E: th
Opal{be) LA L

-
[

ep({heh)

h

ot cette expresyion tend vers 0 quand ¥ tend vers Dinfini, eca A
[ JR— o : . 1’!_3 *

= Xé,l’{;()“ ost horné A’aprés la condition (1) et #, tend vers Vinfini.
L Vx\a ‘ _ .
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On some estimates in the theory of (s, »)-functions
by

W, Hrad and K. Womrennax {(Poznad)

1. Lot K ho an algebraic numbeor field, » and 4 the dogree and the
digeriminant of the field I respectively (see [27).

Denote by Jta the norm of an ideal a of &, by § a given ideal of K
and by p a prime ideal of K (see [21) .

Denoto further by 22 (mod ) an ideal-class mod § ([3], Def. VIII),
by #% (mod §) the principal clasy mod § and by A(f) the class-number.

Tiet x (o) be o character of the abelian gronp of idead-classes 5 (mod {),
y{a) the extension of x{+#) ([3], Def. X) and y,—the principal character
mod {. _—

Denote by (s} the Dedekind Zota-funetion and by (s, x) the
Hecke—Landan Zeta-functions ([37, Def, XVII).

Ogy 4 +21,2,8,..., are positive constants independent of I,

Denote further

..... . »
(1—1.) A ({)’}, n/f) e ‘Z r};(nn,) — Lﬁ_(ﬁu,
NET
- .
2 ’ ALE A i -
(L2) Alw, #) = o) s
i et
where .
(1.3) ylw) = > logfyp,
(Bt Hbenn,
it 3 (mod f)
° Wl P
(1-"'1") g("”l) L] ‘i\;‘, log‘ﬂtp
(9P,
e 3 mod §)
and
L if ==y,
1'5 If‘ it ]f’ =]
(1.5) Yy o (22) “lo i g+ 1.

The aim of this note is to determine the equivalence hetween the
domain in which & (s, ¥) + 0 and the upper estimate of |4 (s, #,)|. Tn the
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