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Lineare Abhingigkeit von Wurzeln
yon

Marprn Ewnsek (Gottingen)

L/K sel cine separabel algebraische Korpererweiterung, K™ die
multiplikative Gruppe von K, M e¢ine Untergruppe von L* mit endlicher
Faktorgruppe K* M (K*. Wit getzen voraus, daf fir ungerade Primozahlen
p jede zn H*M gehirige p-te Iinheilgwurzel schon in XK liegh, und daB
i eV —1 in K liegh falls 1:-i<K*M ist. Dann gilt der -

8arz. Der durch Adjunktion von M entstehende Kmpew K (M) hat
siber K den Guad [K*M:HE*].

Wenn J hinreichend viele Rinheitywurzeln enthdlt, so handelt es
gich um eine wohlbekannte Aussage fiber Kummersche Erweiterungen.
Andere Spezialfille, in. denen I ausser -1 keine Binheitswurzeln enthilt,
wurden von Besicoviteh [17], Mordell [2], Siegel [3] bewiesen.

Beweis. K(M) besteht aus Linearkombinationen von Elementen
aus KM mit Koeffizienten aus K, hat also iiber K hochstens den Grad
[E*M:E*7(". Ist andererseits p eine Primzahl, p' die hichste in
[E*3:K*] aufgehende I’otenz von p, N/K* die Untergruppe von
E*M/K* mit der Ordnung p', und weil man, daf [EK(N):K] = pt ist
fir adle p, so nouB [I0(M): K] durch ¢ teilbar und daher gleich [ * M : K"
gein. s geniigh also, den Satz fir den B‘all zn beweisen, dal [K*M:K*]
Potenz einex Pritnzahl p ist.

Tn diesemn Fall wiihlen wir Untergrappen K* = NO e Nyc...<= N,
w KX M mit [Ny N,.;] = p und beweigen dann durch Induktion nach

dafl K(&,) Uber K (N,.,) den Grad p hat, nnd dal ein BElement aus

,K(N Yy (hzw. ang B (N,) n KM, falls p = 2 wnd ieJO(V,) ist), desgen

pto Potenz in N, liegh, schon selbst zu N, pehort.

Wir nehmen die Behauptung fiiz ¢—1 statt s alg richtig an. Xin
erzengendes Jlement o von N, iher N,_, ist Nullstelle des Polynoms
FX) = X?— ¥ mit Kooffizienten in K (N, ). Die Gradrelation folgt,

et b

() Wogen der boestehondan lineaven Abhingigheiten zwischen Linheltswurzeln
gielit man auch sofort, daf dev Gead sicher kleiner isl, woon die eingangs gemachto
Voraussetzung verletzt ist.
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wenn [ irreduszibel ther K(X,_ ) ist. Wire das Polynom reduzibel, so
hitte es als Binom von Primzahlgrad in K(&, ) eine Nullstells b, und
ep folgte a = be mit einer p-ten Hinheitswurzel ¢; weiter b7 == a”e¥N, |,
also be N, _,; nach Induktionsannahme, ee NV, und damit e K™ nach Voraus-
gobzung; dann wire aber a<V,_,, im Widerspruch zu [Ny N, ] = p > L.

Nun sel 0 K(N,), ¢”e N, (und e M, falls p == 2 und ¢ef{N,) ist),
algo ¢ = a%d mit 0L g <p, deN,_,. Wir nehmen zuniichst ¢> 6, also
prim: zu p an und zeigen, dal das zu einem Widersprueh, fiihzt, Mit & be-
zeichnen wir die Norm von K (¥,) nach K (¥, ). Wegen Na = (--1)' g?
ergibt sich ((—=1)""'a”}? = (Ne)” d~". Tiir ungerades p ist a” domnach
p-te Potenz eines Hlements aus K(H,_ ), In Widerspruch zu

[E(N): K (V)] = p.

Im Fall p =2 wird —e® = f* mit feK (N, ), alto {eK(N,), i ¢ K (N, ),
¢t = ad = Lifd. Schreibt man ¢ = g-+ik mit g, he K (N, ), so folgt
g* =8, dh. ¢ = (1£i)g. Darans folgl g*= —e¢t/deN,_,, woiler durch
zwelmalige Anwendung der Induktionsannabme geN, ., und damib
1+ieH*M, wys zusammen mit 4¢K (N, ;) der anfangs goemachten
Voraussetzung widergpricht. '

Wir haben hiernach ¢”<¥, .. Ist 8 ein Tgomorphismus von X (N
in einen Oberkirper, der alle Elemente aus K (N,.,), nicht aber ¢ fest
I4sst, also Sa = e mit oiner primitiven p-ten Hinbeltswurzel e, so gilt
Se? = ¢”, also Se = ¢, und daraus folgt ¢ = @”b mit be K (N, ,); woiter
BPelN,_, {(und beK*M, falls ¢eX* M), also beXN,_,, nach Induktionsan-
nahme und damit ¢e N, '
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One-class genera of positive quadratic forms in at least
five variables
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G, T wWarsoxn (London)

1. Introduction. Let f be a positive-definite quadratic form, with
integer coofficients, in any number n of variables; and denote by e(f)
the number of dlasses in the genus of f. I showed in [1] and [2] that there
existy an f with ¢(f) = 1 if and only if # < 10. Now it would be of interest
to find all the one-clags genera of positive n-axy forms for any » with
2% 010 (0 = 1 i trivial); especially for » = 2, which however seems
hopeless. _

Tging a method based on the results of [3], I break the problem up
into two parts, The second of these, which I defer to a later paper, involves
a great doal of calculation, but is considerably gimplified by using the
results of [47. The fivst part, doneforn = 3, 4in [5], [6], and forb < n» <10
in thig paper, consists in finding all the one-class positive genera that have
certain simple arithmetic properties explained in the mext section. The
namber of such genery is 1 for »n =1 and 20, 27, 14,14, 7, 5, 1, 1 for
n =3, ..., 10; and considerably greater for n = 2.

On. choosing reduced representatives of the 42 =14-...+1 of tllfase
genera that have mz B, and putting in 10 =14+14-2-6 ﬁorms with
n s 4, we obtain w list of 52 forms Fy, ..., Fy, each of Whlﬁ}.L, excel;tt
B, = o, has one of the others as ity leading (n —1)-ary section, This
foature of the result shortens both the statement (see Table 1, helow)
and.- the proof of the main resull.

2. Strongly primitive (SP) and square~free (SF) forms. We use fho
notation,

(2'1) E{w“w{mﬁ 1 1.'-'-:-: ?:A‘::::j :‘:‘_'{ ’n}

for a quadratic form (with integer coefficients ay); and for § < ¢ we write
Gy == @y, For f-ary [ and prime p we define 7,(f) as the least of fhe

7 = Adlh Ari-t-hfnetlca XEVIS



