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ACTA ARITHMETICA
XXVII (1975)

Zum groBen Sieb von Linnik
von

Epvunnp HrawrA (Wien)

Dem Andenken von Yu.V.Linnik gewidmel

Das grofe Sieb, das von Linnik 1941 erfunden wurde, hat der
analytischen Zahlentheorie bedeutende Fortschritte gebracht, wie allge-
mein bekannt ist. Dartiber berichtet z.B. das ansgezeichnete Buch von
L. Montgomery [8]. Wihrend dag eindimensionale Sieb schon viele An-
wendungen fand, hat das mehrdimensionale Sieb (vgl. z.B. M. Huxley [6],
E. Hlawka [4]) nicht diese Aufmerksamkeit gefunden, wohl deshalb, da
hier zunichst keine schonen Resultate erzielt wurden. Das hat sieh nun
dadurch gedndert, dall Gallagher [3] eine bedeutende Anwendung auf ein
Problem von van der Waerden iiber Gleichungen mit Affakt gefunden
hat. Dies hat mich bewogen, eine weitere Verallgemeinerung des grollen |
Siebes aufzustellen, in dem, geometrisch gesprochen, das Wiirfelgitiber
durch ein allgemeines Gitter ersetwt wird nnd eine beliebige konvexe
Distanzfunktion zu Grunde gelegt wird. Der Minkowskische Fundamen-

- talsatz erscheint hier als Sperzialfall. Damit ist ein Zusammenhang zur

Geometrie der Zahlen hergestellt, ein Zusggmmenhang der auch fir das
letztere Gebiet frochtbar sein konnte. Damit ist hier allerdings nur ein
Beginn gemacht. Ein weiterer Fortschritt wird sick sicker ergeben, wenn
man das interessante maximale Sieh von 8. Uchiyama [11] ins Spiel bringt.
Zu dieser vorliegenden Arbeit wurde ich angeregt durch eine Bemerkung
im Buch von Montigomery [8].

1. Es sei f eine Distanzfunktion im R® mit flo+¥) < f(e)+f{y) und

- fliw) = [t1f(2); also ist < K stets ein konvexer Korper mit ¢ alg Mittel-

punkt und Volumen J(f)K" Dabei igt J dag Volumen des Hichkorpers
<1 TFs sei H die polare Distanzfunktion zu f, definiert durch

sglp (o> | [flg).

({zy> Skalarprodukt von & und y.) Es sel weiter I” ein Gitter mit Determi-
nante d(I"), I"™ das reziproke GQifter zu I'. Ferner sind gegeben s Punkte
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@y, ..., %, Im B und es sel fiir ein 6 > 0 fir alle ye I und alle Paare a;, «; -
mib @; # @

(1) f(mi—'ﬁ?j—'j/') = 5.

Weiter gelen M, (I, f), ..., M, (I, f} die » Minima von f in bezug auf I,
also inshesondere M, (I, f) = Minf(y) (erstreckt iiber alle y< I'mit y 5 0).
He ist bekannt, dal &< $(M,+ ... +3,) (vgl. 2B. [7], 8. 96) sein musb.
Eg gei N> 0 eine reelle Zahl und jedem Gitberpunkt ae 1™ mit H(a)
£ N eine komplexe Zahl L(a) zugeordnet wnd

S =| 5

Hia)y<N

Lia)e(<am)’  (e(a) = &™),
Dann igt fiir jedes 2 mit 0 < 4 <1

air
@ N s <) ((f;(IL(O)H(lmz)
§a=1

Dabei ist y = Min (M, (T, f), 8, A(WN)*)
Genan genommen ist (2) keme direkte Vera.llgememerung von [4},
denn in diesem Fall ish \

Li@)).

t<H{@)<N

L4

H(y) = D)yl

i=

f(w) = Ma’X(le.I: EERP! E’Bn[),

aber es ist H eine zu f dquivalente Metrik.

In (2) ist der Minkowskische Fundamentalsatz enthalten und zwar
firs =1, ¥ = @y =0, L(0) =1, denn dann erhalten wir J M? < 2%d(T).

Wir wollen nun (2) beweisen und zwar fiir das Rinheitsgitter I,
also die Menge der Punkte g mit ganzzahligen Koordinaten. Bs ist Iy
= Iy und d{l,) = 1. Der allgemeine Fall 148t sich darauf zuriickfihren.
Ist I' ein beliebiges Gitter, dann gibt es eine Matrix 4 mit Detd = &(I),
3o daB jedes ye I' die Gestalt Ag hat und jeder Punkt a aus ' die Gestalt
Bl (e I'y), wo B = (A~ ist. Statt f betrachten wir f: f(z) = f(4%) mit
der polaren Distanzfanktion H: H(y) = H(By). Bs ist J(f)a(I") = J{f).
Weiter definieren wir fiir alle I mit H() < N: L(l) == L(Bl) und %
= A7 (§ =1, ...,8). Wenden wir (2) auf I, f, % an, so erhalten wir (2)
im allgemeinen Fall. (Bs ist ja M, (I, f) = M (I, F).)

Bs sel also I' = [,. Wir bezeichnen mit &K = K(7n) den konvexen
Korper f(@) < # und o3 sei (., n) (kurz yx) seine Indikatorfunktion. Wir
gehen nun wie beim Siegelschen Beweis [9] des Minkowskischen Funda-
menta.lsataes vor. Es sel y(x) = ZZ (+g). Ws ist fiir alle gely-

p(@+g) = p(x). Ks sei 2 ce({lxy) die zugehouge Fourjersche Reihe.
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Bs ist (F = B* der Binheitswinrfel)

= [p(@)e(—m)do = [ y(z)e(—la))d
B

(f begeutet stety Integration Uber dem ganzen R"). Bs ist ¢, = Velumen

von K = Jy" Wir schiitzen nun die ¢ mit 0 <. () < ¥ nach unton ab.

Es igt

o =6+ [ (e(—a))—1)de
K
Nun ist
lo( —dl)) —1| < sinndle) | < w|(la) | < =H (1) f(x).
Nun igt aber fir die ve K, H{I)f(z) < Ny < 4, also ist fir 0 < HO << N
(3) 6>0—Ne.

Jetzt gehen wir wie bel Davenport und Halberstam (71]) vor. Eg ist S (=)
ebenfalls eine (endliche) Fourierreihe. Xs goi T'(2) die Fourierreihe

D B(he(Cay) mit  B(Y)

HD=N

= L{l)[e;.

Das geht nach (3). Es 4ist non

S = [ Y xy+9)T(z—
T g
=" [ 21

g E+p

Es ist also |S(z))2 < [ 2(

ZJS(EU)I %fo
also gleich
%22 J 2@+ (—g) Py = oy [ D ala,+y—g)T(~y)Fdy.
g Tty B i0

Retzen wir sup > (%44 —g) = ¢, 80 igt also
el 4,9

(4) - 21»5'( DE<ee > TPl

i=1 H{=N
Bs ist x (w, +y —¢) die Indikatorfunktion des Korpers & (@, g): fle;—g+9) |
< 7. Die Korper K(w;, ¢) haben keinen Punkt miteinander gemeinsam;
denn wire dies der Fall, so wire fiix oy, 4, 7, ¢'

flw;—a,—g+g') < 2n < Min (8, M),

s—y—g)dy = [ 2y T{e—y)dy,
i &
y)dy [ x* () 1T (@ —y)|*dy also,

G MJ—anf (+9) 17—y} dy
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Ist m; <& my, so ergibt sich ein Widersproch zu (1) und fiir o, = ; ein Wi-
derspruch zur Definition von M. Es ist also p < 1.

Netzt man alles ein, so folgt (2).

Wir wollen noch eine Verallgemeinerung von (2) anschlieBen. Die
Bedingung (1) kann ja so ausgesprochen werden, dal die Kérper K (u;, ¢):
f(2;—g+9) < 8/2 fiir verschiedenes @, o; keinen Punkt gemeinsam haben.
By gel num & = 1 eine nattirliche Zahl; wir setzen statt (1) voraus, daB sin
Eorper K(2;, g) mit héchstens &—1 weiteren Koérpern K (x, ;) Punkte
gemeingam hat. By sei weiter M (I, f, &) dag sogenannte k-te Miminum,
dh. es gibt hoehstens k-1 Gitterpunktpaare ye I’ mif ¢ 5% 0, sodaB
fly) < M(k) gilt. Dann ist das vorherbetrachtete ¢ <k, wo jetzt ¢
= Min(M(F,j, k), &, A(WN)“I) und wir erhalten

N ary S ,
(5) 2 18 () * < ( ) 707 (IL(O)I +(1—-4)" \ IL(@)[)‘
Fe=1 0<cH{a)<N

Im Spezialfall s = 1, N =2, = 0,L(0) = 1 erhilt man den vera,llgemeiner-
ten Minkowskischen Fundamentalsatz

JH™E) < 2%d(T) k.

Wir wollen noch zwei Verschirfungen. von (2) anschlieGen.

Die erste Verschiirfung besteht darin, dal wir alle Ml, veey M, ing
Spiel bringen. Wir behaupten: (2) bleibt richiig, wenn wir #™ ersetzen durch
7= Min (5*% M,,..., M) (dabeiist M, = 1), wo 5, = Min (6, A(=N)~").

E=al, .,

Es ist tatsdchlich w = Min(y}, M}) = 5™

Beweis. By gel K(n,) der Edrper f(o) <
sche Funktion. Wir nehmen nun

p(@) =1—[[{1—x(—g)).

i1, und g seine charaktieristi-

Er ish stety ¢ <5 1. Wir setzen j i = J (7). Nach K. Weyl [10] gilt nun

20 () = o J Fiir ma M, un(l 2 () 2= My ... Myt T Hir M, <
< My, firk =1, % (M, = oo). Ta gilt fir die Fourterkoeffizienton
¢ von 4 wieder (3) un,d daraus folgh die Behauptung.
Wir koénnen (2).verschirfen, wenn wir mehr iiher f voraussetzen.
Es heilit f (m, o)-konvex (m, ¢ positive Zahlen), wenn fiir alle I = 2 und
alle Punkte &, ..., £;im RB™ gilt: Bs gibt stets zwei Punkte ¥, ; £, aus der
Menge dieser I Punkte, so daB
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Bs ist f sicher (m, o)-konvex, wenn stets gilt

I
DG <
j,knl

i
ml 3 1°(&).

Ist f 2.B. (3 |yl fiir o3 2, 50 ist diese Bedingung mit m = 2°! erfiillt.

ersetzl durch nte

wieder Min{3f, (T, f), 6, 2(n¥)™). i
Beweis, Wir nehmen 5, = m~y und betrachten die charakteris-
tische Funktion y von K (»,) und setzen

wi@) = 3 [ —F e+ g)zlo+9).

BEs gilt nun (2), wenn man (2/5)" Wy o 4

s gilt wieder (3), wo ¢ = —ﬁn—i 7+ J. Dann haben wir
o .
B@F < [p)dy [T (@—y)ldy,

also erhalten wir (4), wo jetzt

g =sup > y(z+y—g).

vE g

' Bs ist 0 < 75; denn nehmen wir an, fir ein ¥ ist die Summe > p(%; -y —g)
HY
> 7. Bs gabe I Pankte #; 4y —¢, sagen wir &y, ..., &, so dafB p(&) 7 0.
Es ist also
4 I
2 wl&) 22 T fE) > s
k=1 k=1
g0 igh also
i
(U=1)ni > D f (&
. k=1
Dann ist I = 2 und es gibt zwei Punkte £, , £, 30 daB maf = q* > [7(&;, — &),

was der Definition von-n widersprieht. Daraus folgt alles.

2. Wir wollen ung nun iiberlegen, ob die -Abschitzung (2) das Richtige

trifft. Dazu schitzen wir K = Z‘ 1 nach unten ab. By ist
o)< :

(6) QI TE 2 v, N -
wo 1, = 2%/(n!)’
Beweis. Is sei J, das Volumen von H < 1. Es ist bekanntlich (vgl.

[7], 8. 106) 2™, < JJ,. (Bs ist noch mehr bekannt, aber wir begniigen uns
mit dieser Abschitzang.) Ty sel k = [J, N"*/2"1@(I™), dann st J 1"
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> 2%k d(I™), also enthilt H ()

= N mindestens 2% Gitterpunkte ¢ == 0 von
I, also ist

K22k+1 > e
¢ - >2“d(l"*)

Wi besehrénken uns jetzt auf Gitter " mit d{I") == 1, dann ist also auch
d(I™) = 1. Es sei nun

#(T) ~sup(z IS@)F X I

L i H{w)<N

erstreclct iiber alle L(a) fir H(a) <
(™ PAPRACH
i a

fir alle L(a). Wir folgen nun einer Methods von P.D.T.A. Elliott [2].
Es ist die linke Seite von (6) eine positiv definite Hermitesche Form

2 LW I ew, o

N. BEs igt algo

o(<amp))" Z'IL a)f*

tw = Ylexp((a—b, ;)
j .

in den Variablen L (a). Es ist ¢ = (¢,,) eine Matrix von K Zeilen tnd Spalten.
Die Higenwerte seien 4, >...2 1z > 0. Bs ist

PR ACH e R NP

und es gilt bel passendem Z(a) das Gleichheitszeichen. Es ist also 4, = x. -

Nun igt

iz +... +1x =8pur( = 2 Gy = K8,
Hiagy<N

also # = s,

Wir betrachten nun mit P.D.T.A. Tlliott die duaie Ungleichung -

(8) > yZ,‘eje (Cam) < # S*mfr
:l

Hia)sN =1

By ist die linke Seite von (7) eine hermitesche Form N, 8,0 Mmit w4,
= D e(la, s, —o). Es ist nun nach Blliott w, = w.
(@SN
. Fir die Bigenwerfe w2 ps...2u, von U =
Suy = Bpur U = Ifs, alse haben wir x> K, also
%= Max (8, &), also ist nach (6)

{(#y) gilt wieder
zugammenfaggend

€ %= NP, /.
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Wir haben bisher die w, ..., 2, festgehalten. Ist F(I') ein Fundamental-
parallelepiped von I, so konnen wir stets annehmen, daf die »; in E(I")
liegen. Da das Volumen von F(I') gleich d{I") =1 igt, so folgh aus (1),
da die Korper f(w;—y)<< 6/2 keinen Punkt gemeinsam haben, daf

{62 < 1, also s < 2%[J 6" ish. Wir fiithren nun folgende Bezem}mung
ein {vgl. [6]): Wir nennen eine endliche Menge P in H(I) eine (f, 4)-Menge,
wenn Hir alle py, 9, aus P gilt: Minf(p, —p.—y) = 4. Es bilden die (z; ... z,)

4
eine (f, d)-Menge. Bedeutet |P] die Anzahl der Elemente in P, o gei nun
5 = Max|P| erstreckt itber alle (f, d)-Mengen in BE(I"). Es gilt stets Jo"5
>dJd M, wo M(f) =sup M,(I', f) erstreckt wber alle I" mit 4(I) = 1.
Es gibt eine Menge P, mit |[P,] = 3. Hg ist also x = sup,a(P), wo Wwir ,

jetzt zum Ausdruck bringen, daf x von der ( I, 6)-Menge a.bhangt, sicher
> §, also haben wir

5?1 7'

T
(16) % 2= Max (5, K) = jMa,X(JM T N").
Nun hiingt % noch von I' ah. Nun gibt es sfets maximale Gitter r mlt
MY =1, so daB M (I) =... = M,(I')= M(f). Bs ist JHMf)>=
(vgl. [7], 8. 148). Nach W. Sehn:udt gilk fiir groBes n sogar J M™ > %Iog}/i—ﬂ‘
— 8 mit einer Konstanten § (vgl. [7], 8. 160}, Da § < inM, = $nlf, fir
I = f, 80 ist
(11) JH(I) 2 "
wo p = Max (871, N, (nM;)™).
‘ Bemerkung. Analoge Abschitzungen nach unten konmen auch im
Tall (5) gegeben werden.

3. Wir wollen im AnschiuB an Davenport und Halberstam die Be-
dingung - (1} ersetzen dureh

(12) intf(z;—a,—v) 2 é(@) >0
d
fiej =1, ..., ¢ und alle @, 5 @;. Dann gilt mit den gleichen Bezeichnungen
wie bei (2), wo 6(x;) = d(f} gesebzt ist
L

(13) D Min(1, (FO())") I8 (@) < (27 ad(I)Z

Je=l
wo

= LO)F+@-A" > |T(a)P
0 H(a)<N
nnd '

0 = Min(My (T, f), AR, a(d) = 2(2"—1) (%) o
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Beweis. Wir kOnnen ung wieder auf das Einheitsgitter Iy beschréinken
und sehlieflen uns an den Beweis von (2) an., Stath (4) gilt jetzt

ZMm( (WD) S <eor 3 1 L(he P

=1 ADH=EN

wo
0y = suﬁl? ZMin(l, (Né(j))”)x(%- +y—g)-
vel Ty

Wir nehmen jetzt an, daf untel den s Punkten #,, .. "sc fir m Punkte
: w{, .y &y, und die Augehorlgen g; gilt gl +y— gj) = 1. Wir kdénnen. 0.B.d.A.
= 0 (j =1, ..., m) annehmen. Fiir m =1 ist 2 == 1. T8 sel also m > 1.

Weiters kénnen wir annehmen, daf fiir die 6(5@) = 65, gllt. I P

Auws fly+a)<m, fly+a,)<q folgt 8, <flu.—a,) < 2n. Weiter ist
tir alle 2 mit flz— ) < %6, stets

Fle—9) < Fly — ) +F (@, —2) < 1+

also liegen alle Korper K (ay):f(z—ap)< 36, in dem Korper Fz—v)
< 9+40,. Weiter sind die I(v;) paarweise elementfremd, denn aus
K(#)nE(z,) =@ fir » # s (0.B.d.A. 6,< 4, folgt

8y < flag— ) < 8, +8,) < &,

m—1 .
By ist also 27%f Z’ o I (n +10,) " also 207 < (8 + 8, — &% also
Mm—1 . =1 .
L NG+ ( =1} (Hx)"-+1. Damit igt (13) bewiesen.
J=1

4. Bs sei wieder ein Gitter I” gegeben. Es sei I'; Teilgitter von 1™ mit
d(Iy) = gd(I™). By selen hy,...,h, die Restklassen von I"*modl].
Es sei I das polare Gitter von I7. Bs ist I Obergitter von I" mit @(I")
= gd (1) und die Restklassen von I mod I'seien By, ..., £, By ist bekan-
ntlich } e(<hg>) = g, wenn k = 0 (mod I")und 0 sohst, ebenso Me(lhfdy =g, .

B - .

wenn § = 0(mod I} und sonst 0. .
Dann igt fiir beliebige komplexe Zahlen L(a) fiir < I (nur endlich.
viele L{a) = 0)

(14) 2 ]ZL a)e(ﬁa){ —92} ~if.

h as:h(modl* )

Dabei bedeute L = EZ‘L(@) und 2* bedeute, daB nur iiber die 8 0
[+

(mod I}) summiert wird.

~da ja X > 1. Wir nehmen nun X(l\f) m(

_ . 5 . .
daB X z 1. Dann ist o, mﬁ; also ¢ = o, N, wo gy =
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Der Beweis verlduft wie im klassischen Fall O.B.d.A. sei L =~ 0.
Dann kann auf der linken Seite die Summation fiber alle § erstreckt wer-
den und die Suwmme ist gleich

2 F L USIMea—ty =g 3 L@LE)
a=b{mod I'y)
=g > | ¥

hmod I'y a=h(moed I'y}
B sei nun statt Iy eine Folge von Teilgittern I, ..., I'y von I™ gegehen
und es sei X so besehaffen, daf fir die zng ehongen Tndizes g; < X gilt.
Die polaren Gitter selen IT, ..., Iy und es werde nun die Vomussetzung
gemachb, dafl kein p£;,. s 0( mod I) fix r =1,..., K einem f, =0
{mod I') kongtruent sei mod F wenn ¥ =3, Es ist dann fitr alle y< I stets
FlBir—Pra—y) = Ml I'y ) X2 wenn §;, # f;,. Ist ndmlich » =g, dann
ist gr(ﬁg, ﬁl ¥ E F a,lso f(gr(ﬁ:: * ﬁl,r_y)) = MI: also

.M M
FBsr—brp—y) = g: > Xi .
Ist » £ 5, dann sind g,8;,, g6, in I, also grgs(ﬁj,r““,g[,s—}/)e I also
' ' M M
(15) ‘f(ﬁj,'r_-gl,s—?) = Ei}—i-;—

Wenden wir nun (2) an, mit 6 = M,/X? auf die Menge der 8, (j=2,...
coey 9y ¥ =1, ..., K), dann erhalten wir aus (12), wo jstzt } sich anf alle
a mit H(a)< N erstrecks ¢

K

00 Yo 3| 3 s, Y

=] hj’rmod Iy n:Ehj,.,.(moﬂ.l’ )

<olX,N) ‘?“|L<a)

Dabei ist .
‘ a(ry
an) o2, 3 = M2 (2 gy
M, A
(18) . Ny = Min (-j?, W)

r 12 :
Ml;tN ) . Dabei sei N so groB,

2 \"
A4 :(%) X
x (1 —4)y%), algo wird die linke Seite von (16)
a9 L AN Y L@

7 — Acta Arithmetica XXVIL
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Wir kénnen nun die iiblichen Anwendungen machen. s seien a,, ..., a,
Punkte von I™ mit H(a)< N. Weiter sei L{a) =1 wenn @ = a; und 0
sonst. Dann 18t

E L(tl) = (1 ry 1Y, r)
a:flﬁ,r(modf) (Ilzh-jﬂ.(mD(lf)
und es ist, wenn alle g, <X X (W)
: E
. AN ¢ aly .
(20) 20 O | )—= <482 .

'rwl Ry pmod 7,
Es gei non jedem I, eine Zahl f, mit jr< g, sugeordnet, so daf Mll’lf,,/g,.
—f+1 Rebtklahsen

K13

N
filr alle I, mit g, X(N), ausgenommen hochstens ¢ o Gitter T
T

= 1 > 0; dann ist Z(I,, hy,) = 0 fiir mindestens g, —

r?

()
=— -
Beweis. Angenommen es sel Z([I,I,.) = 0 fir mindestens f,.

Restklassen. Die Menge der I, mit dieser Higenschaft sei p und fp| ihre
Anzahl. Dann ist

L A - 7
N?ZT11>Lgrfr 7 == tpl
also '
N a(r)
L A
[Pl = Zr J

Daraus folgt sofort die Behauptung und damit haben wir ein Sieb-
verfahren fiir Gitterpunkte. Man betrachte alle Gitterpunkte « von I
mit H{a) < N. Man streiche alle Gitterpunkte, die zu gewissen Restklas-
san mod [, gehdren mit g, < X (V). Bs sei f, die Anzahl der Restklassen,
welche in bezug auf I, gestrichen werden und es sei Minf, /g, = 7, > 0.

Dies werde litr y Gitter [, dmchgefuhrt Dann ist dfe Anzahl der
iibrig gebliebenen Gitterpunlcte von 1™ sicher

. H .
(1) LA,
: Ty

Boweis. Hs seiem ay,...,a, die tbrig gebliebenen Gitterpunkte.
Dann ish Z(L., iy} = 0 Hir f, Restklassen fHir ¥ Gitter 17, Dann ist sicher
¥ (AN (JZv)™ und darans folgt {21).

Eine weitere Anwendung ist folgende: Bs sei jedem 1" eine Funktion
fr definiert auf I'™/TI, zugeordnet, dann gilt

(22) ‘ > (Z(f,(a mod fr)—}r))ﬂga(:f,N Z LN NAUMES AL

o)<V L by n

icm

(23 > L) =

X
o ! - M
(16" %grl\[hn(l, ( ,
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Dabei ist f, = E Folly ). Es stellt (92) eme Verallgemeinerung eines
Satzes von Gaﬂaghel [3] dar. Ein wichtiger Spezialfall entsteht, wenn
[ die Indikatorfunktion einer “\Zieﬂge 8, a,uf I, ist. Tst |8,] die Anza.hl der
Elemente von &, so ist f, = g7*8,).

Beweis. Bs sei 0.B.A.A.f, = 0 fiix alle . ' Wir entwickeln [ aut I™/T,

in eine Fourierrethe Xe(8;,)e(<hf;,>) (he PVIT}). Bs ist ¢(0) =F =0,
allgemein

ﬁj, Zfr h’d,r)e

hj »

,rﬁj,r)) .

Es ist 3 |e(;,)12

j'T

s
1f it Hg gel nun L{a) = Ef,.(a,modl“,). Es ist
=1

2 2 o{Bs)e{{afy )

(Dabei bedeute Z*, dafl sich die Summation iber alle B £ 0(mod I') er-
streckt.) Es ist also

D La) 22 o(B;.0)e(<af;,)

H(a)<N

=3 3Tct) 3 D(a)e(<apy,d)
F

Ha)<N
<'(2 \“*ic(ﬁj,r)w)‘”( > D L(aye(— <mﬁ“>)| )”’
r 3 H{a)<N

Auy (2) folgt mit (15) a.norewendet anf die zweite Elammer in (23) sofort
(22).

Wir schlieBen moch zwei Bemerkungen an. By gilt doch statt (15)
sehirfer fir alle 3;, 5= f,.

f(ﬁj,‘r _"181,5 - '.V) 2 leg,X.

Wenn wir jetzt (13) mit 6(j) = M,(g,X)"* anwenden, so erhalten wir
gtatt (16)

H(@<N

f)u)gga(x,mz T(a)p
r h

. 1 2
wo 2 wieder (L(a) ) ]L(a)l) ist und jetzt o (X, N)
kmod Iy, a=h(medI}) )

- _ﬁdfff) (m) a(4) ist.
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Setzen wir Xi = M3 N so folgt sofort aus (16') wenn wir rechts jetzt
nur die Glieder mit XU\ g, < X nehmen, daf -

(24) X “2<0 X“Zw(anz

Xa<gT<X )
wo ¢ nur in 1 nund M, abhingt. Daraus folgt wieder ein Siehverfahren wo
jetzt die Anzahl der Menge p Gitter [, welche ausgenommen werden zu

‘ . L L "
craetzen ist durch Z —- und diese ist also < ¢, —
» I 123
Die zweite Bemerkung die wir machen wollen, ist folgende: Wir

haben stets angenommen, dag die I, ..., I'y die Bigenschaft haben. sollen,

dafl kein fg;, =p§,,(mod I') sein soll (wenn sie micht kongruent ¢

mod I' sind). Wir kinnen jetzi aligemein annehmen, dal ey ein festes &

gibt, so dalB hochstens k—1 solehe f§;, = §,, (mod I") gind. Dann kénnen

wir (b) anwenden und es ist stets My durch M (I, [, k) zu ersetzen und
zB. in (16) ist noch ein Faltor & rechts hinzuzufiigen.
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Correspondences in a finite field, 1*
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To the memory of ¥Yu. V. Linnik

1. Intreduction. It is well known that any function from a finite
tield, into itself can be represented by a polynomial with coefficients in
the field. More precisely, if the field is of order ¢, then the function iz
represented by a unique polynomial of degree less than g. Conversely, any
field with the property that any funetion from the field info ttself can be
represented by a polynomial with coefficients in the field, is necessarily
finite. If has been proved recently [1] that if a ring B (with identity)
has the property that any funetion fromm R into itself can be represented
by & generalized polynomial, then R iz isomorphic to the matric ring
(GF (), for some % == 1. By a generalized polynomial is meant a sum of
monomials of the type

Gy By 22 L. ey,

where a;¢ R, ¢; > 0 and % = 1 but arbitrary.
With every function from GF(g) into itseélf we may associate a seb
of numbers @y,..., 4 F, = GF(g) and a partition ([8], [4], [B])

(1.1) B, = Ayudyu ... U4,
where
(1.2) And; =@ (i #£7);

the sefs A; are non-vacuous and
(1.3) fiby) = o

For example, for the fumction f{z) =2%% we have k=2, a, =0,
ty =1,

(bie_ Ai) .

A, =40}, A, ={al aecF, a # 0}
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