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Résumé. On sait que la question de I'existence de la limite de la solution d’un
systéme P parabolique dans (2, (0, o)), 2¢R" n’a été résolue que localement ([5],
[2], [3]). Cette difficulté a été surpassée [6] par la méthode de la transformation de
Fourier-Laplace, dans le cas des systémes i coefficients constants et d’ordre 2b < n.
Cette méthode ne pourrait étre appliquée dans le cas ol 2b > n, car dans ce cas la solu-
tion fondamentale, intégrable sur l’axe infini de l'accroissement du temps, n’est
généralement pas ¥ transformable.

Les résultats de ce travail démontrent que si un systéme & coefficients constants
ne contient que les dérivées d’ordres plus élevés que (2b — n), alors 1a méthode mention-
née est applicable. Cette condition est intrinséque [4].

Enfin, voici une liste des résultats qui n’ont pas encore été publiés:

1) les formules (2.7) — premiére partie — (4.4), (4.6), (4.8), (4.9), (5.10), (5.12),
(5.13), (6.2), (6.5); 2) 'exemple 6.1; 3) les lemmes 3.2, 4.2, 5.1, 6.2, 6.3; 4) le corol-
laire 6.1; 5) les parties 8 et 9.

1. On a construit dans [2] une classe de solutions fondamentales
spéciales (s.f.s.) des opérateur P paraboliques homogénes (d’ordre 2b)
a4 coefficientes constants, dans le domaine spatial borné (2) dans R",
intégrables par rapport a l’accroissement du temps 0 < 6 < oo, pour
n < 2b.

Les résultats du travail [2] sont améliorés ici et appliqués au cas
des opérateurs non homogénes. _

J’ai aper¢gu que les résultats des parties 3 a 9 sont démontrés en
admettant que les coefficients de 1’opérateur (1.3) sont constants. Je con-

serve les notations du cas général, qui sera démontré dans la partie IL
du méme travail.

Soit
(1.1) L(D, 3/6t) = P(D)—d/dt,
ou
, 1<j<M o
(1.2) P(D) = P*YD) =( Y AP(w,0D¥) ,
k<26
d\k|
-D(k)_—‘m’ 2, yef2, 1, 7€(0, 00), (k) = (kyy ..., k),
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k| = ky+ ... +k,y kyy..., k, 6tant des nombres naturels ou zél"o, t>1,

1<i<M

(13)  Lo(D, 3[an) = PPD)—0/ot =( Y AB(y, ) DV), —a/at
k=2b

alors

(14) L(D, 9/1) = Lo(D, 8/t)+ P4 (D) — P$-(D).

HypoTHRSE (1.2). Les coefficients de Uopérateur (1.2) AP (w,y),
4,j =1,..., M, sont bornés et continus dans (L2, (0, o)), ils satisfont aux
conditions de Holder, & savoir AP (z,1)eC>? a,>0, 4,5 =1,..., M,
k| =2b et B0, |k| < 2b.

HyroTHESE (1.2). Les coefficients AP (z,¢), 4,5 =1,..., M, |kl =2b
assurent la P parabolicité de Vopérateur (1.2) pour (z,t)e(2, (0, o)).

Soit (G¥7) = (G¥™Na=, 1,9, 7))|}j-, la solution fondamentale de
Popérateur ¢(1.3). On peut exprimer cette matrice par la différence des
variables £ —Y =2 = (,— Y3, ..., 2,—Y,) 6t 6 =t—7 comme il suit:

QY9 (2, O)1jar = (@7 (2, 0)).
( =1 =

DEFINITION (1.1). La matrice ((%¥7(w,t, v, 7)) = (LY (2 0)), 2,y
e, 0 =t—1 >0, de la quasi-solution spéciale de ’opérateur (1.3) (q.s.8.)
est égale a:

(1.5) (A{f(”-')(z, 0))

v 1
=( Z -l—,[(z1—a1)0/6w1+ oo +(2,—a,)0/03, VG (2, o)),
1=2b=n+1 "

A = (al, ceey a,l)-
On définit, comme dans la partie 2 du travail [3] la matrice des
polyndémes:
(1.6) (AP("'t)(zy 6)) = (-P?j,'r)(w’ t, 9, T))f,lj=1 = (G(y")(zr 0) —Ag(”")(z, 6))
qui sont d’ordre (26 —n) par rapport & la variable 2 = z —y. On a donec:

A7) (¥, 6)
=(> % (21— 0:)0[0y + ... + (2, — 6,) 002, 1°G" Nz, 6)],..4)-

La matrice de la q.8.8. (,%%%(z, 0)) a ét6 définie dans la partie 2 du
travail [3] dans le cas ol les coefficients de ’opérateur (1.3) sont fixés
en un point arbitraire, mais constant (Z, )¢ (%, (0, oo)}, dans notre cas
le point constant (Z, £) est remplacé par le point variable (y, ). La défi-
nition de la solution fondamentale spéciale du systéme (1.3) est alors
plus compliquée que dans le cas du point fixe. Cette derniére définition
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est & trouver dans la partie 7 du travail [2], tandis que la définition de la
méme solution dans le cas du point variable (y, 7) est donné dans la partie
8 du méme travail [2]. Nous la rapellerons ici.

Nous avons, d’accord avec la partie 3 du travail [3],

(1.8) ((G¥?) = (LT + [49 X 4P],

ou le second terme du second membre est une pseudo-convolution de la
q.8.5. (,%¥Y) et du noyau (,9P):

(1.9) (A¢(m1 LY, 7")) = Z(A-/st")(w’ t, Y, T))3

=1
(1.10) (AJV“M)(% t,y, 7)) = (A-’Vw't)(m; i, 9, 7)) = Ly(D, 9/ot) (Ag(y't)("”’ L Y, 7))

et (N (2,1, 9y,7)) est la l-iéme pseudo-itération du noyau (A ®7):

t
(1.11) (4-/'/‘%;)(“’7 t, 9, T)) =f I(A-M(u'c)(m’ t, u, C)) (A‘/VV'T)(“’ &y Yy T)) dudf,
T 2
l S 1, 2, seny et

t
(112) [.9x4®] = [ [(a9“ @, % u, 0)) (4% (u, E, 9, 7)) dudL.

On peut éecrire, d’accord avec la définition (L1), 12 q.s.s. comme
fonction des variables 2 = x—y et 6 = {— 7, ce qui permet de remplacer
la formule (1.10) par

Q13 L0, 0) = (ah®(s, 0) = Lo (D, ) .59, ).

Alors on aura
¢
(AT N2, b, 9, 7)) = [ [N @ — 0y 0= D) (A (w—y, {—7)) dudl.

En posant u—y = v, {—1 = &, nous trouvons:
(A-’V;y")(w: t Y, T))
-]
= [ [H TN g —n, 0—£)) (N0, £))dvds, 0, = Q—y.
0 9
Il est donc raisonnable de poser:
(A-/V{zy")(ma LY, T)) = (A'/V(zy")(z) 0))7 zf'Ql; ye.Q.
(1.14) (A (s 8y 9, 7)) = (NP, 0)).
En effet:

t
a2t 9, 0) = [ [l D@ —uy 8= D) A PO (u—y, L —7))duas

= f (;m(vﬂ-“')(z——w, 0 — EN AV (v, £))dvdE = (N %D (2, 0)).

2

2 — Ann. Polon. Math. 29.4
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Nous avons, & cause de la formule (1.9):
(1.16) (Ad)(w! t, v, T)) = (A(D(v't)(z: 0))! zE-Ql! Ye -Q! 6> 0,
ce qui permet de remplacer la formule (1.12) par:
(1.16) [4% xD,]
0

=f f(Ag(Hv,Hr)(z_,o’ 0 — 6))(,4915‘”"’(0, E))dvdé, Ze.QI, ye.Q.
0 91

La pseudo-convolution (1.16) est donec une fonction de (¥, 7)e
(2, (0, )) et de (2, 6)e(£2,, (0, o0)). On peut done écrire la s.f.5. (1.8)
de l'opérateur (1.3) comme il suit:

(1.17) (AG“M)) = (AG(”'t)(z) 0)’! (9, T)‘(Qy (0, °°))7 (2, 6)‘(911 (0, °°),

La solution fondamentale spéciale (s.f.s.) du systéme (1.1) sera,
d’accord avec la partie 8 du travail [2], égale a

(1.18) () = (L6Y7(2, 0)) + 140 X 4F1,

ol le second terme du second membre désigne une pseudo-convolution,

o

(1.19) (F) = D) (N, (Y = (),

=1

(120) (M) =( D (492, 1) - 4By, 7)) DV, (z, 0)) +
\k| =2b
+( Y A% (@, ) D% ,6%7z, 6)),
k<2b

(4697 (2, 0)) est définie par les formules de (1.8) & (1.17) et (,NU) est
la l-iéme pseudo-convolution du noyau (,N).

Remarque 1.1. Nous avons dit, dans la partie 8 du travail [2],
que la pseudo-convolution est associative et distributive. Nous le démon-
trerons dans la -partie 2.

2. Observons que la méthode du travail [2], aussi bien que celle
du travail actuel, consiste a remplacer, dans la formule de la s.f.5. de la
formule (3.3) du travail [3], la q.s.s. de P'opérateur (1.3) par la s.f.s. de
cet opérateur, c’est-a-dire, dans notre cas, de la matrice (1.5) par la matrice
(1.8). On doit donc d’abord étudier la matrice (1.5). Dans le travail [3]
ce sont les matrices (5.2) et (5'.2). Mais dans les évaluations de ces matri-
ces, dans les formules (7.2) et (7'.2) se sont glissées de manifestes erreurs:
dans les premiers membres des inégalités (7.2) et (7°.2) il faut remplacer
I'ordre de la dérivée p par m. On a donc dans le cas du travail actuel
pour la matrice (1.5) et |m| =2b—n+1+p, p > 0, Pinégalité:

(2.1) (1D ¥ (2, 6)) < const =(1+@+N2I g — ¢ _7 > 0.
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Rappelons que cette inégalité est une simple conséquence de la défi-
nition (1.5) et de I'inégalité (33) du travail de W. Pogorzelski [8], & savoir
de ’inégalité

) ) o — g 20201
(2.2)  (ID™GW) (1, y,7)]) < Cp 6 "'*"""’”"exp—cm(T,f' '

0=t—7>0, (m) =(my,...,m,), I m|=m,+ ... +m,,C, et c, étant
des constantes positives.

Or nous pouvons écrire, en différentiant les deux membre de la for-
mule (1.6) par rapport & la variable o:’

(2.3) DIV (49% (2, 0)) = DIV (G (2, 6)) — DLV (P72, 6)).

Mais dans le cas oil |m| = 2b — n 4 1, ¢’est-a-dire ol |m| = 2b—n+ 1 +p,
p = 0, nous avons '

(2.4) D;"‘)(AP(”")(z, 0)) =0,

car il résulte de la formule (1.7) que les polynémes (,P¥(z §)) sont,
par rapport & la variable z, d’ordre (2b —n).
Alors dans le cas de /m| =2b—n+1+p, p > 0:

(2.5) DI (4% (2, 0)) = DEV(GY?) (2, 0)).

Les formules (2.5) et (2.2) donnent la formule (2.1), ¢.q.f.d.
Le cas de m < 2b—n 41 n’a pas été discuté dans le travail [3]. Nous
le ferons & présent. Il résulte de la formule (1.5) que:

DIV (,9Y (2, 0))

! 0 . a1
— . m) _ _ ‘ "
= Z i DS,; [(zl a,) o, + e +(2,—a,) _awn] (G(v (2, 0)|z=A)
1| =2b—n+1
SR !
= ' '
|'|=zb_"+l |l| ! l1+"‘+'”-|l| llo e ln'

X DYV (2, — 0,)"1. ... (2, — @, ) DOGY (2, 0)|,_ ) -
Soit (m) = (m,, ..., m,;); alors on a:
Dz —a)h ... (2,—a,)'n
0, pour m;>1l,1=1,...,n,

= l]_! vee ln! (z —a )ll—ﬂll (z —a )ln_m“
({,—my!...1,—m,)! 1— a4 e (2, —a, ,

m"gl‘, ”; =1, ...,’n
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et on trouve en posant I, =m; +k;, ¢+ =1,...,n, (k) = (ky,y ..., k),
lkl =k1+--- +kn7

1 |k]!

k! k... k!
[kl Kytoithp=1k % ku

X (zl - a’l)kl sen (zn - a’n)k'l (D(k+m)G(y,r)(z’ e)ls—A)

D (5", 0)) =

k] =2b—n+1—|m|

oo

) 1 0 9
= Z W[(zl—al)a—ml+... +(zn—a,,)a—wn] X

|k|=2b—n+1—|m|
X D™ GV (2, 6),_. 4)
a a 2b—n+1-|m|
Iml)![(zlua'l)a_%+"' +(’~’n—%)3?0:] X

X (D™M@W? (2, 6)),_ 4

B 1
T (2b—n+1—

ou

A" =A+n@—y—A4A) = [0, +m(51—81)y .0y @+ 70 (3 —a,)], 9| <1.
On a done, d’accord avec la formule (2.2):

(2.6) | DI (%% (2, 0))| < const =G+ || < 2b—n 1.

Nous pouvons énoncer le

LeMME 2.1. La dérivée d’ordre (m) = (m,, ..., m,) par rapport a la
variable spatiale v = (%, ...,,) de la ¢.8.8. de Vopérateur (1.1) vérifie
Dinégalité double:

const §—(+1/20) Im| < 2b—n+1,

2.7 D(zm) A YO <
(2.7) | D&Y (4 (2 O))| const 6~ (1+0+2N®) 1y —9h _p 1149, p>0,

z,Ye, t>120, 06 =t—7> 0.
L’évaluation de la singularité spatiale est 1a méme que dans 1a formule
(8.2) du travail [3]:
(2.8) | DI 9% (2, 0)) < const§=# [z~ R+Im=A) g0, 0< p< 1,
m=1,2,...

Observons que la premieére des deux inégalités (2.7) est la plus faible,
0— oo, ot c’est seulement celle-ci qui a été utilisée dans le travail [3].

Remarque 2.1. Observons encore qu’il résulte des égalités (2.5),
(1.13), (1.6) et (1.7) que:

(2.9) (A W(2, 6)) = % ((P¥? (2 0), #+6">0.
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La matrice (,#™?(z, 0)) est donc un polynéme de la variable 2,
ou z, de degré (2b—n).

LeMME 2.2. La pseudo-convolulion est associative et distributive.

Soient (¢%7(z, t, ¥y, 7)), (¥ (@, 1,9, 7)) et (y»w, 1,9, 7)) les mat-
rices des fonctions intégrables par rapport & (z,1), (v, 7)e(, (0, )).
Ecrivons:

i ¢
210) [ [ [ [@™a, t, u, O)p™(u, ¢, v, £))dudl (3 (v, & 3, 7)) dvdE
T 2 & Q

¢ ¢
=f f(‘l’(u'n(m7 b U, C))f f('l’(v'e)(“’ &y y E))(x“’"’(% £ 9, v))dvdf dudl,
T Q T 9
ou

(2.11) {lpxvIx 2} = {fpx[wx 2]}
En effet, nous pouvons écrire, 4 cause du théoréme de Hadamard:

{lp x pIx 2}

¢ ¢
= [ @9 t,u O) [ [ (@O, ¢, v, O)x*7 (0, ¢,9,7)) dodé dudt,

e.q.f.d.

La seconde partie du lemme (2.2) n’est qu'une conséquence de la
distributivité de I'intégrale. Nous pouvons donc écrire:

(2.12) fepxly+alt =[lpxyl+lpxzl

3. Pour étudier le noyau résolvant (1.16) (9% "(z, 0)), exprimé par les
formules de (1.9) & (1.15), il nous faut étudier le noyau (A W7(z, 6)).
Mais la définition du noyau (A4 @) (2, 6)) dans les formules (1.10) et
(1.13) est la méme que celle du noyau (4" (2, 6)} dans la formule (5.2) du
travail (2], pour Z =y, { =1, 6 =t—1, 2 = £ —¥. Nous pouvons done
appliquer au noyau {4 % (2, 6)) le lemme (5.1) du travail [2], ce que
nous exprimerons sous forme du

LemveE 3.1. Soit £2,e K(0,7r/3), K(0,r/3) éant une sphére centrée
au point 0 et de rayon r[3; alors il existe une valeur Ay, ne dépendant que.
du rayon r et des coefficients de Vopérateur L, telle gu'on a pour chaque
d=t—1>0, 2,9y, 1>7>=0, 22, = Q—y et |[A]| > A4,

(3.1) (LA 2z, 0)) < CofO*+™

o la constante C, ne dépend que du rayon r[3 et des ooefficients de Vopé-
rateur L,

(3.2) (oA @Ne—u, O)) <1/2M, wuef,

(3.3) ff(lA./V‘””)(z—u, 0))dudb < 1/2M;
0 9
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les constantes A, et C, sont définies par les formules (5.14), (5 17), (5.18)
et (6.11) du travail [2],

(3.4) j (oA (2, 0)d0 =0, 2e82, A #0, v = const, 49 = dt.
0

La démonstration de 1’égalité (3.4), qui est nouvelle, résulte immédia-
tement des formules (1.10), (1.6) et (2.5).

Dans le travail actuel il nous faut encore évaluer la dérivée spatiale
du noyau (4 ®7(z, 6)). Nous trouvons, en tenant compte de la défi-
nition (1.13), de la formule (1.5) et du fait que (G (2, 0)) est la s.f. de

0
Popérateur L, (D, Ft)’ que

2b—-n
a T
(35) G oAz 0) = .,,.Z,,, (4% (g, r));—

9 9
8 -a_ml [(21_ al)%: Tt (z"— a"n) EZ] (—DG(k) (zy o)lz—A) .

Un simple calcul algébrique donne

a‘ 20—n—1
©6) 5l 0) = D (40, 0) D
' |k|=2b p=90
0 0 (p) 0
X [(z‘_“l)a_ml + e +(2,— a,) %—] Em—p""(a("-')(z, 0)|o=)-

Observons que 2| = [z —y| < @)+ ly| < 27/3, 2,y K (0, 7/3) ot [z — A|
< |4}(1+ |2/4]). En outre nous avons l'inégalité (2.2), d’ou il vient:

0
8.7 |a—% (a#"(z, 6))

2b—n-—1
C 1 2r \P{ |A]\? | 4| \2/2e—-1)
< gr+(n+1)i20 2; ;T(l+3|AI) (ollzb) @ _0(01/% ’
D=0

oll les constantes C et ¢ ne dépendent que des coefficients de ’opérateur
(1.3).

En posant p(1—1/2b) = q et [¢] = entier du nombre g, on a évalué
les éléments de la somme du noyau (,4°) dans le travail [2], p. 17.

En tenant compte de cette évaluation nous pouvons écrire:

2b—n—1

AM”'r)(zr 9)') '01+(n+l)I2b'(exp 2 ([q]+ )(2(2/ )1..1/20)3:

p=0

(3.8) (

ol on a posé:
(3.9) a = ((¢/2)®-1120| 4] /612b)iR-1)
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Il puit de 1a et de la définition 5.11 du travail [2], que

A, o)l) < CfHID, 1 =1,

0
(3.10) ( 0_a:,

ol la constante C, ne dépend que des coefficients de ’opérateur (1.3).
Nous avons encore a évaluer 'intégrale de la valeur absolue de la
dérivée (3.4), sur le cylindre infini (2,, (0, o0)). Nous démontrerons que

(3.11) j, = f f (

dés que le nombre |A| > A,, ou le nombre A, est défini par la formule
(6.17) du travail [2], ou il fant remplacer 2 par £,. Nous avons vu que
le module de la dérivée premiére du noyau A ?(z, 0) admet la méme
évaluation que le module de ce noyau. Nous avons donc aussi:

— N YNz —u, 6)

)dud0< 1/2M,

(3.12) }6 N (2 —u, 6)
T,
ol 4, est défini par la formule (5.14) du travail [2].
De méme lintégrale j, admet presque la méme évaluation que I'in-
tégrale j de la formule (5.15) du travail [2]. Nous avons done

)<1/2M,. l=1,...,n, si |4|> 4,,

(3.13) i< 1/2M,
des que
(3.14) 4] > 4, = max(4,, 4,),

ou 4, est défini par la formule (5.17) du travail [2] avec £ remplacé par 2,
et n par n+1. '

LEMME 3.2. Le module de la dérivée, par rapport & la variable spatiale
Tl =1,...,n, du noyau (N (2 0) satisfait aux inégalités sui-
vantes :

(3.15) (li A./V“’")(z, g)l) < 00/01+(ﬂ+1)lzb’
L]

(3.16) ’_ NI (2, o)|)< 1/2M, |A|> A,

(3.17) f f(
° |4} > A, = max(4,, 4,).

Les constantes C,, 4,, 4, ne dépendent que des coefficients de
Popérateur (1.3) et de la grandeur du domaine £2; elles sont définies par
les formules (5.11), (5.14) et (5.17) pour n+1 du travail [2]; dans ces
formules il faut remplacer 2 par Q2,.

Nz —u, 6)

)dud0< 1/2M,
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Nous démontrerons encore le
LeMME 3.3. Soit [ 49 X @] la pseudo-convolution de la ¢.s.8. (97 (2, 6))

et de la matrice-colonne ¥ (2, 0)eC™, ay> 0,7, Ye 2, 2e2, = Q—y,
t>1>0, t—t =6, |[A| > A,, alors

0
(3.18) L, ( ) a(,)Lﬁ'f’ X gl = — (¥ (z, 0)) + [/ X @].

En effet, nous pouvons écrire, & cause des définitions (1.5), (1.8)
et (1.16):

0
0
Lo( : 60)[4€4><<p] .,(D%) f a[ (S —, 0 — 1)) (g (w, ) du it

‘]
)
- 5u{2:55) [t =, 0 0) = (P~ 0= )]
1
X (%7 (u, ) dud?
[}
A1, 7) _ U+ ¥, i+, .
— — (g™ (z, 0)) L( ’ao)off(ip( U+ (5 _u, §£)) X
X (@9 (u, £))dudl

]
) .
= —(g¥I(z, 0)) + FT of a{ (POHEED) (5 — i, §— £))(g® P (u, £)) dudl

= = (e ) +lim [ (PO e, 0 1) (5w, 0) -+
a2

0
0
4 _( P(“"'”'c“")(z—u, a— C))((p("")(u, C)) dudl
bf.o'[ 06

0
)
= — ("7, 0)) + f f 36—¢ (JPEHOF N g —u, 6 —0))p g X
0 9,
X (% (u, ) dudl
6
= — (p¥?(z, 0)) + f f (AN g, 0 —2)) (@D (w, £)) dudl
0 9,

= — (g% (2, 0) + [N x @].

4. Pour étudier le noyau fésolvant (®%7 (2, 0)), défini par les formules
(1.9) et (1.15), il nous faut suivre les raisonnements de la partie 6 du
travail [2], en remplagant les ,4#™(z 0) de cette partie par %7,
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n=1,2,... et D(z, 6) par DY (z, 6), & cause des formules (1.9),
(1.13) et (1.14). Le lemme 6.1 du travail [2] prendra la forme du

LEMME 4.1. 8¢ 2,¢K(0,r/3), il existe une valeur Ay, ne dépendant
que de r et des coefficients de Uopérateur L, telle que pour (A| > 4, (A, étant
défini par les formules 5.18, 5.17 avec n remplacé par n+1, et 5.14 du tra-
vasl [2], ot 2 est remplacé par 2,) la série (1.15) est absolument et uni-
formément convergente dans (£2,, (0, o0)); la somme de cette série, dite noyau
résolvant (D7) (z, 0)), est absolument intégrable dans (2,, (0, )), & savoir
nous avons pour chaque x, ye 2, 1 >1>0,2¢2, = Q—y et |[A| > A,:

(4.1) (42", 0)) < 1/M,

(4.2) [ J142%7(z, 6)|)dedo < 1/M.
4

Remarque 4.1. Il résulte de la remarque 2.1 et de la formule (4.4)
que la matrice (,9%7(z, 0)) est formée de polynémes, par rapport & la
variable z, ou z, d’ordre (2b —n), les coefficients de ces polyndme dépen-
dant des variables y, v et 0.

Le lemme 6.2 du travail [2] est facilement applicable au noyau.
(4D™7(2, 6)). Nous rappelerons seulement le systéme d’équations de
Lévy de la solution fondamentale. A savoir on a, d’accord avec les for-
mules (1.10), (1.13), (1.9) et (1.15):

(4.3)  (,2¥I(z, 0))
= (.4-/"(”")(27 0)) +f I(A'A/(”'E)(mr 1, v, 4'-)) (A¢(”’f) (v & 9, T))dvdf
T 2

¢
= (N W7z, 0))+f f(A./V(""”(w—v, t— ENPY (v —y, £ —1))dvdE.
T Q2

En posant v =y+u, 22—y = 24, £ =1+, on trouve:
(4.4) (LD, 0))

= (A2 O) + [ [ (A 2 —u, 0—0))(D¥ I (u, O))dudl.
0 Q)

Le raisonnement du travail [2] peut maintenant étre repris: il faut
seulement remplacer la matrice (4 (2, 6)) par la matrice (A7 (2, 8)),
(A-/V(z_ui 6"‘ C)) par (AMu+"'c+1)(z—u1 60— C))) (Ad)(“y C)) Pa'r (A¢(v't)(“7 C)}
et Q par 2,. _

L’inégalité 6.7 du trawvail [2] prend la forme

(4_‘5) “A¢(v.t) (2, 0)]) < Bo p—+ni2b) _ o ( 6—(1+n,zb)) ,

le coefficient B étant indépendant du nombre |A4).
Le lemme 6.2 du travail [2] peut étre exprimé sous forme du
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LEMME 4.2. Le noyau résolvant (,D%7(z, 0)), défini par la formule
(1.18), étant un polynéme par rapport a la variable z, est dérivable par rap-
port & la variable x; il est @ordre O(6~M ") 6500, dés que |A| > A,,
T, Ye, 2R~y =02,,t>71>0, 6 =t—1>0.

On démontrera que

(4.6) [ (%92, 6))@6 = 0
' 0

en intégrant 1’égalité (4.4). En effet, il résulte du lemme 3.4 et de la formule
(3.4) que:

[ {4272, 6)) @6 = f
J

]
[ [(artesee9e—u, 6—)(, 8% (u, ) duddd
0

1

8
8

(A (2 —u, =) (DY) (u, £)) A0 AL du

o

( _/V("'W-:'*")(z—u, 01))d01 (Adi("")(u, C))dl,'d’w =0,

°".8 e,

4

car l’intégrale par rapport & 0, est égale & zéro, d’accord avec la formule
(3.4).

Il nous faut encore évaluer les modules des dérivées du noyau résol-
vant (,®%7(z, 6)). La formule (4.6) donne pour I =1,...,7n

0
WD) 5o, 0) = (s 0) +
(]
+
/

6/2

=-—(M"’"’(z, 0)) + f f [(— NN gy g — c)) (4P (, ) +

f (% AN gy, 6 — l')) (@ (u, &) dudl

9

+ % (AT (2 —u, O)) (DY (w, 0 — C))] dudl.
1
Pour évaluer le module de la dérivée (4.7) appliquons les lemmes
3.2, 4.1 et 4.2. Nous trouvons pour I =1,...,7

aA ¢(v- %) (z’
0z,

(4.8) (] 6) I) <q, /91+(u+1)lzb +21+(n+l)l?b0° /al+(n+1)/2b M+

+B,/2M OB (4] > A,.
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Les constantes C,, A, et B, sont définies dans le lemme 3.2, et par la
formule (4.5) et comme telles ne dépendent que des coefficients de 1’opé-
rateur (1.3) et de la grandeur du domaine £2,. Nous pouvons donc écrire
pour ! =1,...,m, en posant B, = max(C,, 2!*"+V20 /M B /2 M)

ws) |

ol les constantes A, et B, ne dépendent que des coefficients de ’opérateur
(1.3) et de la grandeur du domaine £,.

a
%ﬂ('m) (2, )

1

)g B1/01+nlzb — 0(0—(1+n12b))’ IA-I > Al)’

5. Ecrivons maintenant la formule (1.8) en nous basant sur les for-
mules (1.17), (1.15) et (1.16):

(46%7 (2, 6)) = (4F¥7 (2, 0)) +
i
+ [ [#*9@—0,1— &) P (v—y, £ — 7)) dvde
r 2

ou en posant £ =74+, v =y+u, Q—y = £:
(1) (L"), 0)) = ((F¥7(2, 0))+

]
+ [ [ (SN —u, 6—0)) (B (u, £))dud.
0 5

Cette formule est analogue 4 la formule (7.1) du travail [2], ou il
faut seulement remplacer la matrice (,G(z, 0)) par (LG¥?(z, 0)), (4% (2, 0))
par (9 (2, 0)), (4% (2—u, 6—¢)) par ((F“H (2 —u, 6—10), (4P (¥, L))
par (9% (u, ) et Q par Q,. A présent on peut poursuivre les raison-
nements de la partie 7 du travail [2] et énoncer le

THEOREME 5.1. Dés que le point A = (a,, ..., a,) 8¢ trouve en dehors
de la sphére K (0, A,), A, étant défini dans le lemme 3.1, alors la solution
Jondamentale spéciale de Vopérateur L,, défini par la formule (1.3), dans
le domaine (2, (0, ), tel que Q—y = 0,¢K(0,r/3)eR" (47 (z, 0)),
Z,Ye,2¢0,,0 =t—1>0, est O(67CF) §>00, ot 2b désigne Vordre
de Dopérateur L,.

D’une fagon analogue nous avons les mémes énoncés que dans la
partie 7 du travail [2], & savoir la

Remarque 5.1. La singularité spatiale de la s.f.s. AV (2, 0)) de
Popérateur .L, est la méme que celle de la q.s.s. de cette opérateur, o’est-
-a-dire que:

(6.2) (ID™ @¥ (2, 6)})
< const 6= [g]~HImI=2A) g5 0.1 -1/20< u< 1, |A]> A,
Cette singularité est faible pour |m| = 0,1, ..., (2b—1).
De la remarque 5.1 et du théoréme 5.1 résulte le
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THEEOREME 5.2. La s.f.8. (,G¥7 (2, 0)) mentionnée dans le théoréme 5.1
est intégrable par rapport & Vaccroissement du temps 0 sur Vaxe infini (0, o),
z # 0; elle est aussi intégrable sur le cylindre infini (24, (0, o)), z¢£,,
Yyef2,7>0.

En différentiant par rapport & la variable spatiale x les deux membres
de 1’égalité (5.1) on a pour |m| < 2b—1:

(5.3) (D™ G (z, 6))

0
= D™ g (4, 0))+ f f ( D™ gutvt+d (g g 7)) (AQD(”")(u, ¢)) dudt,

0 2

car, comme on ’a dit dans la remarque 5.1, la dérivée sous le signe de
Pintégrale est & faible singularité spatiale. Dans le cas ol |m| = 2b, la
singularité spatiale est forte, mais l’intégrale existe, si la matrice du
noyau résolvent est holdérienne par rapport & la variable z. Nous savons
qu’elle V’est, & cause de la remarque 4.1. Nous avons done pour |m| < 2b
la méme égalité (5.3).

Dans le cas ou |m|< 2b—1, nous décomposons 'intégrale par rap-
port & { en somme de deux intégrales sur les intervalles (0, 6/2) et (6/2, 6)
et nous trouvons a cause des inégalités (2.7) et (4.5):

(6.4) (D™ G¥9(z, 6)|)
0 (6~ +1/20)) Im| < 2b~n-+1,
- l O(0-0+O+pNYy | g(g=(+ai2bly | = 2 —n+1+p, O0<p<n—1,
mais dans ce dernier cas 1+ p < n, donc on a:
(8.8)  (ID™, 6%z, 0)))
| 0 (6-0+1im) m| < 2b—n-+1,
=|0(e-<l+(1+p"=°)), m| =2b—n+1+p, 0<p<n—1.

Le cas ol |m| = 2b, dono p = n—1, doit étre traité comme il suit.
On peut écrire:

(6.6) (D™ ,G¥7(z, 6)) = (D™ ,4%9(z, 6))+

[}
+ [ [(D™ gt (g —u, 60— ) (,BV(w, §) — PPz, £)) dudl +

0 9,

[
+J‘ f(D(m)Ag(u+v.C+r)(z_u’ O—C))du(Adi(”")(z, C))dC — i1+’ia+’is-
9

Nous avons pour le premier membre de la formule (5.6), d’accord
avec la formule (2.7):

(5.7) 6y = 0670+,
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d’accord avec 1'égalité (2.5) cette évaluation ne dépend pas du nombre
4| > A,.

Ecrivons l’intégrale ¢, comme il suit:

6/2

(B.8) iy = [ [(D™ g0z —u, 6~ 0))[(,O¥(u, ) —((D¥I(z, D) +
2

0
+ (D™ F D g, ) [(( DU (1w, 6— 1) — (4B (2, O—L))] dual
= 19y +Tas.
L’inégalité (2.7) et le lemme 4.2 donnent:
(5.9) g1 = O(6=OFn2D)y,

Cette évaluation est en vertu des égalités (2.5) et (4.5) indépendante
du nombre (4| > A,.
L’intégrale 7,, prend la forme:

/2

in = [ [(D™, g4 g—u, ) (z—u) X
0 02
X((P(w—n(u—2), 6—0)dudt), i<,

d’ou 'on tire & cause des formules (4.9), (2.7) pour p = n—1 et (2.8)
pour |m| = 2b:
- 0(9_(1"'""2!)‘)).

Pour évaluer l'intégrale i, il faut la transformer de méme que 1'inté-
grale i, dans la formule (5.8). La premiére de ces intégrales admet 1’éva-
luation (5.9). La seconde par intégrée par parties, nous donne une inté-
grale sur le bord du domaine £,, mais comme le point 2 se trouve
4 Pintérieur de ce domaine, cette intégrale est bornée, et la matrice
(DY (2, 6—2)) pour 0< { < 6/2 admet 1'évaluation (4.5). L'intégrale i,
est donc évaluée comme ’intégrale ¢,. Nous trouvons ainsi

(5.10) (D™ @I (2, 6)) < O(6~4+"),  |m| = 2b,

ol la constante de P’évaluation ne dépend que des coefficients de 1’opé-
rateur L, et de la grandeur du domaine £,, dés que {4| > 4,, d’accord
avec les formules (5.6), (5.7) (5.8) et (5.9). Nous avons done, comme dans
le travail [2] le

 COROLLAIRE 5.1. La s.f.s. (,G%"(z, 6)) de Vopérateur L,(D, d]d9),
construite pour |A| > Ay (A, est défini dans le lemme 3.1) vérifie les méme
imégalités que la q.8.8. de cet opéraleur, en supposant cependant que |m| < 2b.
Ce sont donc les inégalités (5.2), (5.5) et (5.10).
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Les constantes des évaluations ne dépendent pas du nombre |4].

Observons qu’en vertu de la formule (2.5), valable pour |m| > 2b —n,
on peut remplacer dans la formule (5.3) la dérivée de la g.s.s. par la déri-
vée de q.s., de sorte que nous avons pour |m| > 2b—mn:

(5.11) (D™ ,G%7(z, 6))

[}
= (D™ (z, 0)) + [ [(D™GUEI (z—u, 06— )}, D% (u, {)) dude,

02
lm| > 2b—mn, 2,ye2, 6> 0.

Rappelons aussi que la q.s. est transformable par la méthode de
Fourier (F-transformable). Cette transformée (@) est égale & la solution
(v) d’un systéme bien connu d’équations linéaires (voir par exemple [2],
formules (1.7), (1.8) et (1.9)). Les dérivées de la q.s. sont aussi F-trans-
formables. On peut facilement les exprimer au moyen de la méme solu-
tion (v) (voir par exemple [8], p. 14).

Nous voyons done que la matrice (5.11) est F-transformable. Dans
le cas ol les coefficients de 1’opérateur L, sont indépendants de la varia-
ble-temps, ’intégrale de la matrice (5.11) sur 1’axe infini de 1’accroisse-
ment du temps est égale & la méme intégrale de la dérivée de la q.s., & savoir:

o0 oo

(5.12) [ (D™ Gz 0))d6 = [ (D™G(z, 6))df, m>2b—n,

0 0

et

(5.13) [ (D™ 6% (2, 6))d6 = [ (D™ 9% 7(z, 6))d6, m=0,1, 2b—n,
0 ) 0

Ces deux formules résultent immédiatement de la formule (4.6).
On peut donec énoncer le

LEmME 5.1, Les hypothéses du théoréme 5.1 étant admises, les déri-
vées spatiales d’ordre m, |m|> 2b—n, de la s.f.s. de Vopérateur L, sont
égales aux mémes dérivées de la q.s. de cet opérateur L, et de ses pseudo-con-
volutions avec le noyau (D¥?). Ces dérivées sont F-transformables. Leurs
intégrales sur Vaxe infini de Uaccroissement 0 sont indépendantes du nombre
|A| > Ay dans le cas ou les coefficients de Vopérateur Ly ne dépendent pas
de la variable-temps.

Nous démontrerons encore le

TutorEME 5.3. La s.f.s. (4677 (2, 0)) de Vopératewr L, vérifie le thé-
oréme de Poisson, a4 savoir on a:

(5.14) Ly(D, 0/00)[ G x ¢] = —(9),
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dés que (p)eC™% a >0 et |A| > A,, ol on peut écrire comme dans la for-
mule (1.16):

8
6 x9] =[ [(G“ I (2—u, 0—0))(p(y, &) duds,

0 o)

Refdy,yeld 0 =t—m.

La démonstration résulte des définitions (1.8), (1.5) des formules
(1.16) et (4.3) aussi bien que es lemmes 2.2 et 3.3 Nous avons done:

[4N X 4P] = (Adi(v't)(z’ 0)) — (A./V'(”")(z, 0))’
alors: '

] i
L, (D;b'é') [G Xo] = LO(D,%) [(Ag‘f' [49 X (P]) X ‘P]

)
= —(p(2, 0)) + [N X @1+ Ly (D,-@)[ﬂx L@ x ]|

= —(p(2 )+ [V X 91— [ X @1+ [[uH X 4 P X 9]

= —(p(2, 0)) + [t X @] — [4P X @]+ [(4P —4N) X 9] = — (9(2, 0)),
o.q.f.d.

6. Ayant d’étudier la matrice de la s.f.s. de V'opérateur L,, nous
pouvons étudier la matrice (') — s.i.5. de I’opérateur (1.1). Il faut done
passer & la pseudo-convolution de la formule (1.18), ¢’est-a-dire au noyau
(,F) de la formule (1.19), donc¢ d’abord au noyau (,N), défini par la
formule (1.20). Ainsi cette partie sera consacrée au noyau (N (=, t, ¥, 7))
= (N"9(z, 0)).

LEMME 6.1. La singularité spatiale du noyau (N7 (2, 0)) est faible,
a savoir

(6.1) (L N®(2, 0)|) < COo|~(n+2O—M=R) 1 _h/2b < p < 1,

C ne dépend pas de A, h min(a, 2bp).

C’est une simple consequence de la définition (1.20), de ’hypothase
(1.2) et de la formule (5.2) dans le cas ou |m| = 2b.

11 résulte de cette définition (1.20) et des formules (5.3) et (2.5)
que si 'opérateur (1.1) est & coefficients constants, d’ordre plus élevé
que 2b—n, le noyau (,4") est égal a:

(62) (N®e 0) = Y (4%)(DPGUI (s, 6) + [DYE x 4P)),

2b—n<\k|<2b

ce noyau est donc F-transformable..

Il est trivial, que dans le cas ou |k)| = 2b et les coefficients sont
constants, (,4) =0, et alors (,I') = (,¥), comme il le faut. Dans le
cas ou’|k| = 2b et les coefficients sont variables on trouve, d’accord avec
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Pinégalité .(5.10) (,N) = O(6-(*+"*). Dans le cas général nous trou-
vons d’accord avec le théoréme 5.1:

{6.3) (4N) = 0(g~0+1h,

Le théoréme auxiliaire 2 de W. Pogorzelski (travail [8]), appliqué
a4 la décomposition (2.3) en tenant compte de la formule (5.3), donne:
(6.4) “AN (@ ¢, y, ) — 4N (2, 2, ¥, 7)[)

L const[w—a'|¥/ inf |z—y"*?®, o' <ax,yef.
x,z’'ef

Ainsi nous pouvons énoncer le

LEMME 6.2. Les hypothéses (1.1) et (1.2) élant admises, le noyau ( N)
du systéme (1.1) est d’ordre 0(0~0F1) 65005 il est holdérien par rapport
4 la variable spatiale ze 2, dés que |A| > Ay, A, étant défini le lemme 3.1.
Dans le cas particulier o Vopérateur (1.1) est homogéne (|k| = 2b), nous
trouvons ((N) = O(6~"+"™) ¢t dans le cas dun opérateur & coeffi-
cients constants, a dérivées d'ordres plus élevés que (2b—n), ce noyau est
F-transformable.

LEMME 6.3. Dans le cas o les coefficients de Uopérateur L ne dépen-
dent pas de la wvariable-temps, c'est-a-dire A® (z,1) = AW (z), |k| < 20,
on a:

(@"I(z, 6)) = (@2, 6)), (4% (2, 0)) = (¥ (2, 0))
et alors:

(6.5) fQ(AN)do = Y (4%(2)— 4®(y)) fm(D(")G‘”’(z, 6))d6 +
0 0

|kl =2b

+ Z (4% (2)) f (b‘k’G(")(z, 0))d6 +

2b-n<|k|<2b
+ ) (A%@) [ (D,8Y, 6))as,
|k|<2b—n 0
|4] > Ag, A, étant défini dans le lemme 3.1.

La formule (6.5) est une conséquence immédiate de la définition
{1.20) et des formules (5.12) et (5.13).

COROLLAIRE 6.1. Les hypothéses du lemme 6.3 étant admises, dans
le cas ou Vopérateur (1.1) me conlient que des dérivées d’ordre plus élevé
que 2b—mn, Vintégrale du noyau (4A"), par rapport au temps 0 > 0, ne dé-
pend pas du nombre [Al, o savoir:

6.6) [ (LN)a6 = D (4A®(x)— 4B (y)) [ (DPGD(z, 6))a6 +

|k|=2b

+ ) (49 fw (D6® (=, 6))ds).
o}

2b—n< k| <2b
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Cette intégrale est égale & zéro dans le cas ou opérateur (1.1) est
homogéne a coefficients constants.

Cependant I’hypothése que la mesure du domaine 2 soit finie est
essentielle pour que intégrale

(6.7) fm [ (42 (2, 6))dedo

existe. Il peut arriver par exemple, que I’intégrale (6.7) n’existe pas dans
un demi-plan.

ExeEmMpPLE 6.1. Soit

0 0? 0?
n ’ ’ 0wy’ or +0w§’

alors
AN (g, 8y = —1, AMNa,t) =0, APz, 1) = A®D(z,1) =1,
AYN(x, 1) =0,
G (2, 0) = 1/dnlGexp—|°|/46, O6=t—7>0, z=w—y, Yk’
' G, (2 0) = —z/[8rblexp—[2[2/40, i=1,2,

. o oo .
f (LN)d0 = f (81:392 exp—|z|z/4e)de — z/l2f2m,
0 ]

ot

ff (4N¥)ad6 = 2,2% j'/zgij_g—g =1/2= f '/1+d(z:2/z1)2_

22>0 [} Zz>0 Bz>0
d
u51>0 .'/1 + ua

n’existe pas.
On voit done que ’hypothése que | 2| soit fini est nécessaire.

7. Le noyau résolvant (,I"), défini par la formule (1.18) a été étudié
dans la partie 8 du travail [2]. On rapellera donc ici les résultats.

HypoTHESE (7.1). On suppose que

oo

(7.1) [ JUNDAyao <by/M<1/M, =z, i>7>0,
Q

[}

ot by est une constanie et le point fize A est assujetic a Vinégalité |A] > A,,
Ay est défine par la formule (3.14).

3 — Ann. Polon. Math, 29.4
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THEOREME 7.1. Les hypothéses (1.1), (1.2) et (7.1) étant admises, la
série (1.19), ((F) — dite noyau résolvant — et la solution du systéme inité-
gral de Lévy:

(7.2) (4F) = (4N) + [N X 4F]

est absolument convergente dans le domaine (£, (0, o)), ou elle est absolu-
ment intégrable. La matrice (4F) est holdérienne par rapport & la variable
spatiale x; par rapport & UVaccroissement du temps 0 =t—7 elle est
O(B—(l+l/2b)).

Il résulte facilement du corollaire 5.1 et théoréme 7.1 que la matrice
(4I"), définie par la formule (1.18), vérifie le

THEOREME 7.2. Les hypothéses (1.1), (1.2) et (7.1) étant admises, la
matrice (1.18), (4I'), satisfait aux formules suivantes:

(7.3) “D("‘)AP(“” t, v, 1)[) < const a-ﬂlzl—(n+m—2bp)’ N
0<6 = t—r’ T, y€Q7 1—1/2b< n< 11 m = 0’ ciey 2b; T
(7.4) () = 0(0-0+Y)) g s oo,
7]
(7.5) L(D,E)(AP) EO, m’yeg’ t>.[>0’ «’F#y;
0

dés que (@)eC*™% a > 0.

Les deux derniéres égalités signifient que (,I") est la s.f. du systéme
(1.1). Elles sont démontrées dans la partie 8 du travail [2].

8. Dans le travail [2] on n’a pas étudié le cas particulier ou les eoef-
ficients de l’opérateur (1.1) sont indépendants de la variable-temps..
Dans ce cas on peut écrire (,I") = (,I'(z, ¥, 0)). On a démontré dans le
travail [3], ou la matrice (I'(w, ¥, 0)) est la s.f. du systéme particulier (1.1):

0 0 ‘ 0
(8.1) L(D,—) =P(D) —— = A () DW _ —
et ol elle est construite au moyen de la ¢.s.s. de ce systéme, qu’on a:
(8.2) (“T) = (L ¥V + 4% x“F],

ol (4F) est le noyau résolvant du systéme (8.1), done:

o0

(8.3) (4F) = D) (“N®),

=
(4N©) est le l-itme noyau itéré du noyan

(8.4) (“N) = D' (A% (2)) (D 9.

1kl<2b
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On a démontré dans les parties de 5 & 10 du travail [3] qu’on a, en
posant

(8.5) [ (o) a6 = (,g),
[
(8.6) [ (4¥)as = (4n)
et pour le l-idme noyau itéré du noyau (4n)—(4n®),1 =1,...:
(8.7) [ ;as = (4 = (%),
0 lml
(8.8) [ (4r)a6 = (4y) = (ug™) + [ag x*f]

0
et que (4y) est la s.f. du systéme:
(8.9) P(D) = D (A% (2)) D%,

k<zb
c’est-a-dire que:

(8.10) P(D)(4y) =0, @ #9,a,9¢2
et que pour (¢)eC™’ a> 0:
(8.11) P(D)[4y x 91 = —(9).

Observons que dans le cas du systéme (8.1) nous avons les égalités.
(6.12) et (5.13), et que le cas particulier du lemme (6.3), en contexte avec
1'égalité (2.5) donne:

(8.12) (499 (2, 9)) = [ (Y, 9, 0))d0,

et

(8.13) (um) = [ (N0 = [ (“H)a0 = (*n),
] 0

et comme nous savons (voir partie 4 du travail [3]), que
(8.14) (“n®) = [ (ANP)as, 1=1,...

0
et aussi que (la démonstration est la méme que plus haut):

[~-]
(8.15) (" = [ (WN™ae, 1=1,..,
0
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nous trouvons que dans le ¢as du systéeme (8.1):

(8.16) (7)) = (4n%),
(8.17) (“f) = [ (“F)a6 = [ (LF)do = (f),
et, comme

(818)  (u) =[ (146 = [ (G0 + ([ (sd6x [ (F)as)],
0 0 0 0

on trouve:
(819) () = (D)@ = [ (FNa0+[[ (,IV)d0x [ (“F)ae]
0 0 0 0

= (49) + Ly X411,
d’ou et de la formule (8.8) résulte que

00

(8:20)  (y») = (.6 = [ (AINd0 = (%), = #y, 3,y

[1]
Nous avons done le

THEOREME 8.1. On ne change pas la s.f. du systéme limite (8.10), 87
Von remplace dans la s.f. du systéme (1.1) la q.5.5. (,9Y), |A| > A,, de
ce systéme par la s.f. (,GY) du systéme

0 -0 ij
— ) = —_— (%) k) _
(8.21) L, (D, 3 ) = Py(D) Fri ,,,,,E%(Ak(y))pk 5

dans le cas particulier oh les coefficients du systéme (1.1) sont indépendant
de la variable-temps t, A, étant défini par la formule (3.14).

COROLLATRE 8.1. Toutes les propriétés de la s.f. (8.8) du systéme limite
(8.9), ausst bien que du noyau résolvant (8.7) de ce systéme, ou de son noyay
(8.6), énumérées dans le travail [3], subsistent dans le cas o Uon remplace
dans la 8.f. du systéme (1.1) la ¢.s.s. de ce systéme par la s.f. du systéme L,,
ict du systéme (8.21) dans le cas o les coefficients du systéme (1.1) ne dépen-
dent pas de la variable-temps 1.

Remarque 8.1. Il résulte aussi de la démonstration du Théoréme
(1.11) du travail [3] sur la limite du potentiel généralisé spécial de simpie
couche que ce théoréme subsiste pour le méme potentiel construit avec
la nouvelle s.f., introduite dans le travail [2], ou dans ce travail par la
formule (1.18).

9. On sait (voir par exemple le travail [8]) que la s.f. (I") du systéme
(1.1), soumis aux hypothéses (1.1) et (1.2), est égale & la q.s. (G¥?) de ce
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systéme, la s.f. du systéme IL,, et du reste — la pseudo-convolution de
la g.s. et du noyau résolvant (#') de sorte que

(9.1) (1) = (6¥) +[G x F].

Si 2b<n la ¢.s. est intégrable par rapport & 6 de zéro a l'infini.
Dans le cas ou n < 2b Vintégrabilité sera conservée, 4 condition de poser
sous chaque terme de cette formule le symbole A. On aura:

(9.2) () = (6% 4 (4G x4 F), dés que |4} > 4,

A,, étant défini par la formule (3.14).

(F) et (,F) sont les séries des noyaux itérés du noyau du systéme
(1.1), mais (F) est construit avec la 8.f. du systéme L,(G¥?) et (F), dans
le cas ou 7 < 2b, avec la s.f.5. du méme systéme, (,G¥7), & savoir les
noyaux en question sont:

d 0
o —_ (v,7) 7))y —
(9.3) (&) —L(D, 3t)(G )s Lo( at)(G ) =0, =z F#y,

(04) (N) =L (—) (@), Lo( )(AG‘”") =0, 2y

Les propriétés de la continuité spatiale, ou le comportement & la
limite, 6—o0, sont les mémes pour les éléments qui se correspondent
dans les formules (9.1) (cas olt » > 2b) et (9.2) (cas ou n < 2b). La diffé-
rence consiste en ce que la s.f. (G%7) est la transformée de Fourier de
la matrice solution (v) du systéme linéaire lié au systéme L,, tandis que
la 5.f.5. ne ’est pas. Nous avons

(9.5) (LG"Y) = (@) — ((P¥) 4 [(G— 4P) x 4P],

ol (D) est 1a série des itérés du noyau
. 0
06) (k) = In[Dp) (@ —BW7) = (P00, 20,

(4P¥") est un polynéme de degré 2b — n par rapport & la variable spatiale
2 = x—vy; en le retranchant du noyau (G*?) on assure Pintégrabilité
sur ’axe infini du temps 8§ = ¢t —7 > 0 de tous les éléments de la formule
(9.2), ’hypothése (7.1) étant admise. Une pareille hypothése avait été
admise dans le travail (5), afin d’assurer la convergence et P'intégrabilité,
sur I’axe infini du temps 6 > 0, de la série (F), de méme que celle de la
s.f. (I'). Rappelons que dans le cas olt n > 2b la matrice (G¥?) est inté-
grable. Cette hypothése était:

(9.7) [ fuNndyas<1/M, 2eQ, 6=i—1,1>1>0.
0 o
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Dans le cas particulier, traité dans les parties b et 6, des opérateurs
n’ayant que des dérivées d’ordre plus élévés que 2b—mn, on trouve en
vertu des formules (1.20), (1.8), (2.5) et du lemme 3.3:

0
(9.8) (uN) =L (D’—at-){(zt GV 4 [49 x P}

= (L — L) (4 %) + Lo(4FY™) + (L — Lo) [y % X 4B)+ Lo [ 4% X 4P]
= (L= L)(@¥) 4+ (A ")+ (L — L) 49 X 4P] — (D) + [N X 4 P]
= L(G"?) + [(L— Ly)(G) x 4P] = L(G¥?) + [L(G) X 4D].
Nous avons donc dans ce cas particulier
(9.9) (uN) = (N) + [N x 4®).
L’hypothése (7.1) prend dans ce cas particulier 1a forme:

(9.10) [ JUNY+ [N x @Pllabdy<1, 2R, t>7>0.
0 Q2

Il suffit done qu’on ait:

Max [ [(IN))d6dy(1+ Max [ (1, B(r, {+7y9, 7)l)dedy) < 1.
zeR, I1>1>0 4 g meR,7>0
Mais il résulte des raisonnements des parties 5 et 6 du travail [2]

qu’en choisissant le nombre U suffisamment grand on peut avoir, au lieu
de l’inégalité (4.2):

(9.11) [ [(L®)dbdy < a/M, 0 =t—7,1>7>0, 2Q,
0 Q

pour chaque nombre a, > 0 dés que |4] > A > A,.
Nous avons donc le

THEOREME 9.1. Il existe un nombre tel W que les inégalités

o0

[ JuNpabdy<1/M et |4]>9%
Q
impliquent: '

f J(LN)aedy<1/M,
0 2

dans le cas ou Dopérateur (1.1) me contient que des dérivées d’ordre plus
élevé que 2b—n.

Remarque 9.1. Le noyau (,®), étant un polynéme par rapport
4 la variable spatiale # = 2 —y, il peut arriver qu’on puisse, en intégrant
par parties, réduire la pseudo-convolution [N x ,@] & zéro.
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Remarque 9.2. L’exemple du travail [4] montre que dans le cas
ou Popérateur (1.1) contient des dérivées d’ordres plus petits ou égaux
4 2b—n (3 savoir pour 2b = 2 et n = 2) la convergence de la série (,F)
n’est que locale.

Du lemme 6.2 et de la formule (6.2) la résulte

b1

Remarque 9.3. Les opérateurs a coefficients constants, qui ne
possédent que des dérivées d’ordres plus élevés que 2b —n, peuvent étre
étudiés au moyen de la transformée de Fournier—Laplace, comme dans
le travail [6].

Les résultats de la partie I du travail [2] nous permettent de for-
muler le

THEOREME 9.2. Dans le cas ot 2e¢R" et la dimension est impaire,
on peut remplacer dans les définitions (1.18), (1.19) et (1.20) de la s.f.s.
de Vopérateur (1.1) la s.f.s. de Vopérateur L, par sa s.f.m. (solution fon-
damentale modifiée), en obtenant ainsi la s.f.m. de Vopérateur (1.1). Les
évaluations des matrices de la s.f.s. et de la s.f.m. sont les mémes. -
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