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ACTA ARITHMETICA
XXVIIL (1976)

UIber einfache periodische Kettenbriiche und
Vermutungen von P. Chowla und S. Chowla

YOI

Thmnnronr Laxg (Mimster)

1. Einleitang. Nuch den Sétzen von Buler nnd Lagrange wird die
Entwicklung einer reell-quadratischen Irrationalitit 8 in einen einfachen
Kettenbrneh sehliellich periodisch. Sel nun diese Entwiddung

Bo=r oy oeey by, iy oner ]

so normiert, daf die Lénge § der Vorperiode by, ..., b; und die Perioden-
linge r der Peviode ay, ..., @, miglichst klein anstiallt., Dann 1486 sich der

- Zahl § die ganzerationale Zahl

(1.1) Z(f) = M(—-1)a,

e

—

gnordnen. F. Llivsebruch [5] bat vor kurzer Zeit auf einen engen Zugam-
menhang solehor alternierenden Smmimen X{#) mit Klassenzahlen qoadras
tiseher Zahlkorper sufmerksam gemacht. Angeregt durch die Hirzebruch-
sehon Hegobnisse sind von . Chowla und 8. Chowla [2], [3] einige Ver-
mubnngen fiber diese Summen Z{8) gediubert worden, die Anlaf zu dieser
Arbeit gogeben huben. _

st die Periodenlinge » oine gerade Zahl, so stellen die alternierenden
Swomen X(#) i woesentlichen Werte L(L, £, ) von erweiterten Ring-
klassen-L-Funletionen - Li(s, $, ) an der Stello 1 dar. Dio arithinetiselio
Stroklur dieser Zahlen L(L, f, ) it in [67 und [T] im Zusamimenhang
b IPrngen ther Klassenzahlen quadratisehor und blouwudratiselor Zoahl-
karper wdorsueht worden. Die dort gewonnenen Iewultate implizieren
Aussngon ther daw Iongrnensverhalten von Z(8) mod3 vnd med 2™ (m
=1 L, 8, 3). THe so erhaltonen Brgebnisse versllgemeinern die von A, Schin-
el [127 iiber diese alternierenden Summen bewiesenen Sitze.

2. Klasgeninvarianten und einfache periodische Kettenbriiche., s sei
K Q(Vd) oin veell-quadratiseher Zabhllsrper mit der Diskriminamte
iy > 0. Jeder matiirlichen Zahl f it umkehrbar eindeubig cine Ordnnng
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O, von k zugeordnet. Ein Ideal ¢, von O, heilt ein zu T, gehdriges Ideal,
wenn

Ly ={oeck| a; < ¢}

gilt (wenn also D, der Multiplikatorenring des durch ¢ gegebenen voll-
stindigen Moduls von k ist). Die zn O, gehirigen Tdeals bilden eine Gruppe
;. Die Faktorgruppe von 3J; nach dev in J; enthaltemen Untergruppe
Dip,, der Hauptideale, die sich dureh Zahlen mit positiver Norin erzengen
laysen, bildet die Ghuppe der engeren Ldealklassen von Dy Die L-Funk-
tlon L(s, 8, ) einer solehen engeren Idealklasse Ry, =~ T&GH sich

durch die folgende fir Re(s) > 1 absolut konvergente Reihe erkliren

[81¢):
(2.1) L(s, R,) = Ne) Z* ﬁﬁf}.ff.(‘ﬁl.

cre Rt ).
: m(y)" ( T fﬁm)
eCy

Dabel ist ¢; ein beliebiges Ideal ang der inversen Klasse S{j;,ia von K,

und es ist iiber ein volles System von nicht assoziierten Zwblen v 0
aus ¢, z0. summieren, was durch den Stern*am Summenzeichen angodeuted
sel. Man erkennt leicht, dal L(s, S{fpm)' = 0 is6, wann L, Binheiten mit
negativer Norm enthilt. Sei daber fiir das folgende vornunsgesetzt, daf
die Grundeinheit &, > 1 von O, die Norm N (s) »= 1 besitzt.

L(s, Ry,,,) st anch an der Stelle 1 analytisch, und der Werl L(1, K, }
18B% sich nach C. Meyer [8] folgendermaBen angeben: '

By sel yi, v, eine Z-Basis von ¢, Dann bestimnt die Grundeinheit

g > 1 von Dy eine unimodulare Matrix (f 2) dureh

Y1 a b\ (7 ' . ‘
2.2 m— pou o 5 e
(2.2) 8f(y2) (c d’) (n)’ ad—be == N{g) == 1.

Fir die ganz-rationalen Zahlen a, b, ¢ und 4 hat man die explizite Dar-
stellung

_ o[nris 7Y o e
a4 == S - ] B S e e S q LT b QLN
( 803 ) ' ( 5 ) et ( o() ) o ( A )

¥ "
wobel § die Spurbildung in k, der Steich’ die Anwendung des nieht iden-
tischen Auntomorphismus von k und

) Im a?lgemeinen werden bei der Bildung von T(s, Ripy,) 1t zu f prime Ideale
zugcla.asen: ]?1@8@ aus der Klassenkirpertheorie herrithrends Bedingung orwoist sich
aber fiir einige Betrachtungen als itberfliissig, zum Teil sogar als Linderlieh.

Uber einfache peviodische Keltenbrilche 421
die Basisdeterminunte von w,, v, bedeuten. Aus dieser Darstellong nnd
der Trrationalitit von & erkennt man sofort

’ be 0.
By pilt nun [8]

R 8t fyNfadd 1
(2.3 L(L, K, ) = fl/d; s;mrﬁ(;;) ( ET R sgne—sgne-sia, ¢).

Als wesentlicher arithmetiseher Bestandieil tritt hierin eine Dedekindsche
Humme s, ¢) auf, die mit 1ilde der ersten Bernoullischen Funktion

‘ 0[] o fiir ¢ Z
5 () = (] —~% ¢4,
0 fir weZ
durch |
; o (e [ an

arkldart ist,
Zur Untersuchung des arithmetischen Bestandteils

(2.5) W (;::) o BN rﬁ(i) (w

von L1, 8, ) ist wesentlich von der Tatsache Gebrauch zu machen,
daB man das Tdeal ¢ in Rﬂm frol wihlen kann wnd da8 an die Basis ¢, ¥,

van ¢ keine Bedingungen gestellt sind. Ti ‘I’(h) wird daher auch die

2

Schreibwoise W(Ry, ) benutzt werden:

, Ve (v

} yrs e e T ] = YrE
(2.6) Vi) = = G DL Su) = ¥ (1),
Zowei Tdeale By wndd ¢ mit den Basen gy, £, und py, v, sind genau dann im
gowihnlichen Hiunoe figuivalent; wenn die beiden Basisquotienten g «= 8, /8,

und y ooy /g dquivalente Zablen duestellen, b, wenn

by ity

Sy, Wy e By g e 1)
My |- i

mit passenden gnng-rationalen Zahlen p, g, m, n gilt, fie die pn—gm
wz 3L int. Das tritt demn und nur dann ein, wenn die Xettenbriiche von
Aund ¥ von einem gewissen Teilnenner an tibeveinstimmen [107. In diesem
Fall kann man bei gocignetor Vorperiode

(2.7) f == 1;bl,...,bjﬂ,(i;‘,"...',}i,;;; wnd .y == [y ey G,y Gug oeer Gl
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mit derselben Periode @, ..., ¢, schreiben. Die beiden reduzierten Yahlen

(2.8) = [y oens 6] DA @ = [y 000y Gy ()

bestimmen zwei Ideale {a, 1% and [a", 1}, die in derselben goewdhnlichen
g LI L y 0 ten]

Tdealklasse wie by und o liegen. Da « and o reduzierte Zahlen sind, da

also & >1und —1 < a< 0 sowie a* > 1 und —1 < «* << 0 gilt, hat man

N{a)<<0 und  N(u®) <0,

) 1
Weiter erkennt man aug e« = @, -} o leicht
. L
: ’ :
9.¢ * 1 = *J e e ‘ — ‘I...__a I
(2.9 a*{u, 1} = u l{Jn1 | e ,I.I s ot g 1j

= {¢*, 1} mit N{a®) < 0.

Danach liegt also entweder {«, 1} oder {u*, 1} in derselben engeron ideak-
Klasse 87, wie ¢,. Im folgenden sei angenommien, dafl die Vorperiode in
(2.7) gerade so gewiihlt sei, daf ¢ und {a, 1} Blemenie derselbon engeven
Tdealklasse ;! sind, so dab also gilt:

L L T “).
(h) (1

Die Kettenbrachentwicklung der reduzierfon Zahl o = |‘d1‘, .;'., @, -1 Ditngt
hekanntlich eng mit der Grundeinheit g > 1 von D, ausammen [47, [10],
und zwar ist

ef(i) - (;&1 3) (tib f>) ((f) und W) = (-1

Da N{eg) = 1 vorausgesetzt worden ist, mull » cine garade Zahl sein.
Die in (2.11) anftretenden Matrizen

4y = (ff* :(1)) (= 1,...,7)
haben die Determinante —1. [ir die Matrizen
.
A% = (( M_(;j")'“_‘_l ( 7:_)#)_ (0 Ly iy 1)
erkennt man sofort
(2.12) Aoy Ay =AYy A (v =1, pf2).
Aus (2.11) ergibt sich daher die Mutrizengloichung

4]
& (1) = d}... A} (;f) mit det 4 -

(2.10)

(2.11)

(2.13)
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Unabhiingig von einer miglichen Deutung als Klasseninvariante
hat schon . Lademacher 117 die Matrixtunkfion

{ ard 1 '
T o - ene bsgness(a, 0), falls e 0,
) N = b
— b
124 falls ¢ =0

a b
¢ i
undd. dafity die folgende Kompositionsrogel bewicsen :

e A, - (“I h'), My - (m“’ b”’) und M My = (("’ by ) gilt

fiir Modnlsubstilutionen 3 ( ) der Determinante 1 wntersucht

ty o (lyf g 1y

(2.15) WM M)

s UML) - (M) -1 L (sgues - sge, — sgney — ((,1(3‘,(,3))

Unmittelbar sus der Definition (2.1) der Dedekindschen Summen st
s, 1) = 0 abrulesen. Man hat slse

(2.16) YA

Setzl man,

* &
Aqacidy = (_p,@ qﬂ) nnd - AYL A = (ii” qfnf),

S PR

so welll am aus der Theorie der Kettenbriiche sgnr, = 1 [4], [12]

Gemil (2.12) ist jedoch
A,...4, fie  2|p,

Af. AL
¢ Ayoid Ay A 24u,

dlieraus folgt unmittelbar », - 7% und somit auch sgnefy oo L. Aus (2.15)
wndd, (2 16) orhdlt man duann

2.17) YA A \" S

Wogon  dar  Reduglertheit von o hat man o >1, ~l<a' <0 und

lahor

BEIL G (T) we i (@——a') == L.
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Aus (2,5), (2.13) und {2.17) bekonumt man also

Qs

o],

. :’L . r )
(2.18) w (‘1‘) = N(-1)a, = Z(a).

Da in (2.7) die Liinge der Vorperiode j, nicht -notwendig minimal sein

mub, ist ¥ (y“) durcl den periodischen Teil der Kettenbruchentwicklung

Va

VO y = yyfye nur Dis aul das Vorzeichen bostimmt, (Lh. o ist

‘ . 1
2.19 : _111(7’-[) w e X,
(2.19) P A X
Eine Antwort anf die Frage, welches der heidew Tdeale {a, 1} oder {&", 1}
in derselben engeren Idealklasse wie {¥1y vat liegt, wiirde das Vorzeichen
in (2.19) festlegen. ‘

Als TFolgerung aung (2.8), (2.9) und {2.18) erkennt man noch:

(2.20) P(Rp) = — (R

wenn die beiden engeren Idealklussen Sip., wnd S’c}},m cine gewihnliche
Tdealklasse von zu O, gehérigen Idealen, zussmimensotzon.

Zusammentassend sel der Satsz formuliert :

Barz 1. Sei Ry, eine engere Tdeallilasse von su Dy gehirigen Idealen
und ¢ ein Ideal aus der inversen Klasse Ripn, - L8t dann ¢ == [y, der Quotiont
einer Basis yy, yy von ¢, s0 gili Jier die in (2.6) eingefivhrle Klasseninva-
riante

(2.21) 12W (R, ) == £ 2(y).

Lst doriiber hinaus ¢ I R;;,; 0 gewdhll, dap o eine spezielle Basis der Form
a, 1 mit einer reduzierten Zahl o besitzt, 30 hat man

(2.22) 1298y, ) == Za).

3. Kongruenzen fiir die alternicrenden Summpen 3 (#)e Doy oy i joder
engeren Idealklasse K, von zu O, gehirigen Tdoalen zu Foprime Tdeals
gibt, ist die Gruppe der ongeren Tdewlklssson isomorph zur Ringklosson-
gruppe mod fip, von k. Die dureh Waoglassen der zu f nicht primen idelo
s Ky, bestimmie Ringklasse ol fpy, el mil £, hozoichnet, und og
worde
(3.1) V(b)) = (R.0)
festgesetzt. _

Mit den Komponenten #p und v, der (nach obiger Vowussetzung
normpositiven) Grundeinheit

& == Ryt 0 Vi) > 1

icm
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von O; werde die Abkirzung
(3.2) o{uz, )

2 {(ﬂ) -—1} +- v (14, —3) Tiir

: 21v;, 2 M,
!

q 2'["”]: 2’i',f2€3:c;
Py

2 |'vf! 2 Ifzdkr

2|up, 21 f2dy

[

|
2 {(ﬁ!;) »--1} Ay (i —4) Yy —2)  Piir
{

- A ,__11 .3 ) e ___3 f
.%,(ﬂ,j‘;_mf)) [ a4 o) lir

i

eingefithrt. Iierbei ist offenbar

2{(351_) _al Ez{(awﬁ.@f})ﬁl} , {( o ) _1} Ez[(_ 5 )_1}
K / br Huy W\ B+ vy)

= Omod 4.

Ferner exkennt man auf Grund der Pellschen Gleichung w— oy f = 4
leicht [6]:

tmod2  fiir
(3.3) 0 (Ups vy) ==

I1mod2  fiir

2uy odex 21/ d;,
2fvy und 2|f2d),.
Tir die durch (3.1) gegebene Ringklasseninvariante Y, sind in [6]

und. [7] die folgenden Kongruenzen bewiesen worden :
By gt
' Omod3 fiir

3+f2d155

3. 12% =
GO 1ra,

—UgVf_s () MoOd3  fiir

wobei y.; den der guadratischen Brweiterung k(¥ —3) [ zugeordneten

Ilassenkirpertheorotischen Charakier bozeichnet (Siehe hierzu [6], [13]1),

und

(8.8)  12¥(Ly, )
el v mod 4
— oy, ) gy ($pp, ymod 4 fiir

fiv 2o, 0der 24f2d,,

24w, und 2[f2d,,

wobel g den der quadratischen Erweiterung k(v —4) [k Fugeordneten
klassenkorpertheoretischen Charakter Dbozeichnot. . Ist 1, das Quadrat
einer Ringklasse mod fp, (was sicher fiir die Hauptklasse By, = zutrifft),
g0 gilt sogar )

(3.6} 2%t ) = —g (4, vhmod8.

§ -~ Acta Arlthmellea XX VIILA
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el jetzt f# eine beliebige irrationale Zahl aas k. Diese geniigh einer cin-
dentig bestimmien Gleichung ‘

AB24BR+C = 0,

wobel 4, B und ¢ teilerfremde ganz-rationale Zahlen mit A4 >0 sind.
Die zugehorige Diskriminante kann man in der Form

B4 AQ = P2d,

mit einer natiirlichen Zahl f schreiben. Dann ist die dieser nabirlichen
Zahl f sugeordnete Ordnung O, von I der Multipliketorenring des Moduls
{#,1}. Nun laBt sich {8, 1} auch aly zu D, gohoviges Ideal auffasson.
Besitzt die Grundeinheit von D, die Norm 1, so lassen sich smy Hats 1 und,
den Kongruenzen (3.4), (3.5) und (3.6) unmiftelbar Kongruenzem fiir
die alternierenden Summen Z(8) herleiten. Dahei beroitet es allerdings
im allgemeinen einige Schwierigkeiten, die in (3.4) und (3.5) auttretendon
Charakterwerte allein in Abhéingigkeit von g durzustellen. Diese Sehwierig-
keiten verstirken sich nocl in den Téllen, in denen das zu O, gehirige
Ideal {#, 1} gemeinsame Teiler mit den Fihvern von g4 wnd g, Dewitz.

Beschrinkt man sich jedoch auf Teilharkeitsaussagen und beachibot,
daBi wegen der Pellschen Gleichung 3 nicht gleichzeitig in w, und f2d,
anfgehen kanmn, so folgt aug Batz | sowie (3.3). (3.4) und (3.5) der

Sarz 2. Hs sei k = Q(I/&;) ein reell-guadratischor Zahlkorper mis
der Diskriminante dy > 0. Weiler sei f eine beliebige zur Diskriminante
T*dy, gehivige irrationale Zahl aus k. Die Grindeinheit des Multiplikatoren-
ringes O von {8, 1} sei ¢ = §(up+o,fVd,) > 1. Ist danwn N () ==
qilt:

1, so

(3.7 Z(f) = 0mod3 < v; == 0mod3 oder fAd;, 5 0mod.3,
(3.8) 2(B) = 0mod.2 < vy = 0mod2 oder f2d, # Omod.

Zum Schluf soll noch ant die Quadratwurzeln von natielichen Zahlen
eingegangen werden. Sei dazu ¥ eine natirliche Zahl, aber keine Quadyat-
zohl. Die Dikkriminante des reell-quadratischon Zahlkérpers k- Q(VN)
sei wieder mit d, bezeichnet. Setst 1man

1N it fﬂ d]“

50 ist {V ¥, 1} dio dev natiirlichen %ahl f mugeordnete Ordnnng Oy von k.
Waeiter sel wie oben angenommen, daf die Grundeinheit g v F (gl 'tJ,_f'V?I}H)
>1vonD; = {1/1-\_7 » 1} positive Norm hesitat, 1o Kettenbrnehontwickiung
von V¥ hat die Form [107:

icm
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Fir die reduzierte Zahl o = [ a—l_,_—ja:} gilt VN = n41 Je und somit
(Siehe (2.9)!):

— 1
{I/N,l}-—.:vg{a,l} mit  N{a)< 0.

Auy (2.20) und (2.22) folgt daher fiir die engere Hauptklasse $,,  von
Py - ©0
zn Oy gehovigen Tdeslen:

1%($,, ) = fLE’&.‘ff(]/iV) ._;125,0(;’) = ~Zla) = ~Z(VH).

Mit: Satz L und den Kongrueuzen (3.4) und {3.6) erhiilt man darans
den .

Barz 3. Hs ses N eine nativliche Zahl, aber heine Quadratzahl, und
es bezeichne &, die Diskriminanie des durch VN erzedgton veell-quadratischen
Zahllbrpers kb = Q(l/ﬁ). Ferner sei & = %(fu.f—-[—@ff]/&;) >1 die Grundein-
heit der Ordnaung O; -~ {Vﬁ, 1} won K, wobei die natirliche Zahl f dureh

&N = f2dy, bestimnt ist. Besitet dann &, die Norm +1, $0 bestehen die Kon-
gruenzen :

e 0 13 34120, e 4.
(3.9) ST - moil Sfir 3t d, == 4N,
wprymodd  fir  3(f3d, = 4N.
(3.10) Z(VH) = (g, v)mod 8.
Brrsprurn.

1N =20 k= Q(l/ﬁa) hat die Diskviminante ¢, = 5. Bs ist hier
J =4, und man findet s, = 3(18 +2-4VB) mit N{ey) = 1. Aus der Ket-

tenbruchentwicklung V20 = [4, 2,‘5] bekommt man
Z(V20) == 6.
Ferner ervechnet nan
Q(‘MM W;l} = J06 .
In Uboreinstimmung mit, Satz § @ilt dann
_ Omel3
2(V20) = 6 wsf 0
366mods,

2) N == 219. Die Diskeiminante von k = Q(V219) ist dy = 4-219,

i ixt also f o= 1, und man findet &y = §{148 ~-1—A51/4:-219) mit ¥{e) = 1.

Auy 1/21_6 =2 [14, :1.7,“":54:"1‘:;5?3.—] erhélt man

E(V219) = 29.
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‘Weiter rechnet man nach:

H. Lang

olay, »y) = 725.

Damit bekommt man

wie

(71
[8]

(8],

[10]
{11]

[12]

(18]

U, 0y = T40mod3,

Z(V219) = 29 =
( : 726 mod8,

es nach Satz 3 sein mul.
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The distribution of sequences modulo one
by

FRANK 8, CArnr, RLomARD B, ORITTENDEN
and Citarruy VANDEN ByNpeEN (Portland, Ore.)

B can easily be seen that if £ i a real function such that fl@&)—=+ oo
and f'(2)-»0 as w—-+oo, then the fractional parts of the numbers Fay,
F(2), ... ave dense in the unit interval. (Indeed, if also &f'{#)— -+ oo, then
they are uniformly distributed there [2].) This result can be applisd to
the sequence logl, log2,..., but not to 1llogl, 2log2, ..., since the
derivative of mlogm does not approach zero.

We prove a more general vesult covering functions like the latter
with second devivatives approaching zevo. We also give conditions assur-
ing the denseness in the unit square of the pointy (( fin)y, {f(n ~—1)>),
and. also the points ((f(n), (f'(n)>), where (&> denotes the fractional
part of 4. .

. Tomormm L. Suppose f is defined for 1> 0, flx) tends monotonically

. i
to 0 as x tends to + oo, and [ f(m)dw = h(}) tends fo - oo as & tends to + oo.

]

Thenas j =1,2, ...
1) <h(§)y s dense dn the unit intervel,
2y )y 18 dense in the wnit interval and, AR (l(j))) i dense in

&
the unit square, where Lm) == [ h(t)dt.
0

Proof. Result 1) ix well known 2] but we will give our proof gince
wo prove 2) inoa similar mannee. By hypothesis, for any & > 0 there oxists
Ny such that if @ > Ny then 0 < f(a) < ¢, and. hence if & > Ny,

Bl

I(Te A1) =T (k) == [ Ft) @< .
&

But sinee h(k) tonds to oo it follows that ¢A(%)> is dense in the unit
interval, This proves 1). : :

To prove 2) we let I be an open interval in [0, 1). Choose n and %,
k odd, such that T, = (/2% (2*"%--1)/2*) = I. By part 1) there exists N,



