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== @1 — Gy — >0, It follows that & converges (to an integer) a.nd_
80 Gy — (N + 7)1 = &+ ay+ % — Nr converges as j—oca. Thus we have (1).

Now suppose 7 is not an integer. Choose & positive integer M such thai
My ig an integer. Set b,, = a@,;,,. Note that

b'n - bn—l = (a‘Mn - aMn—l) + (aMn—i - “Mn~2) et (“Mn—M-l—l - a’M’n—M) ]

which eventually converges monotonically to Mr; and w0 b,,; b, —2b,
converges to zero and changes gign only finitely many times. Thus the
bypotheses of the Lirst case of this lemma apply to by, by, ... If (II) holds
for this sequence, then by the proof above b, —n(M*) = a,, — (nM)r
—38; 80 also for fixed j :
;
Gy — (M0 - Fr =Z(aM,H_¢-—a_,,,M,-_1) O b By, — MR8 a8 n->co.
fe==1
On the other hand if (I) and thus (2) hold for by, b,, ..., then (2) cleaxly
holds also for ay, a;,...
Some sequences to which Theorem 1 applies are #” (w << 2), (logn\¥
(any w), n(logn)” (any w), (arctann)’ (anyw), #»(arctann)” (any w),

f(t—}-sint)'“.’dt (w< 1), and [(-+ecost)dt (w < 1).
1 1

Note added in proof. P. Csillag in his paper Uber dic Verletlung itoriertor
Summen von Positiven Nullfolgen modl, Aeta Lith. Boi. Szeged 4 (1920), pp. 161-104,
has shown that if f%(z)+cc while f%+D(z) > 0 and f%+1) (w) >0 then <F(%)> is donee
o (0, 1). This containg our result that if % = 1, then {f(rn)> s dense in (0, 1) but
says nothing about density in the wnit square. Recently John Dadly in his Ph.D.
dissertation has shown that under the above conditions (<f(m)>, ..., ¢ e (n)p) is dense
in the # cube, '
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Eine Anwendung des Selbergschen Siebes
auf algebraische Zahlkérper

von

Hemron Sanens (Marburg)

1. Mittels der Selbergschen Siebmethode Dewiesen Jurkat und
Richert [2] unter anderem folgende Resultatbe:

(&) Ttr & >0 und 2> ®o(e) existiert mindestens eine gangze Zahl #
in dem Intervall u

-5

B—-a® < g,

die héchstens zwel Primfaltoren besitzt.

(b) Fir &>0, k= ki(e) und (f; 1) = 1 existiert mindestens eine

ganze Zahl u, .

) ' e
n o= lmodk, 1<ng kY

?
die héchstens zwei Primfaktoren besitat.

Diecge Ergebnisse wurden von Schaal [7] mit etwas abweichenden
Methoden wuf algebraische Zohlkérper iibertragen. Richert [B] erreicht
eine weitore Verschiirfung der Ergebnisse uug [2]; indem er nene Gewichts-
funktionen einfiihrt ([5], Theorem 1). Zudem wird der Bereich der zu-
gelassenen Meugen, auf die der Siehprozef angewendet wird, erweitert
([6], Theorem A, Theorem B, Hinfithrung der Funlktion ).

Als Anwendungen worden anter snderem fol gondo Resutbate bewieyen:

(e) Br o wy oxivtiort mindestens sine ganze Zahl o In dem Intervall

oM,
die hochstons zwoei Primfuktoren besitzt.

Daw Intervall dst hiev ofway kilrzer als unter ().

(d) Sei #(w) ein irreduzibles Polynon vom Grade ¢z 1 mit ganzen
Kooffizionten und ohne fosten Primteilor. '

* Die vorliegends Arbeit wurde vom Fachborsich Mathomatik der Universitit
Marburg im Soptomboer 1978 als Disserbation anZenonm en. )

Herrn Prol. Dv, W, Schaal, der dicses Thema anregte, danke ich filr seine Unter-
stilteung. ’
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Dann gilt:
. el
o1 p N
\ | & . - o e
— S-S 1 4 N = N,(IM.
;2.4 1= 3 H 1 log¥ o)
LS N 7 p—
HFq)=g-+1 o

Dabei bedeutet p{p) die Anzahl der wa.ugéii. niodp von
Iw) = 0modp

und 2(m) die Anzahl der mit ihrer Vieltachheit geziblton Primteiler von m.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, diese beiden Resultate auf alge-
braische Zahlkérper zu dbertragen. Dabei folge ich zundchst der Arbeit
von Schaal [7]und leite den dortigen Hanptsatz fir einen groforen Anwen-
dungsberegich her. Entgprechend der Methode von Richert kann man
darans eine untere Abschitzung gewinnen, die die zu(e) und {d) analogen
Ergebnisge fiir Zahlkorper liefert:

Sei @ der Korper der rationalen Zahlen. Sei K ein total reeller alge-
braischer Zahtkdrper vom Grade » iiber ¢ mit der Diskriminante &. Die
Ronjugierten der Zahlen £¢ K werden mit &, 4 =1, ..., n, bezeichnet;
pei NE = &0 | g,

SaTz A, Sel 4, >0, 0 o=1,...,m, und y:=1y,...y,. Daon gilt: Fir
y = Y (K) existiert mindestens eine ganze Zahl £e I mil

y—- i< Eyy,  b=1, ..,
die hichstens zwel Primidealfakioren besitet.
Dieses Ergebunis enthilt eine leichte Verschirfung von [7], Satz 2.
Sarz B. el y; =21, 4 =1,...,n, und y:=1y;...4,. Sei F(a)K[x]
e rreduzibles Polynom vom Grade g > 1 mit gonzen algebraischen Hoef-
fizienton und ohne festen Primidealieiler. Sei

M= {F(E)| £ K, & ganz, 0< &0y, ¢ =1, ..., M}
Dann gilt:

| 1w
2 B ; o
Map2Z 7 M Y ey v B
] 3 oy 1 1 logy
Ae)<g+1 ¥ m”j\?ﬁ

Dabei bedeutet y(p) dic dnzahl der Lisungen modp von
F{m) = 0modyp,

p Primideal aus K, ag das Residuum der Dedelindschen Zetafunltion Lx(s)
von I0, Q2(a) die Anzahl der mit ihwer Viclfachhest gezihlien Primidealiciler
des Hauptideals (o) und B = 1/|Vd).
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Die Binschrinkung von K auf tot

. : al reells Zuhlkorper ist in Satz B
leicht zu vermeiden, macht aber

die Formulierungen iibersichtlicher.
2. Bei &'(x)e K @] ein ivreduzibles Polynom mit

2 . ganzen algebraisehen
Koeffizienten und ohne festen Primidealieiler.

e - ,
(2.1)  Soiew y,, ..., v, positive Zahlen, und sei Wil Y,

_ -
(2.2)  Beien Ay, ..., b, positive Zahlen mit by Sy, o=

o . 1,..., %, und
CEVRNEEEY R T

(2.8)  Soi Lio{Ee K| & gomn, g — by < 80y, 4 = 1y ooy n}.
(2.4)  Dann sel M- (F(E)] &e I,

Sel a ein ganzes Jdeal ans K. Man definiere
(2.5) ‘ o My {ae M| a = 0moda).

Auf die Blemente von M, wivd spitier der Siebprozell angewendet.

&

(2.6) Bei y(a) die Anzahl der ijsungen moda von -F(xz) = 0moda.

Anf die Funktion y (a) wird man bei der Bestimmung von | M, gefithrt

denn es gilt: ,

| ) h 1"”:[ 1
2,7 jl{ ey e e —— " 14 P =

Day ergibt sieh mit den Bezeichnungen (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) folgen-

dermaBen:
| M| = 2 e e 1 2 1.
S Amoda 133

WL [:4
L(Emod a F(Awdmode  Fefimoda

Waogen [6], TTiiseatz 9, it
-y h

1o B A
1o () Tl

_ Dio dortige Bedingung (88} ist evliillh, wenn man berficksichtigt,
dnf3 man aufgrund oiner Bemerkung von Siegel ([8], Hilfssatz 6) durch
Multiplikation mit einer gecigneten Einheit von A stets orveichon kann:

Fof
Emffmoila

Y (L T IS O

6y = 6, (I},

Damit und mit (2.6) argibt sich (2.7).
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Fortan bezeichne p Primideale aus K. Folgende Higenschaften von
y{a) ergeben sich sofort:

y(a) ist multiplikativ, und fir alle p ist y(p) < ¥p—1, y(p) < ¢

(2.8) Sei # die Diskriminante von F{z).

Dann laB6 sich cine weitere Higensehaft von y(a) zeigen:

(2.9) p(p) = y(p) fir- pto, i1,

Fiir den rationalen Fall sind diese Fragen von Nagell [4] aus fihrlicher
behandelt. Die dortigen Beweise geltien entiprechend auch im Zablkorper.
Eine Folgerung aus (2.9) ist:

(2.10) (o) < max {g, 7}
-

Es werden noch die folgenden Hilfsfunktionen eingefiihrt, die im Zusam-
menhang mit y(a) stehen:
(211)  Piir a = []p% sei G(a):= []7(p)

pl nla
Bs gilt: & (a) ist vollsténdig multiplikativ wnd falls g2(a)
= y{a).

= 1 1kt st G{a)

2.12) Sei t= , baw. sel fir G(a) = 0
@12 fla) !,] Np 7(p
Na . _Np

Glofla

Bs ergeben sich die Gleichungen:

No 0 1
(2.13) 5 m; e e =
Gafle)  \ He
(2.14) _wi%lgq)u - 4_.: H(j)w( b,
tla
Na o
(215) om gm) fir  Ga) # 0,

Wie in [7] werde eine Anordnung der Prmu&eale erklinet: Ex sol py i (1),
p; sei vor p;, falls Np, < Np;. Die Primideale gleicher Nor ordne man
beliebig, aber fest an. Durch diese Anordnung lassen sieh gowisso Identi-
tdten beweisen. Spiter kann man gich von dieser Anordnung wiodoer
befreien.
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Sei T ein ganzes Ideal aus X, o cine ganze Zahl, 9> 0, 2 reell, ¢ = 0.

Dann sei:
(2.16) Pi(e): H P Poley:= [['v.
A0 s
(2.17)  1¥{e) (1 M.«p" ) I3 *'(1— : )
1T -1

Dor Strich an Produlizeichen soll besagen: p ¥, baw. pTE Die gleiche
Beschrinkung mége der Strich auch am Summenzeichen bedeuten. Ferner
sollen leove Produkte gleich 1, leere Summen gleich 0 gesetzt sein.

s soien folgende Anmhliunkt jonen erklirt:

(2 Lp\) ldﬁif (.-mr..nr 0 s Hac ﬂ[ | ((1 Pf(g)) £ 1_}[ iy
L& Ay (M, 2) e “ae M, | (a,f’f )) ._1” Fiir

(CI, —P:(Q)) == 1,
(o, Py(2)) = 1.

B ist das Ziel dor Paragraphen 2 bis 7, fir 4,(M,,?) eine obere und
sine untere Abschitzung hersuleiten.

Wio man mit Iilfe vellmwmdager Induiction nach o leicht sieht, gilt
fiir ¢ 22 0, a ganz mit (a, £ {p)) = 1, folgende Identitiit:

2
(2.19) AT( Moy @) = | Mol = D AF (M, i)
fual

3. Zuniichst soll p(p) niher untersucht werden. Es erweist sich,
dafl »(p) ,,im Mittel® 1 ist.

Folgende Sitze aus der Theorie der algebraischen Zahlkirper werden
wesentlich hendtigh; _

Sei g eine Nullstelle von F(z). Sel #:= K () die zugehdrige Korper-
erweitierung. Mif ¢ bezeichne man die Relativdifferente von ¥ nach K,
und es sei § wie in (2.8) definievt. Sei p ein Primideal aus K mit p4 0.

BPann gilt naeh Kunnmer ([97, Seite 317) mit der in (2.6) definierten
Librmmgyzahl

(B.1)  p(p) it gleich der Ansshl der verschiedenen Primidealfuktoren
erston Grades bzgl, K ovou p in K.

Noteh Laodau [3] gilt fir 23 2 und Deliebige algebraisehe Zahl-
Ikdryer L '

(3.2) DTl O (g2 08,
Ny

(}B = (}g(L).

Damit nun Lt sich das folgende Lemma beweisen.
(Dio O-Konstanten. in diesemt und den folgenden Paragraphen hiingen
von I und F(w) wb, sofern nichts anderes vermerky ist.)
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Limvnma 3.1, Fiy o =

(3.3) M ylp) = liz+ 0 (0555, g =

Np<sz

% gile:
oy (K, F).

Dureh partielle Summation ergeben sich hieraus die beiden folgendoen
Lemmata:

Lmwna 3.2, Fiir o = 2 gilt:

(3.4) \! ——7’1\9’)

1
== QP 10g ﬂ—) {
logloga 4- 17y - )(]Og’f‘)

Npzg

Hierbei ist Dy eine Konstante, die von K und I (n) abhdngt.

Lemma 3.3, Hir o = 2 gils:
10
(3.5) 5’ g P o logm-o(1).
Np*‘a;

Fir K = ¢} ist die (3.3) entsprechende Asymptotik in [4] hergoleites,

Wihlt man F(z) = @, so wird y(p) =1 Lir alle p. (3.3), (3.4), (3.5)

gehen dann wieder in die von Landau wohlbekannten Bezichungon {iber.
Aus (8.5) folgt fiir 22w

U (po)-1)
(3.6) 2 o -log Np = 0(1).
2 Np<w

Weiter ergibt sich daraus durch particlle Summation:

—1 1
S Lol 1)
e Np<w 4P 052

Mit dieser Beziehung liBt sich ebenso wie in [5] folgendes Lemmsa beweisen:
Tmyma 3.4, Fir s 21, Q<o w gilk:

(-L
g
(3.7) B 11(( * )
A 1 log
FENPCW | e e
Np*
Man setze:
AL
3.8 ' HE A e T
(3.8 O(F) : ]1] L .
T Np

By ergibt sich insbesondere: (/(¥#) > 0.

icm
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4. By sollen die in (2.17) definierten Tunktionen I'¥(e) wnd Iy(z)

niher nuntersucht werden.
Bei ay das Residunn von £e(s), y, die Fulersche Konstante. Dann

gilt nach [7], Seite 274:
e 1
S S I
JVP) Uy 1()“"{‘“i (]Q(ru )

(4.1) ] [ (
Mp-in

Bei () die Anzabl der verschiedenen Primidealteiler von £ Dann gilt

ebenialls naeh [77, Soite 272

log Nt
(2) w(2) ( loglog s Nt )
Lavma L. By 20: 2, log NE- £ itts
].og,
‘ N e 1 L\
4.3 Do) v oo Q) im0 e
) g O g 1 s )
Bowais.
. {») )
Ty(z) - ( - ?
ll:']ﬂ
' 1
T{  r@N™ : 39 1
= J, e L . HE TN Y —— — .
]_[( ) 152 o H o L%
ple Npoag Np<z
Pt _N';p

Mit (2.12), (3.7), (3.8) und (4.1) folgt daraus:

L)ool
D, .. P05 & g
\hlf 110(103)

h

I Bleibt zu zelgen:

_ /1 ( = ?_f;%)_) “ 0 (wg;_),

ANuirg
oit
Tiar za;‘ g st das erfillt,
e g 5= g pilt:
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Mit (4.2) und der Vorraussetzung von Lemma 4.1 folgt weiter:

N 1
]__g_wgl; 1—e,q log i; 1t Toaar = 1 (JC).
) 2 & ogz

Insgesamt folgt (4.3). .
I ——y ] - 'pr.’ -zt_
KoroLzAR 4.1. Fir o= 1, log Nt —msiemr gilf:

log Np,
- ¥ oem 1| ( 1 )}
ooy HF SR & IS o
@ Lo = g O e\ Vo,

Dies ergibt gich aus (4.3), wenn nman Deachtot, dall hichstens n ve
schisdene Primideale die gleiche Norm hesitzoen.

Lovma 4.2, Far alle gonzen Ideale ¥ gilt:
Nt .
L e == (Hlog log BNF).
sl GO

Beweis. Sei w(f) die Funltfion aus {4.2). Man kann sich asaf 4
Fall w(f) = 1 beschrinken.

s ish - |
].} (1“3%%2“) mn Q1)

Npz o)
PIe

denn

(1 11(13))‘1 v

Np Np—y(p)
und. _
_ v <o > ; < :%.21 i gy O = ().
NSz Np— w(qa prmm P ooll) &

By ist nach.(2.17), (4.3) und (4.9)

],
(1 - l’,LPl) - O(loglogN1).
Np
N}]}Eéﬁ(r)

Damit folgt sus (2.12) die Behawpiung (4.5).
Folgerungen auy (4.3), (4.4), (.¢L.5) wimdl:

LEMMA 4.3, My 222 loter g e 62
§>

Aloglog 3A7
1 - ooz

logz
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Korovraw 4.3. fir o 3= 1, log Nt <L —lﬁf"_— Gilis
: 0,

loglog 3.V f)

11*( ) . 0(
longQ

5. In diesem Paragraphen soll eine Asymptotik fir 2 (iéa) herge-
. ] ) . N,
feitot werdon. (Man vergleiche dazu [L], Beite 147.) ’
LemmMA DL Bar oo 1 gilt:

<

157 .
(h.L) G(a) - U(l}f') @ -f U(mj"'ﬁ), O e, o = e(H, 1M,

MNawm

Bowelis. 1o iut

(5.2) | L ]]( ——1’93’)_1 fir s >1,

Weiter ist

58y [p[ (.1 ?;V(‘E‘? ) -
-t ;m) [ [

5|96

I werden die Produkte dor rechten Séite betrachtet.

1 \Pe)
(B.d) b J:;P) - ist absolut konvergent fiir s > §.
.Y :
) LA
Np®

Bol # cine Nullwtelle von ¥{a), I ;- K (f). Ny bezoichne die Norm von B
fnach ¢, '
By gilt wogon (8.1):

. ) o
(55 ][(1 N‘p&) e )’_%??i fix  §>1,

P Ml

(4]
.ot () . ..
woli 2 s o tbsolut konvergent ist fitv & > 4.
30 - '

]

T~ Acta Arithimetlca XXVIIT4
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Aus (5.2), (3.3), (5.4) und (5.5) ergibt sich:

o N7 Ga) % b(m)
(5.6) o = Lals )m-l fir  s>1,
BBy it S .
wobei absolut konvergent ist fiir § > §.
mzfl -
Bei

T(d):= |{' < B Nypa' = @}
Danp liefert (5.6):

2 6@ = >bm) 3 1(d),

Noa mey dea/m
L
"), wobel oy das Besiduum von Luls) ist.

. -
By gilt: 3 Td) = axm+ O (x
' d<z

Damit folgt:

. . 1 b (m 1
(B.7) EG(Q) Dy O™ mit Dy, "A\f.,' Sm,_’ . %?/'Zlil
Nasie . M=l

Ex soll yun die Konstante 1, Bestitomt werden.

Es ist
2, G(a) _ :
. = G(a)
Dy =1im ¥ ey M 2@
P i S = e Y
1
o %k N1 G) 1 ok
= lim —— =z lim =
o1t L (8) et N et ] O(F)
P

Ans (5.7) folgt damit die Behauptung (5.1).
Partielle Summetion wnd (5.1) liefern:

Lrnmia 5.2, Fir w1 gili:

2 Na = O(F) Dy 080+ 0W).

Noasx

(8.8}

- LiEmmva B.3. Pir o= 1 und alle goneen Ideale % aus K gilé: |

5 O Gl e fBG)

5.9 Rl

o & ¥ Tom m et O(UOgiongf)*)
(o0,)=1
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Beweis.
DA AR () - N EDel) v 6
L TNa T L TN L M T A e
(angl)«‘ul Ni=zie e, D) t|E ' Nfﬂ-ﬁ
YEDpl) | e |
...... BSshe St hial ST PR
I VT T g e )

Der letzte Selwitt folgt mit (5.8), wobei

. ..U -
- o1, Talls Wi =1,
Lo(a, 1) " i -
[ - Falls _*,.:_. .
(Jf’) log pat Talls i <1

Nach (2.014) und (2.12) ist

ZG )t = mg ) Ip !( w(v)

T
Damit ergibi sieh weiter:

U@ ae fOEE ( (D6 )
(5.10) 2 F THGT T i Noga 40 % -l ¥t) + o).
(B

Nun wird dis Restglied. hehandeli:

Y L m-uth--nZ’“ -?m %logl\ﬁo

llf Ut
= Z ]()n N’p ?ip \ | lu G(t
H 'p)_l
Mg 20 37 #4006
m log Np -~ p é”" T

Nie beidon rechben Summen dor letzten Zeile werden joweils zu
O(loglog3NY).
Damnit ergibl sich auy (5.10) die Behauptung (5.9).

Towma o, Biw o - | und alle ganeen Ideale T aus K gilt:

] (hﬁ_(a”),
NG e Np?

. AL loglog8
(15.11) P - (1 i )) loga +O((loglog 3N%)2).
(1E] ..{..
=i » Np
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Bewels.
#a)G(a) G(a 1 ,u(t G-(tz - G(c
(b=t @ n= e f}’ bty N‘ﬁ;\;tz
, (1)
Mit Lemma 5.3 folgt:
GG o fOEE0), N 0O
e Na o Nt R, -5 Ny
e fEE() AUty
_ ng ...m._r.,m.“ R
C(Fy NI G NP
Nixvae
ag JHGE 1 oabEE)
— Tog Nt i
O N L e RNt
Nt=vz
(4, 0=1
X . H{HE ()
+0((loglog BNY)? Ve
Ntezv'e
(hty=1
Mit (2.12) folgt:
f(’f G(f) p{thE (%) _G(pY Fip)\™
2 N2 [ ] ( Np? )[ [ (1 " "Eﬁa")

(tJJ

Damit wird Zeile (a) zum Hauptglied in (5.11).
Tiir p2(t) =1 ist

also
(5.12)

Damit; wird,

und Zeile (d)

Sei

und sei

log Nt

G(tz) < gzw(t} <g “'101:10R3Nt

G(t“) e Nt tir

FEHE ()

= ”plip
pid;

[br, 0] := n prelapfap)

PIboy

e8>0y b = o(H, F, ).

tir @ =1,2,

b]_, bz =

]7 pmmtllp 2 Iy}

Plbby

{a)

{h)

(e)

(d)

woegern e 0(1), Zeile (b) zu O(1), Zeile (c) zu O(L)
zu O(loglog3¥9)y). Bs folgt (5.11).
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Lamma B.5, Tir 421, 00 0 gili:
\ 1 G(iblv 2]
(5.13) = () {[min(logt, log Np,) 417
J\fﬁ?d Nlbu z] {r P 173
b1l (@)
PSR
].a(s'wui.k:. Wegen bydy = [0y, by](dy, dy) und (2.15) ish
_ v (] Dy, b)) G0 (D iy d
(5.14) Nrb” b2| : ) A(r D) Vb, by)
Wy 1 .?\b o D; b "((bla b ))
’JN':(Q) byl iy 1)
f:a1,2 t-"J H
O\ (06 (by) P 3 fla TG0
<4 No N, 4.‘......1 > 2"’” 2_‘""
Nyl R h,) Na i v B Ne |
b0 (o) 1% (o) T
Tl 1B ggle}
Mit (5.8) und ‘Ha)_ (@) = (1) folgt duraus;
N
([ ) ‘ ?
CRUNDS iﬁ[ b”zﬂ) U{E GA(T“) l'n{h}ﬂ' log —=- ~F—0(1.)]l
bt Lbay By e () Na _I
byl (o) '
K
= O {[logt-FL1]8}.
Andeverseits it iy o5 1 '
Dy a ( ) i ( G(p)) 1
Lo | g 1 e n O (log Np.).
.N ’ﬁu l [ ilm-l[ Np ! ; (0) ( PQ
511'5(0 Wi'rl.'

Drioy orgibt mil (B34}

1 [ by, DyD) ] \1 ”(a l
P = (log Ap e == O{(Jog Np,)
Py Nba, 0] Ol 2 'Nﬂ { Pol’s
Dy (6} alE (e
Pwal

Beriieksichtigt man noch den Fall o = 0, so folgt mit (8,15) die Behauptung
(5.13),

L
6. Iy wird die TMunkiion —— betrachiet.
fla)
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LeMMma 6.1, Fir o= 2 qzlt

1 gl
—_— = J e |
(6.1) Ni e = loglogm -} Dy - 0(]0“ 1_)
T

Dabei ist Dy eine von K und F () obhingige Konstante.
Beweis. Nach (2.12) ist

2 _ rip)
fip) Np—yip)

Ny Np<a
2 e
(¥p—y(p)) Np~

Daraus folgt' mit (3.4—) die Behauptung (6.1); es ist Dy == Dy - D,
LeMuva 6.2. Fir o = 2 und olle ganzen Ideale T ous K gilt:

i)

N :
Np (P} Np

_;J,Np ’

-
{ Dy \

Nl.\ ot (

mit

pa)  ex fHED)

(6.2) = =22 Joga - O {(Toglog 3N)8).
& T T O N
(i
Beweis
wla) 2(61 (a) ( ) w¥( G \1 ¢(0)
AZ fla) N H 2 > 24 N
st A pla Nosuo q(c)m
@f=1 @H=1 (@D m1
mit; g(c) == J[p
Pt -
- Z G0)elgie) Z MG
el NeNge) N
a<e Ni“__* _
{5, ¥)=1 & Nu(©)
(1) =1

Nun wird (5.11) eingesetzt. Bel den weiteren Uniformungen ixt folgende
Gleichung zu heachten:
2 @l g 6,
Nch(c TN Y 2 T,

a{0Ha(r)

- S [ {58

ple

icm
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Ferper gelten wegen (6.12) die Abxehiitzungen :

>1 (;(q ) ()(—~l) und A )G(g(c))

L | A log N¢ == O(1).
N N ¢ Nylc ) Van N NeNg(o)
(e,d)==1 {eh=1

Dramit Tolgt dann (6.2).
Lemma 6.2 und Lenuna 5.4 Jagsen sieh fie £ = (1) mit den Uberle-
gangen sus demn Bewels 20 Leoma 5.1 anch divekt herleiten.

7. In den Paragraphon 2 bis 6 sind die notwondigen Hilfssiitze hersit-
gestellt worden, utn div weitere Rechnung analog wie el Schaal [7] fort-
zuflihren.

Daefiniert wnam fie g2 0, w1

1L

(7“1) H;ﬂ (.’U, L.l) Lo \
1\‘&"" f(tt

alPy(g)

o lassen sich alle Siitze wus [7] entsprechend itbertragen, indem man
die Funktionen wie folgl orsetst:

fla), '
S:(mi )

()  durch

Sy, ¢} durch

Ri(g)  dureh ]‘,"‘(Q),
1 &{a)
i el s
e dureh i

Ferner orvsetze mun wegen ey grifeven Allgemeinheit y durch . Die
Fintiahrong von @ (q) Dot sich an wegen der Identitdt (5.2). Die analytischen
Hilfwfunktionan ans [7] kimmen nnveriindert iibernommen werden. Speziell
adeh die Funktionen A and l(n,), die die folgenden Elgenscha,ften
habow: -

(1.9) A{a) £illt mmonoton gegen 1,
it

A{w) witchst monoton gegen 1.

Dafiniert nuan fiie ¢ >~ 1, g 2 0 und. ganze Ideale b aus K

_ }
- N “-M(h)NbS?b(ﬁh-, e)
‘ AT T T I
w0 ergibl sich: .
(7.4) a Ay ==y

(7.0) undd fite dIPE () st 1A 5 p (b
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Beweis zu (7.5).

S b o) = >1fa_222

.Nust i Nu(t f(a
aiP!(u) ﬂlPt({}
(m, )=t _
Al -\ R t )
Sl <. S
% fy )-: 7o 7 T *”(Nt,e
HPy(e) ,,Nt 1P Yo
ng(Q)
(e,b)=1
i [t wi!
w(__ ) - b ) L
) sz@ r?ﬂt fo Nb’g%]‘()
t|P{(Q)
3 Nb
= Sy ach (2.13).

Mit (7.3) falgt daraus die Behauptung (7.5).
Weiter ist fiv ¢ > 0, Nt < ¢

RER) ()
(7.8) 2 No o fBST¢ o)
by}

b

Nun kann man eine erste obere Abschitzung fiir A,"(
Zungchst ist wegen (7.4) und (7.5):

= Y 1= X af-

M, p) herleiten.

Af (Mg, 0) 2‘ Ay Ay | M arn 0,11

N El‘llv.fa fE.?'y[n b](&,l’;(u)) bﬂp;(ﬂ)
(E,Ptte))mil Fel, 2
Darans folgh mit (2.10):
* (a) lbllbzg([bll b2])
v Ay (M, < Bh-~—t e
a0 430, O <BIE D) S
1Py}
i=1,2
. 3 1L
O{y(a) 1Ay, Ao, |6 (D1, D [(———-W) "1]}
b%’) e 6000 2D o)
1Pyl

f=1,2

© Hine Anwendung des Selbergschen Siches

T wird das Ilauptglied aus (7.7) betrachtet:

(7 Ay DD D)y ey ey B (06 (D) v

Za | Nvy, byl 42 Np,No, |
2 : Dyt (e £j(t7,bg}
fml, 2 -
ol
iid 'Nb
o t(“') bLEy (o)
e[
Bs st
\T AT adl
2Ny 0, fulls  N¢>t.
DT
oo,

Also. gilt weiter mit (7.6):

ns Ys0| 32 = Doty ~wha

fll"f(ﬂ) Dll’g (&)
et Newtt

Nun wird das Restelied aus (7.7) abgeschitzt:

1. Lot R
(j_) >j Ml\lﬂ‘nz \G(Lbu b I) (Nrb] OJ') '

biﬂﬁ(ﬂ)
fm],2
([by, Da1) \ 25~
’n e e
of X tin 1ol ooy (GRu bl ),
Dq,lf'f(!?}
foml 2
Nb.t!ﬂfr
das 18t nach dor ITolderschon Ungleichung:

' L Lol G{[by, 0 2
o{[}j (Mblll?»g,ﬂl(}(b,)'“G(bg)"')*‘]”[ LN 3)] }

. N[Dy, Dp]
0 N’O ol
bﬁifﬁfj ' bIP}0
Nogid - demlg
nach (7.5), (5.8), (5.13):
n—1 -
{[ N ut(n) (}(h)l“ rmm(logt log Np,) +1] n }
S
2 ' ne-1

(7.9) = 0{" [min(logt, log Ny +1] * }.

449
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Y, 1#
(i) 3 Vgl 6(0a, 0al) = O] 3] 1sj6]}
biFy(e) b*"’"”‘
‘ i=1,2 "PL‘(‘?)
(7.10) ' | e[} = 0w,
fi o]
Aus (7. 7) (7.8), (7.10) folgt nun die Abyehiitznng:
ya) 1

Sl A
‘A‘f (-B[E(J Q) Ih N“ S*(ﬁg Q) ]

A , 321 . :
40 [ry(a) U D (min(logt, log Np,) I-TI] " ] -0 {p{a) 12},
1 Na ) ‘ {
Aufgrund der Tdentitit (2.8) kann man aus oberen Abschidzungen unbere
gewinnen und. wmgekehrt.
Tolgt man dem Verfahren in [7], so komint man zu folgenden Tesul-

taten: (Man vergleiche dazu [7], Korollar 4.2, Seite 306 und [5], Theorem *

A und Theorem B, Seite 7.) :
Sarz 1. s seien A(u) und l(fu) dio Tunktionen aus [77, (L.4). Sei

h defimiert wie in (2.2), sei h* s 25 hound (o, Iy (®) = L. Damm il

.N'
‘ _ Tog i {(loglog 3NT)®
A A 2 < BRI [ )
(7 11) !(ﬂfa: } 3 BT (. 'y((‘l 1 ( ) ( 10{, 1()05]}, )
_ log i* oglog3.NTE)° \
7.12) Ay M,,2) = BRI
(7.12)  Ay(My, #) = Bh" y()y(a) ( ) ((10010g&h. )]

Dabei himgen die O-Konstanten von K fe.mrl F(x) ab.

Aus diesem Satz 188t sich durch eine Uberlegung amalog [77, § 5,
folgende Hrweiterung von (7.11) erreichen:

Fiir 2 < b™8 und (0, Py(2)) = 1. gilt:
log 1* 0 (]U{glng,“%Nf)“ \
log (oglog34%y f{°
Dabei hingt die 0-Konstante von X, F{z) wnd ¢, al.

(';'.1_3) Af(ﬂfn,z)s;BH (”)’})(a){fl(

8. Aus Batz 1 gewinnt man nun den folgenilen
SArz 2, Bs sei
(8L 0<o<0,

2) 1< wu<<v; b, beselohne IConsmmm, die auwfer von KN und F(x)
woeh von w und v abhdngen,

(8.3) Wy M,v,u,0):1= 2* {I —q \" (1. — i B)KYER){

o
aeM g Np<nti log J
(a,PglJ’i.lf”))nl Pla
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(8.4) X bedeute, dof nur dber s summdert wivd, fir die gili: o o Omodp?
fir BH? g Np < BN ptt,
Dana gill:
(8.5 Wi (M, 0, u, o)
n

T T (M ' i ‘ (loglog: ‘3Nf)
w BRI (A [}t 7Y A (@ (L — )) (1 — wm_) @
A d;! J i b (loglog? 3/&)

Boweais. Fally k=D I, s, so kann wegen ( Z) By so grofl gewdhlt
worden, dald (8.5) orLiill ixt. Sei alse b > I, (u, 0),
Bei 2y o0 A7, 2y res AYY, Wogen (8.4) folgt:

(R.6Y Wy (M, v, u, o)

_ YN vl
oA () Y > ( - —;3) (M, ).
zl-::,pr, (u.'M , 2 ﬁNp g 2

e mod ph

T werden nachotuander die Swnmanden der rechten Seife abgeschilbat.
(1) Aus {7.013) folgh: '

loglog 3N
(8.7) AW, 2) 5 BADY (2 ){ () - U(E(l(%}g{ﬁum)e) )}

{i1) By ist nach (2.017), (2.10) 1111(1 {4.3):

o XN S olgsoll) )

2P Npaey nefd #praNp-Tey
g nofl p-'

55 Oy {h L Wv"" za}! G = ta0(H, F)

£y Oy {“;‘1“;5]0%’;32 | 32}': du = 0y (J, )
1 - ‘

) o,

Lo ba]”é‘h‘ ¥ t(ﬁl), {1?‘1 h e ,[[ﬂ(_’l-fl, '(") .
"o
pla—-1)"

| i log N
(DN (:1-» S -ﬁ)ftf(ﬂwl)
0%

(i) Aus (7.13) folgh it ey -

£ NPy
F
log -

lua,Nv) vip) | " Np | [b _(__gci_l_c_)gSNT)]
loge, | Np ~\ loga ?

< By Z (1

VP g

(loglog3h)’
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‘Man setze flr & < w2,
| Lo N (n) ’ log -~
NV 0g. '] W
D(w) 1= Z (1 — ——1}-1;’;&) Eﬁp—ﬂ, Ty ia= A e E
ZpaNp<w 0g® [ 4P g

Dann. folgt mit (3.4) und (3.5):

logw lﬂgw logz, 1 ( ong)y(:p) ( 1
= J — 7] P
Drw) = log log#, logzH " loge, > |

zlwﬁ\’;”<w loge, | Np loge, |/
pit .
Es gt
Z rip) -0 1 Z logNp\: ()(_J(_),_g‘}og‘iN’t
: Np loge, 4. N o toga, [/’
zsNp<w 2 Np<ip
pit Pt

und entsprechend
L

L 2 w“(_;g)_log Np e (mmog'am)

logz, e o Ny logz,
Bf]
Also folgt

1 1 vlog s
(8.10)  Dyfw) = log 5L EW L1 fy J0RIORINT)
loge, logey = ©

T loge, v logh

Partielle Summation ergibt mit (8.10) und (7.2):

- h
: log «—
N (1_;10@1\713) »(p) A(_ _ng)
2 ENpegy Jogay | Np log 2,

= JDi(z:z Bz~ f Dy () B (w) daw
#]
Ay

2
: , - log'w l(){.f;f.-u loglog3NE\] . .
=D &) oAU A A | B2 ,
_ e (2) 2 (2y) J‘ {log Togs ~ loga, | 0(?)4 ogh )}F (w) dhw

' . . loglog3
= Dy(2)B() + logloges [B(z) — B(z)]+0 (1 ( e ¥ f)

Cw

. 1 .

— f (loglogwm Rt -—J—-ﬁ—) B (w) doo.
; . logz, v
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Und weiter orgibt wiederholte partielle Infegration:

log .
f]f ) wq,,-,._fé_@_ dw +0 (b, - loglog,SZ\Tf .
’w]O" w log Tlogh

Togh .
Setzt man # = 2 o orhiilt man:

logw
log h
N an dt loglog B¢
f AV Lo M_,H) b )
P log'zl t] 4 logh
i
1 ] loglog3
(8.11) f A (fv (1_-“-«)) (1—-?—{—)@?-—!-“0(% 0&5{5_{?)
P ] 1/t logh

Aus (8.6), (8.7), (8.8), (8.9) und (8.11) folgt die Behauptung (8.5).
Tm Folgenden wird Satz 2 spezialisiert.
By wei fiir naturliche Zahlen

]" N ‘1 f)g::}:.-:i_j_i
Lty § = J ]()gfi .
Dzmn folgt fiir » = 2:
log4. log 3.6
[ iy [QR A s -l —
{8.12) 7+ fog3 & L.<r+l Tog3

Harz 3. Sed

(8.13) (a, 1) =1 fiir alle ac I,

(814) 0< i<},

(BABY 80 grof gewdhlt, daf fir alle ae M qz?f INal < hPe,
Damn ¢ilt: '
.. . Nt oo w

B16) 2 B e i

£ee)p

fiir bz Hylr, 8, NT).

Hernor gilt fiw dlo dor Norm naoh Kleinston Primideaifoktoren p oines jedon
links gezdhlten Tilementes a: N (p) = hH°.

Bewois, Fiv jodes ae M, dax in (8.3) goziihlt Wird, gili wegen (8.13),
(8.10):

T ] log| N el
1o }1 (l el “%gﬁqz) - O’{Q ((1) v -‘_lgt;éﬂm}
1,111).&-’1\;-]1,.‘:;&.;‘” 1og : . . .
Pl

< 1—0{{a) — (L~ )}
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e (Ja,— ). Damn wird fiir
.Q( i) = r+4-1 die 01)1ge Cxen-'iclmafunldum Ey (). Also ist, da diese Tunktion
immer =1 igt:
Wy(M, v, 0,005 3 L,
e M
{t, Pryinih)on
el
Satz 1 liefert, unter Beachtung vou Lenuna 4.1, die nnt@m Absohiitsg-
ung von W M, v, #, ¢). Die Rechnung kann aus L ], Heite 13 iibernommen
werden.
9. Satz 3 liefert die folgenden Anwendungsheispiele,
P, hezeichne ganze algebraische Zahlen mit héchstens » Primidendfak-
foren, also a = F,, falls Q2{a) =
SArz 4. Bs emistieren ganze algebraische Zahlen £e K wil den Rigen-
sehaften:

E=P, wund y—yit< gy, dw=l,.am, fir oy,
E=P, wnd g;—yit< &y, i Ly, m,  Jlir oy ¥,
E=P, und y—yit< gy, iy e, fir g Y,

= ) oy vy il oy Y.

= (1), Jf’(.;s) s g wnd hy e faj”(ﬁr T
4) M = I, und mit (2.1) b = 'y”“"'* 4, Danif;

§=P, wund vy,

i
i

Beweis. Man wihle { ==
Dann wird mit (2.3} und (2.
folgt aus (8.16): .

B ylEe-d ) .
>V (L8 fir 0<i< g X, 0).
-y PO ey, ox 08y
famli m el
Aus der Definition von L, bzw. aus (8.12) folgh:
11 11 11 2

) 1 ) ,
"Ly > o Xy >—I-, Ly > F o —T,~-< Ly < 17— ¥ TN

Wihlt man ¢ in Abhingigkeit von r hmrmﬂmnd klein, so ergeben sich
dle Behauptungen von. Batz 4.
Sarg 0. He sei 4, >

b =1,...,
Dann ga‘lt: ‘

9 oM g
Miaelg220 0 e oy VoL
ot 37 ag  logy iy Lol 1)
am=FPril
Bewely. Man wihle in Satz 3 f «: (1), § = 2 < g 11, Fernor sei

by = ’,l:fi,' t=1,...,n; dadurch wird & = y. Ls Imlmht. nachzupridon,
ob die Vorraussetzung von Satz 3, |No|< ¢fv+17% fir alle ae M,
erfitlls ist, ' '

icm

Mit I ()
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Nach (8.12) is g < Ly, —5-
By ist weltor

|Nu| = [NF(&)] = TN P, kel
st oL -b g folgt £l 4 == 1, .00, we
(&M < (g -+ 1) max I[a‘-’”i {i’ =l ]m'n‘\ FOITARE
' R Y }—-(!..Jl L s

el g, 1, e, = e, 0N,

ey, nuwel Vorrausselzung ither ;.

K Tolgt:

INu| oot flie gy 2 Y80, 1),

Dutnit st Sabz D hewiesen.

Die Sitze 4 und b sind in der Einleitung als Satz A und Satz B zitiert.
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