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Nombres normaux et processus déterministes
par

G. Ravzy (Mar seﬂle)

Iniroduction. Soit » un entier supérienr ou égal & 2, et soit B(r)
T’ensemble des nombres r-normaux, ¢’est-d-dire des nombres réels a tels
que la suite (a™),. s0it équirépartie modulo 1. Nous mous proposons
ici de répondre & une guestion posée par Mendés-France [6], & savoir:
caractériser Vensembie B (r) deos nombres véels 8 tels que:

aeB(ji') Yait-BeB(r).

Iniroduisons pour cela une définition: soit B l?é:nsemble {0, ..., r—13}
et pour tout entier seN, soit F, ’ensemble des fonctions de R® dans R.
8i 4 est un nombre réel de développement y-aire:

[?]‘l‘ chh n+2

n=

ol ¢, e K ot n'egt pas égal & r —1 4 partir d'un certain rang, nous défmlssons
pour N eV les quantités:

1 | |
.ﬁs(?: N) = ifgs'ﬁ"?gvinf(lﬂ ]GTE—_(P(GTL-I»]., "'7_‘Gn+s)|)7
Buly) =Tm iy, M), Bily) = lim Boly, ),
N—ro0 Nerpo
Bly) =Tmpyy),  B(y) =Iimp,(y)

(les limites définissont § et f§ existent bien, car il résulte immédiatement
de la détinition que 8,(y, N) done f,(y) et f,(y) sont déeroissants en s).
Nons nommerons ﬁ et Bly respectfvement le bruit inférieur et
le bruit supériewr du nombre ¥ en base 7.
Nous nous proposons alors de montrer le résulbat suivant: _
TmtoriMBE. (1) Quel que soit yeR, 0 BN Bly) < (r—1)fr, &t
le nombre  appartient & B(r) si ol sevlement 5%l est de “bruit mazimum”’
oOest-d-dive, si et seulement §i:

By

=-(?~1)h'-
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Lo
=
b

(ii) y appartient & BL(r) st et seulement si, il est de “bruit nul” oest-
a-dive si ot seulement si:

Bly) = 0.

Dans ce dernier cas, rious dirons que y est #-délerministe pour exprimer
Pidée que F(y) = 0, si et senlement si, quand s-—oo, la donnée de (¢, ...

oy Cogs) “détermme” en moyenne, celle de ¢,

Remarque. L’idée intuitive que Von se fn,it du déterminisme con-
gisterait & prévoir le présent b partir du passé, plutét qu’d partir de Vavenir,
et, il semblerait & priori plus naturel d'introduire des fonctions 4* du type:
ll]i( H leal+s

—?J(Gm Gaw«lr LA C"n.+s—1)|) "

Néanmoins, il est aisé de voir, que le résultat énoncé subsiste quand
on effectue cette modification. D’autre part, nous allons dans ce qui
suit, lier cette notion de nombre déterministe & celle de processus déter-
ministe, ot 1a définition correspondant au choix des fonctions g s'intro-
duit de manidre plus naturelle que celle qui correspondrait au choix des
fonctions #. Il est & moter, du reste, que dans des cas plus généraux,
les deux définitions ne coincident pas nécessairement (voir par exemple {41}

1. Netations

1.1. Processus. Quelque soit Pespace métrique compact & considérs,
nous appellerons 7 la transformation de Z~ dans lui-méme, quid © = (#,)nav
associe Tw = (%, 1) '

N Gtant muni de la t0pologie produit (done, compact métrisable), I
est une application continue de 2N sur lui-méme.

Nous noterons O(Z%) D'ensemble des fonetions continues {an send
de cette topologie) de ¥ dams €, et par abus de langage, C(L*) (s entier = 0)
I’engemble des fonetlons fde O(Z‘N ) telles gue:

flo) = @@, .00y Beg)

ol ¢ est une foxetion cnntmue de Z* dans C. .
Un processus sur Y sera défini par la donnée d’une mesure x sur 2
borélienne, positive, de masse “totale 1 et invariante, c'est-a-dirve telle que:

VFOE™  u(f) = ulfol).

1.2, Disjonetion. Soient X; ot X, deux espaces métriques compacts
et soit X =X x X,

Si fe0( Z’N geG(Z‘N) tous désignons par f@g 1’(,lément de o™
qui 2 = (2,9) (we.ﬂi , ¥ Z2) associe:

(feg)(z) =f(@)g(y).
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L’espace vectoriel engendré par les fonctions f@g quand f et g par-
courent respectivement € (ZY) et ((Z)) est dense au sens de la convergence
uniforme dans C(Z¥), de sorte que, si u; et u, sont deux mesures horé-
liennes s {‘ et ¥ on définit sans ambiguité une mesure borélienne

My ® py sur I¥ en posant:

(1 @p) (f®F) = ua(Flpe{g}.

Bvidemment, si g, eb u, sont invariantes, il en est de méme de p. Inverse-
ment étant donnée une mesure borélienne » snr IV, mous noterons »|,
et |, les mesures boréliennes sur Y et IV définies par:

VieQ(ZY) »l(f) =v»(fel) et Vge0(ZF) i) =r(1®g)

en désignant par 1, indifféremment la fonetion constante égale & 1 de Z¥
dans € dans le premier cas et de TN dans € dans le second.

Nolent alors deux mesures ,ul et u, définissant respectivement deq
processus sur IV et XY, Nous dirons que les processus ainsi définis (et,
par abus de langage, les mesures correspondanies) sownt disjoints, si pour
toute meswre v définissant un processus sur TV ‘ '

Py = iy €t ¥y = pa v = Uy @ e

1.3. LemmEe 1. Soient données comme précédemment, deus mesures
sur ZN et u, sur IV définissant des processus sur TN et ZY. Supposons
que, wy, 50it lo mesure produit PV od P est une mesure borélienne positive
de masse totale 1 sur X, non dbgénérée (c'est-d-dire non concentrée en uin
point), et que Uensemble T, soit fini. It 4 o alors équivalence enive les deua
_’p?‘OpTiété.S‘ suivantes:

(1) oy et uy somt disjointes,

(11) le proeessus (ow par abus de lcmgage T mesm’e) déf@m par ya est
délerministe, c'est-d-dire dentropie nulle.

Pour la définition de Ventropie d'un processus, ainsi que pour la
démonstration de ce lemme, nous renvoyons i larticle de Kamae [3]
“Subsequences of normal mumbers” qui comporte de nombreuses réfé-
rences, ainsi que les théorémes essentiely utilisés iei,

Une légtre modification de la démonstration du lemme 3.1 de cet
article (qui ne s’applique que dans le cas ol 2, = {0, 1}) est nécessaire
pour démontrer que la condition (i) implique la condition (ii). On peut
également utilizer ce lemme, tel quel, en tenant compte de la remarque,
sur les suibes stationnaires prenant les valeurs 0 ou 1, qui suit la dc,mon-
stration -du lemme 1.1 de Ia premiére partie de [2].

1.4, Mesures associées. X désignant toujours un éspace métrique

.' compact, s0it ¢ = (G, un élément de Z¥. Reprenant, les notations
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de Particle déja cité de Kamae, nous dirons qu’une partie infinie § de N
appartient & 5, si par définition, quel que soif fel'( 2™y, 1a limite lorsque ¥

o 1 .
tend vers l'infini, en restant dans S, de la quantité — 2 f(I™"e) existe.
. na<N
Noug noterons pS(f) cette limite, définissant aingi une mesure p boré-

lienpe, positive, de masse totale 1, évidemment invariante par T
Une mesure u Sern dite, associde & ¢, s'il existe S5, tel que: p = u,
U élément de Z¥ sera dit délerministe (au sens de B, Weiss), si toute
mesure qui kui est associée est déterministe. I

Il est & noter que 'hypothése T métrique compact, implique Vexis-

tence d'une guite dénombrable dense dans C(Z¥). Il en résulte qu'une
mesure est associde & ¢, 81 et seulement gi, elle est valeur d'adhérence aun

. ) 4 1
sens de la convergence faible de la suite de mesures (—— 2 6ﬂmc) .
i . n<<N NeN

2. Plan de la démonstration

2.1. Dang le paragraphe 3, nous nous intéressons anx liens ecntre
Te bruit d'un nombre réel p et les processus (ou mesures) associés dans RY,
4 la suite ¢ = (e,),v des chiffres en base 7 de la partie fLractionnaire
de y. Nous démonfrerons aingi, la partie (i) du théordme, ainsi que le
lemme guivant: '

Luavmwme 2. v est r-ddterministe (aw sens de la définition donnée dans
-Dintroduction),. 3¢ el seulement si, tout processus associé & ¢ est dblerministe
~(eest-d-dire s ¢ est délerministe au sens de B. Weiss). :

Nous donnerons également un exemple de nombre déterminigte

2.2, Dang le paragraphe 4, tous démontrons le lemme suivant:

Levne 3. feBL(r}, si o senlement si, pour tout aeB(r), on a en désig-
nant par & = (a,),ay B = (b,)av 168 suites des chiffres en base r de In
partie fractionnaire de ot B respectivement:

Ve Ba,0) f”‘(Sa,b) = pE®u; -
- 2.3. Epnfin, dans le paragraphe 5, nous en déduisons, en whilizand
~un lemme démontré par Kamae dans Particle déja cité, une autre carsc-
térisation de B*(r). ' :
- Loy 4. feBL(r), si ef seuloment si, toule mesure associde (au sens
de la définition du poragraphe 1.4), &b = (b)), (mbmes nototions que
dans le lemme précédent) est disjointe de la mesure 3 = PV sur R™ ol P
est la mesure sur B tolle que: .
YieR P({i}) =1fr.
Dapréds le lemme 1, cette condition est réalisée si eb seulement si
toute mesure agsociée & b est déterministe, done, si et seulement si,

est r-déterministe en vertn du lemme 2. Ce qui achdve la démonstration. .
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Remargue. Dex résultats fout 5 fait analogues pourraient étre
obtenus en remplacant Paddition dans R par une addition dans BY (par
exemple, en identifiant BN an groupe (Z/rZ)¥ ou an groupe lim (Z/*Z),

koo

avec dans ce cas une difficulté supplémentaire provenant da fait que
P’addition ne commute pas avee T).

3. Processns et y-déterminisme

3.1. Soit ¢ un nombre réel, ¢ la suite des chiffres en base r de sa
partie fractionnaire, S un élément de 5, et p = p la Mesure agsociée.

Nous allons montrer que lorsque N tend vers I’infini en restant dans S,
B:(¥, N) a une limite et exprimer cette limite en fonction de u.

Posons pour & = (&,),xeR", et pek,:

o, ) = f(L, @~ {2y, ..., L))
et soit: :

1 .
Belys Ny @) == DR, o= (0nsns oor i)l
n<N .

La fonction qui & » associe g(@, ¢) est continue, et, par ailleurs:

. 1
Balys W) =5 ) e(T"0, ).
) n<N
Par définition de u, on en déduit, gue lorsque N tend vers Linfini
en regtant dans S:
Bolys N, o) [ ote, p)dp (a).

Il en résulte alors immédiatement gue dans les mémes conditions:

CETNE By, K)~>int [ ela, p)an(o)

(car B, est fini). _

3.2. Pour tout seN, et tout (s-+1)-uplet (my, ..., %) R, soit
Ay ..., 2,) Vensemble des z = (2,)pneBY tels que 2 = @;..., % = @,
et soib: . .

. p(mos~--lms)_""”=f“(-fi(wm"'st))'

Par suite de l'invariance de u, on a évidemment:
vy ) =2P(’E,W17 ---1“_73)-

ieR ' )
Soit alorg B(s) ensemble des s-uplets (uy, ..., %,) tels que p{z,, ..., &)

Py e

%0 ot pour (a4, ..., %) eB(s) et i<k posomns:

P(E] Dy eney ) =P(;’:7w1: cory @) [P (B ooy By}
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Avec ces nofations, on a alors:

(3.2) int [ o(@, ¢)dp(o) = P(@ypens, B)L—supp (il @1, .oep )
pely (s veen 5)EB(8) ielt .
En effet, on a:
folo,@ldpi@) = 3 plag, .. a)ini{l, |g—p(@y, ..., 2)])

(g »ros ) BRITT

2 ws)inf(lﬁ fo—@{@yy .0y 5‘5'3)[)

= 2 .'I;‘l,.' .y &) 2.@(“ wl?

(#15 -« s Tg)e3(8) ieli

Tenant compte du fait que inf(l, i —@(@yy .00y B)]) €86, mul si

i = p(wy .., 2,), égal & 1 sinon.

[em i@ = 3 ploy,...

(®1a v, Tg)eB(8)

s )L —p(p(@y, oy ) @1, 5))

Qo on dédmit aisément la formmule (3.2). Remarquons que la fonction
¢ pour laquelle la borne inférieure est atteinte est celle qui associe &
(@1, ---y %), un quelconque des ieR maximisant p(i| 2y, ..., 7).

3.3. Moptrons maintenant la partie (i) du théoréme. Tout d’abord,
en prenant pour ¢ la fonction constante égale & 4, oll ¢ est un élément
de R maximisant card{n < N, e, = ¢}, ce nombre est supérieur ou égal
4. N /v, donc pour cette fonction ¢: :

By, N, 9) < (r—1)fr

< By) < By < (r—1)r.

_ Supposons - alors yeB(r), cest-d-dire Ne&,, la mesure u associce
étant telle que: :

Yz, ...,

et on en déduit bien: 0

)R plagy ..y m) =1t

Les for.mule's (3.1) et (3.2) montrent alors que:

VeeN  B(N) = B(N) = (r—D)jr, ob B = A()

= (r—1)fr.

Réviproguement si v nest pas r-normal, un raisonnement diangonal

montre Pexistence d’uné mesure u associée & ¢ qui soit différente de la

mesure produit PY,
Pour cette mesure g, il exmte done un entier s et un s-uplet
(m(10)7 reey Cﬂg’)) eB(s)
tel que p(i #”, ..., ") ne soit pas égal & 1/r pour tout i, et done que:

supp(i| 20, ..., 2™ > 1/r.

R
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Les formules (3.1) et (3.2) permettent d’en déduire:
By) < Bly) < (r—1)/r.

3.4. Démonstration du lemme 2. Les formules (3.1) et {3.2) montrent
) Fa 3 . ' s LY
que st y est r-délerministe, pour toute mesure g associde & ¢

lim 2

BP0 s e il Je (E)

Py, -y ms)(l_s}%)p(i] Tyy aeny {Gé)) =0.
1€

Réeiproguement, st ¢ n'est pas r-délerministe, on peut conslruire
par raisonnement dingonal une mesure p associde & ¢ telle que cette limite
soit mon nulle.

En effet, si f{y) = 6 > O B.(y) = 6 pour tout entier s, d’oit 1’exiy-
tence pour tout entler M et tout entier s, ’un enbier N > M tel que:
By, N) = 6/2 > 0. On peut alnsi fabriquer nne suite strictement croi-
ssante (N (8)),n telle que:

VscNYEeN 13 3= By, Nt) =82 .

L’ensemble So'des N de la forme N (s) pour un s¢N est infini, et pour
tout seV
Hm (v, ¥) > 3/2.
NeSg- . .
11 suffit alors de prendre S < 8, 8<5, pour obtenir pour la mesure p
associée:

lim Z p(ml,...,ms)(l—'sup;p(ii w;,...,m5)26/2>0.

§—0a (-TI) a-ﬂs] eB(s)

n résulte de ce qm précede, g u1I suffit de montrer pour Pune quel-
conque des mesures g associée b ¢ 'équivalence:

h(T) = O<lim Z‘ Plityy .eey

Er 00y, 0, Tg)eB(8)

ot h,(T) désigne 'entropie de T détinie par la formule:

ms)(l—g?%)?(ﬂ Wiy ey )} =0
1LE.

h,(T) = lim

87700 (ir1 e e BgleB(8)
oy &) = Zn( (il #1,...,2,)), n étant la fonction de [0,1]
dans R, nulle en 0, ecwl_e & —uLogwu pour % = 0.
Posant K{wy, ..., o) zl*—_s.upp(ﬂ @yy ...y By, i1 suffit - donc de
montrer : ¥ ek
(3.4) Im

S—"D"(a:], - .,:::B)EB(S)

P®a, oy B H @y, o0y 1)

ot M (s, ..

P2y, s BYH (B, .y 7,) = O

<-lim 2 P(Bry ooy D) H (2, -
8200 (21,000, g )e B(S)

W) = 0.
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Quand 4 tend vers 0 ou vers 1, n(u) tend vers 0. D’auntre part, si¢ nom-
bres positifs ou nuls ont pour somme 1, eb sil'un d’entre enx est supérieur
4 1—e (ol O'<< &< 1/2) tous les autres sont inférieurs i e.

Il en résulte, étant donné s > 0, existence d’un 6 > 0 tel que:

(3.4-1) VseNV(2,...,0,)eB(8) .
K (g, onny Bs) < 0= H (24, ..., @,) < 6/2.
“De la méme manibre, on montrerait que on peut ehoisir § tel que:
(3.4-2) V8eNV(zy, ..., o) eB(s)
H (g euiy Bg) < 8K (0, onny ) < 8/2.

Remfu'quons d’autre part que H et K sont bornés par ¢ = sup (1, Logr).
Supposons alors que pour un seN on ait:

p(ml? "'Sms)'H(wl’ A

(75 s 25 )eB{8)

Si B, esh Tensemble des s-uplets de B(s) tels que H (3, ..
est son complémentaire dans B(s), on a d'aprés (3.4-1):

2,) < e6/20.

,,) < 5, ¢t By

& &
.'p(mlﬂ"'7$3)K(m15"'7ws)<§' Z P(ml!"'ﬂ“m’s)gg‘
(9-.,1 ,,,,, Tg)e By (7,0 sg)el3y
Par ailleurs, _ !
. p(wls-“yma)K(mu“'7ms)‘<~:-0 P(Byy ooy @)
{15000 Tg)eBy ) : (@1an - Hig)e By
et
' a e
c 5‘ p(mla---rms)‘{\"g Z P(mli'“ams)H(mlr'”st)< '2_
(@10 e erg)eBy {250+ )€ By
On en déduit alors:
: P(Bry ey W) H (B, ..y @) < e
{2100 -ntig)eB

De la méme maniére, on déduirait des inégulités en sens inverse,
ce gui par passage & Ja limite démontre 1’équivalence (3.4) ¢e qui achéve
la démonstration du lemme 2.

Remarque. On aurait pu également monirver cette équivalence
en atilisant le fait qu'une mesure g est déterministe, si ef seulement i,
la fonction de C(R™) qui d o = (&,), 2850¢ie 4,, appawstiont & la cléture
dans I*{y) de l'espace engendré par les fonechions gui 4 & associent @,
pour % = 1 (“Vavenir”), c’est-a-dire i et seulement si:

int f [, —

'Pﬁns

P (@1, -evy @) du(@)>0  quand - s—>oo.
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3.5. Exemple. Supposons que, la suite (8,),.v S0it presque pério-
dique au sens de Besicoviteh [1]. Il résulte alors des résultats de Kamae
d’une part [3], et de Mendés-France et Daboussi [1], d’autre part, que y
est: #-déterminigte (au moins dans le eas r = 2). Montrons-le directe-
ment: ¢i @ est un polyndéme trigonométrique, c’est-a-dire il existe des

nombres eomplexes (ogly.,... , 66 des nombres réels (yi)p.1,... » tels que:
p .
VneN @(n) = Mae(hn) o efw) =™
i=1

il est aixé de voir que & tout &> 0 on peut associer un entier s = 1 de
maniére que
V%EN

[D(n)—D(n+s8) <=

© Par passage & la limite, il en résulte que =i (g,),.xv €5t presque pério-
dique au sens de Besicovitch, & tout ¢ > 0 on peut associer un entier

sz 1 tel que:

— 1
Im - je,,— €

N0

nrsl < E-
<N

[==]
Il en résulte immédiatement que si y = 3 ¢,/i"*", p est r-déterministe.

H={)
4. Démonstration du lemme 3

4.1. Soient « et § réels et solent p et ¢ des entiers tels que p == 0.
8i acB(r), il résulte du critére de Weyl gque pa appartient aussi & B(r).
{Ce rérultat reste d’ailleurs valable quand p est un nombre rationnel,
[5].) D’autre part, B (r) est par définition méme un groupe additif (et
méme un @ espace vectoriel vu le résultat de Maxfield cité plus haut).

Tl en résulte que: aeB(r), feBT(r)=pa-+gBeB(r) en particulier,
d’aprés le critére de Weyl:

¥ 20

n<iN

"(pa+ gB)}—0 quand N—soo.

Désignant par ¢, la fonetion de R dans C telle que: e,(x) = e(pa)
il en vésulte encore que ®i acB(r) et feBL(r):

a 2@1,(9”11 ey (1)

<N n<N

1
Vop,geZ eq(ﬁ"’*ﬁ)wfep(w)dw—a-o
0

quand N —oo.

Réeciproquement, si cette condition est réalisée, le critére de Weyl
montre que o+ feB(r). L’espace vectoriel epgendré par les fonetions
(€p)pez Gtont dense au sens de la convergence uniforme dans I’espace (T
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des fonctions périodignes de période 1, continues de R dans € 11 en 1@5111119
par 11néa11té et passage i la limite ’éguivalence:

) Y, ge C(T)

(41)  BeB(r)sietseulement si pour tout a e,B(
vf Vg (7" B) ——Zgr ™ Ha ff clfv-—>0 qudnd ,Nw»-oo
ﬂ.< ?\7 N

4.2. Désignons par = la fonetion de RY dans R qui & @ = (1),
associe le nombre:

o0

wlw) = D),
w=0
on a évidemment pour tout zeRM:
fonction = est continue.
Supposons alors le nombre réel § tel que, pour tout aeB(r) on @it aves
les notations du lemme:

VSGE(G’D) .

w{T%) = rr(x) (Mmodl), en outre la

Bl = Ha® 1 -
8i la quantité: '
1 1 -
= Dfagtng)— — > g pe [ fa)ds
N N [
ne tendait pas vers 0 pour un couple de fonctions f et ¢ de C(T), ¢n. en.
déduirait par raisonnement diagonal l'existence d'un SeZy, tel. que
cefte limite quand ¥ tend vers nfini en restant dans S soit non nulle.
Dégignant par F et & les fonctions fox et gow on en déduirait une
contradiction, car,. par défi'nition'

Him — Z fr
Ne8

n\N

a)g(r"p) = #fz,b}(ﬂ@g') :

N-po0
g 1 . e &
lim — N g (") = uy (GF)
NeS
N-roa nWeN |
et puisque ae<B{r),
.“'cn F J-f

Avec ceg hypotheéses, il en vésulle dome que BeBL(r).

4.3. Pour achever la démonstration du lemme, il nous faut montrer
la réeiproque, o’est-b-dire que: si aeB(r), BeBL(r) et 54 SeBy on a pour
tout couple F, G @éléments de C(RY):

(4.3) T OC) = u (F) 4 ().
POSONS figyp) == ¥y Ha = 4, i = j.

icm
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Remarciuons, d’autre part, gqu'en vertu de l'équivalence (4.1}, 1'éga-
lité (4.3) est vrale, si il existe [ et ¢ appartenant & C(T) et tels que:

B =fom, @& =gonm,

Dans une pfemiére étape, nous allons montrer que 'égalité (4.3)
reste vraie powr tout couple T, G d’déments de C(RY) tels quil existe g O(T)
'vérifmm @ = gom. '

U C(R®) étant depse au sens de Ja convergence uniforme dan.%

=0

C(RN), il suffit pour cela, de montrer que, si FeCO(R*) pour un entier
seN, et 8i @ = gom avec geC(T), Végalité (4.3) est vérifide.

Désignons alors par W(F) lensemble des éléments @, @ = (@,)pen
de RY, tels qu’il existe ¥ = (¥,)nev aveC 5(8) = a(y) mais F(z) # F(y)

W(F) est évidemment contenu dans Pensemble fini des é&léments
¢ = (8, )pen tel8 que ¢, = 0. pour 2§ ou ¢, =+r—1 pour n=s, et si f
désigne la fonction de R dans €, périodique de période 1, telle gue pour
%ef0, 1[:

flu) = it P(z),

(Y=
f est une fonetion continue sauf peut-éfre aux points llnages par = de
W(F) et telle que:

VaoeRN— W(EF) = fom(w).

Soit d’autre part, pour ke N et ce RY, A (%, ¢) 'ensemble des © = (@,),.v
de R™ tels que @, = ¢,, pour » =0, ..., k et soit v, la fonction carac-
térigtique de A(k, ¢). .

Posant pour ueR

T (@)

e
fl(%)mzi ff(u—s—t)clt qu e 0

est choisi suffisamment petit, on en déduit pour tout entier k, l’emstence
d’une fonetion I, = fiop avee fi«C(T) et telIe que:

VaeRY  |Fy(0)—F(o) < [F] 3 v
el (F)
ol [[Ffj = sup |¥(z)].
zeR N
En particulier, _
Fy(w) =F(z) s =x¢ U A%, 0.
ceW{F) .

Mais ’égalité (4.3) est vérifiée pour le couple #,, @ d’aprés ce qui
préecede, : -
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D’autre part:

[ (Fy @G)—»(F @) < »(|Fy — F|@||&F]) = |GIA(IF,— I}
de méme: ‘
: 2 {Fy) (@) — A(F) e (G)] < GIA (LT~ F])
et on en déduit: :

b (F ©6) — A(F) w(@)) < 2WFIIGT D) Ao
ce ()
Or A(v,;) = 1/r¥, tend vers 0 quand k tend vers Vinfini.
Par passage & la limite, on en déduit 'égalité (4. 3) pour le couple I, ¢
considéré ce qui achéve la premiérs étape.

4.4. Pour  ceR™, remarquons que A(k+1,¢) = A(k,c) et done
gue p{vy,,) décroit en k. Posons alors: _
| #(0) = infu (o) = limp(o,).

IeN

Tn raisonnement analogue su précédent moatre que si F eG(RN) et si
@GeC(R®) on a Vinégalité:

(4.4) W(Fo6) —A(F) u(@] < 2|FIEI D) x(0).
e )

Si ¢, ..., 6, sont des points distinets de BY, les ensembles A (%, ¢), ...
Ak, op) sont digjoints dés que & est assez grand, et la somme vy, + ...
—H;;,,p est done bormée par 1. b

Tl en. résulte que Pensemble € des e<RY tels que g(¢) > 0 est dénom-

brable et qu’en oufre: Z z(e) < 1. :

Soit alors FeG(RN) @ = O(R*) et posons pour k> s:
Gk =G X Eluk,m HIc EG"—GIN

ceW ()

"Quelque soit 1élément o de BY, dés que % est assez grand, ¢ n’appar-
tient pas & W(H,): en effet, si ¢¢ W{{) et i & est tel que n{®) = ={c), ©
n'appartient pas mon plusg & W(&), et done ni 4, ni o n’apparfiennent
lovsgue % est sutfisamment grand 2 Ua Ak, 0), ot Hylw) = ()

ceFF (@)
= G(¢) = Hy(e).

Si par contre ¢« W (), alors x appartient égmlement & WG et Hi(o)
et H,(r) sont nuls done égaux.

Il en résulte gue la gomme > x(0) tend vers 0 quand % tend vers
: eV (IX )
Vintini. | !

Linégalité (4.4). entraﬁne alors que:

| (F®'Hk)"' (Fu(H) -0 quand )’o—>oo.'
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Par ailleurs dés que % > s, les ensembles 4 (k, ¢) olt ce W(G) sont
tous disjoinfs. .
On a done
G = ) G(O)vy,

et ()

et par conséquent:

LG+ 2 Ge)x{e) gquand k-—sco.
ceF (6D

Pour démontrer que Uinégalité (4.8) est valable pour le couple F, &,
done, pour tout couple d’éléments de C(RY) ce qui achéve la démonstra-
tion du lemme, il suffit done de montrer le lemame suivant:

LeMuE 5. Pour tout ceRY et tout FeC(RY) on a:
(T @00+ A(F)yle)  quand =00,

Démonstration. Remarquons tout d’abord gue cette proposi-
tlon egt évidente quand yx(¢) = 0. Nous supposerons done ceC.

Dégignons alors par ¥, la fonction de RN dans {0, 1} qui & zeRY
associe:

Vn (m) = ('un,c ( Tkm) )ksN?

V, est une application continue et ToV, = V,oT.
Nous pouvons définir aingi une mesure L, sur BY x {0, l}N en posant
pour feC{R™) et ge O ({0, 1}Y):

(5.1) L, (feg) =»[fe(go V)

1., est évidemment invariante et désignant par e la fonetion de {0, 1}
dans C qui & % = (u,),ov 2880¢cie 1y, on a:

(5'2) L,,,,(f@ﬂ) = ”'(.f®’nn,c)'

Fous allons alors montrer que lorsque n tend vers Uinfini, L, converge
aw sens de la convergence faible vers ume mesure L que mnous caractéri-
serons. _

Soient, en effet, feC(RY), geC({0,1}"), ol & est un entier arbitraire,

~ il suftit de montrer que la suite {L,(fR¢)).n est une suite de Clauchy.

Or si p et ¢ sont des entiers:

I (fog) —L(fon < Ifla(go Ve—go V).

Bt go V,(#) = go V,(a), sauf si  appartient & ensemble A des peRY
tels qu’il existe ie{0, ..., $—1} avec Vp,o(T7®) 0,0(T'®) ensexnble dont
la mesure p{A) est majorée par su{|vy,.—Ygel):
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On en déduit la majoration:

L,(f@g) ~L(Ffep)| < slfllglalvg,e—vgl)-
La suite (v, .),.v converge vers O et est mmjorée par 1, done, e% une
‘suite de Cauchy dans L (g ) ce qui entrafne gue L, (f®g) est une suite
de Cauchy.
Soit alors I La restriction Iy de L au 2me facteur. Nous allons MOt

trer que [ est déterministe.
Par définition s g<C({0, 1}")

Hg) =limL,(l®y) = limpulge V,)

. ) N+ 200
et en partieulier si g = |6 —eoT°| ol seV
Lo —eod"|) = lim p(|9,,c—Vs,e0 ).
. =00 .

D’autre part, la formule: v, n,0T = 3 44,4 valable pour k2= 1 montre
T'd==T¢

gue: x(Tc) ,2 ?C (d) (car y est invariante). Bn particulier, x{Te) = x(a),
et par réeu.rrence x(T? } = x(c). Comme ¢eC ot que Y x(d) =1, il en
dez

* résulte que ’ensemble {T°¢, seN} est fini st done qu'il existe 5 =1 of
t> 0 tels que: .
: Yozt I"¢ =T".

En outre, si ¢ est le plus petit entier tel que cette propriété 50114 vraie,
on & certalnement { = 0 sinon, on aurait:

2T = 3 y(d)
B TS-I—t Le
Lou si T #Ta” Lo = IM+-1g »(T"'6) =0 ce qui est. impossible.
1l existe done un entier s > 1 tel que:
VueN  ¢nq =0y
En outre, i d est tel que T°d = ¢ et d +# ¢ on a néeessairement:
x2{dy = 0. Or:
-
| ne Q‘)ﬂ cOTs Z U:‘i.,tl‘
e
On en déd.uiﬁ que pour ¢et entier s > 1

1(le—ecT]) =0. -

(’est-a-dire que e est presque partout égale & une fonetion de ’espace
engendré par les fonetions eoZ™ pour = 1, c’est- a.-dlre encme que I est
déterminigte.
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Par ailleurs, L, restriction de I an ler facteur est évidemment égale
4 4 =PV, et, ’autre part, L est limite de mesures invariantes done
elle méme mvmrlante
En vertu dn lemyme 1 du paragraphe 1.3, 4 et I sont disjointes, ¢’est-a-
dire: L =il : . ‘ _
En particulier: »(f@v, ) = L, (f@e)—=A(fil{e) = A(f) x{e) et le lemme
est complétement démontré. ' ‘

5. Demonstration du lemme 4

5.1. Supposons que toute mesure assocife & b, soit disjointe de la mesy-
ve A. Bi aeB(#), a = (4,) 12 suite des chiffreq en base » de sa partie
fractionnaire, et s1 SeSyy, la mesure y(ﬂ » @& pour projection sur le
premier facteur uj = /1 eb sm le second us associée A b, done, digjointe
de 4. On en déduit M(ﬂ'sb) = puS@uf ce qui entraine d’aprés le lemme 3,
ﬁeB"‘(?').

5.2, Réciproquement supposons gqu’il ediste wne mesure associée
& b, soit u = us, non disjoinie de 2. Alors, il existe une mesure invariante »
sur RY x RN, telle que » # A@p et vl; = 4, #|y = p. :

D'aprés le théordme 2 de Varticle déjh cité de Kamae, il existe un
élément a de RY, géneuque pour la mesure A (c’est-a-dire tel que N &)
eh tel qué v = y(a n:

Prenant ¢ = Z @, /7™, on en déduit que weB(r) et que par ailleurs
=0

,uf,,b) # us®us, done, toujours d’aprés le lemme 3 du paragraphe 2.2
que Be¢B(r)
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