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Uber die Anwendung einer Methode von Linnik
yon

K. Pracrar {Wien)

Herrn Professor B, Hlowke sum 60ten Geburistag gewidmet

Einleitung. Vom Verfagser wurde in [3] eine Methode von Linnik
[1] angewendet wm ein gewisses Analogon einer von A. Selberg [4} her-
rithrenden Satzes fiber Primgzahlen in kleinen Intervallen zu beweisen.
Diese Arbeit wird im folgenden mit T bezeichnet. Hier soll zunachst ein
Satz aus [1] ein wenig verbessert werden.

In § 2 geben wir unter Verwendung einer neuneren Entdeckung wvon
ITaldsz und Turan einen Beweis fiir einen Satz, den. Linnik [1] mit anschei-
nend unrichtigem Beweis veroffenflicht hat.

1. Mittels des Vorganges von Linnik beweisen wir nun den gegen-
tiber Linnik ein wenig verbesserten

Samz 1. Unter der Annabme der Richiigkeit der Riemann’schen Ver-
mutung fiir alle L-Funktionen modulo ¢, ¢<< N (logN)"C, ¢ fest, hat die
Gleichung p,+ 1y = N -~ hq, wobet filr gerades N auch g gerade se@', stets
Ldsungen in Pmmmhlm Dy, Dy und ganzen Zaklen h, 0< h<(logN)® fiir
3< B

Beweis. Sei
(1) T(a) = Z e‘.lrcfahr:,

0Ch< I

wobei H gpiter genauer Destimmt wird..
Wenn dann fiir alle ¢ =0,1,...,¢—1

(2 ] P
) | RE Y
gilt mit M = [(log¥)*], b > 3, 50 hat man _
(3) IT{a)| < M~H)(logNy"~*,

wenn H = [(log N)”] gesetzt wird, B > b.
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Setzen wir noch

1j2 '
(4) . i - f {S(a)}zr(a)gznilvuda
~1j2
mit

8(a) = D e A(n) o~

RO ist .
(5) J* =

7y +ng=NN--hy

wobel iber die b =0, 1, ..., H—1 summiert wird {und itber alle PPaare
natiirlicher Zahlen #y, n,, d.h. hier itber alle Primzahlpotenzen n,, n,).
Die Anzahl der Lésungen der Gleichung

(6) PP = N4hy
2 oder m >2 ist bei festem 7 offenbar
< N log N

also filr alle b = 0-, 1, ..., H-1 supammen < N (log ¥)?~*. Der entspre-
chende Bestandteil in (5) ist daher <€ N'*(log N)+!, 5o d‘nB gilf;

Alng) Almg)em N gV

mit 13>

3

)
222 logpllogpzfmwg—mw ~0(N] (log Ny#+ 1)

Dy+py=N+ah
Man hat nun nach (3)

(M J=

_ H

g _

(8) _ IV =0 +0(N10gN(1 Ny~ b)

mit '
ol ougM ‘0 i (£ +a)

o =3 Ss(&'*“)f("}? H)e L

aw=l —1jgM
wegen

1
[ 18(a))*da < Nlog¥.
0

Weiter wird
oy S o 2ot (e
10 J = f N (—— - a) T(—w- nl—.a) " g
1 L@l =LA
Bei Linnik wurde nun eine analoge Formel zu L, § 7, (9) hergeleitet, wobei
die Anderung g,effenubm I nur darin bestehs, d al?) jebzt das Integral
o
1
11 f -
(11) ST
¥ - 2mia) -

- Ny N G»—N]/N
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verwendet werden muB. Wir erhalten, wenn jetzt Y’ Summation fiber
13
die zu g, teilerfremden ¢ modulo ¢, bedeu‘ueﬁ und N, = ¥ +gh

ligM

wy @ 2Ny f— to ‘
82(__: _[_a) 1((11 )dﬂ. — J3-+—J;+J;;
o ~1lgM
; 23 TV eminy - _ N
= WCJ:TZ ¢ {N ? NIIN+O( T logmN”M)}’
@
* 1] N 2 ‘N
Ty < g 108" Nloglogg,  J; <-%-;~3f10g3_1\7.

Sumimieren nach g¢,, g,|¢ liefert

RPY
alg a

2 -y .
E(; — M (Ql) 2/ 27’”1\1”1\7- G_Nl’,N—l-

(1)
w i N sz
+0 (24 #{qy) (QI’ZM”2 log NMM))’

ol
LAl

ANy |[— +a
) 1 )dam20+21+20,

M
8 (-Ev +a
1

—1{gA

Z < 7(q) log”leoglogN',

N
1,'2 T

z Z—gim log? ¥ < — logSNloglogN
) a1l
Fir Zj erhdlt man also

26 et -N]_G_NIIN v ‘M Q:I) Z 27':1:N1.-.—

N
- O( T log? leoglogN—r-quoglogN)

und insgesamt

- -l Yight aping (-2 4-&)
/\1 ! f Sg(iﬁ—a)e l(q' " da
m @ -—-1?QM g ‘
2 9 g,
= N.e=NUN 2 e 4
D) i 2
+O( ﬁ,, logsfiNloglowN+ngog10gN)
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Nun summieren wir noch iiber 9 < ho< H und erhalten
. &
Y ¢ a o amiN (—El—-t-u) )
12 ) 2 & (w— +a)T(—- n a)e da
02 2 ¢r . q

@le - a
= N (F gy Y] uz{gl) N
1

h 2lg

gl

—1lg 3

-I—O(?;U, log”“NloglogN 4- Ifgll!loglogﬁN)
da ja emgk “ =1 ist wegen g, )g. Weiter hat man
5 NH
(N -+ gh) g~ @HaMIN — --.Z\TH+O( ......... )
h;’{: ( ED-N)U -0
Ferner gilt mit
2(p) ﬁnl, 21N —
== é
vp) P*p) ;
dab,
1
[—p_————l fir p|N,
w(p) :l L
- - fiir  pfN
(p—1)* »
ist. Weil
#2(qy) Y emiN
At (m,g1)==1

eine multiplikative I‘unkuon ist (fir die qua.clmtfmlen Ziahlen gl) £0 erhilt
man, wenn fiiv gerades ¢ amch N gerade ist,

%\U (¢a) ( 1 m}N-»«— H( +“‘“"“‘)]l( ) . S(_N,g).
aq) I JJI(q-N) ﬁN o

Somit hat man

- oM a a mﬂN( ----- +u)
R
g a4 '

qlr G
=-NIIS( ) +0 (w)) |

(}0 )Uw—]j’— i

. (NH
+0 (Mlﬂ log** NloglogN: + gMH]loglog N)
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Nun giit

’q”ll(““ 1)

bt
¢M < N{(log¥N)°~"  und M ==[log?¥], &> 3.
Man tberprift ohne weiteres, daB die in I geforderte Bedingung

¢M < N|(log ¥} durch jede Bedingung ¢} < N/(log¥) mit positivem,
festem 4 ersetst werden kann., Nach (8 ) (7) ergibt sich nuan

) ¢ und S(N,q) < loglogg < loglog ¥,

1

log.mlog'pae“”ﬂ”eﬂ’ﬂ“’ = ZNES(Y, g) {1+ 0 ( )}

By Py N obgh ¢ ’ : (10g N ) ’
wenn B> b1 igh, d.h. B> 4, und geniigend kleines &> 0.

Durch einen von Linnik selbst fiir ¢ =1 verwendeten Kungtgriff
kann man die Behanptung auch fir B > 3 beweisen. Anstelle des Tntegrals
J* aus (4) betrachte man

1z
*o_ f SZ(a){T(a)}rezﬂﬂ\’ada,
—1fa
wobei die natiirliche Zahl » spater fixiert wird, Man erhélt so im Exponenten
Zahlen der Form

N g byt By - k) .
also wieder Zahlen der Form N +gh, WObBl aber jetzt b < rH gilb und
jedes kb sooft vorkommt als es Zerlegungen h — h1+hﬂ—|- . +h, gibt.

Angtelle von (8) erhdlt man
S H r
* oty G
7= 540 (o ¥ (1o
Wenn nun B> b >3 angenommen wird, Wah]t man 7 s0 grof}, dafl
(B—b)r > 1 wird und bat dann _
NH"
% —_J 0 i,
=T ((logN)”)
mit » > 0. Die Behandlung von J' ist dieselbe wie frither, und man erhilt
angtelle von (12)
gl

2 Z’ f S* (i -+ a) T (_m_ - a) emw (.EI-H) do
—~lah el G ,

ale @ Nt alhyteetig) _
L3 St o g
hl ]‘.T . .
H’S( :fl)) -(Nﬂr | )
' log** ¥loglog ¥ -+ H' g Mloglog N

und das Hauptglmd wird (1je) NH'S(N, g).
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2. Linnik [1] untersuchte auch, was avs der bis jetzt noch nicht
vollsténding bewiesenen ,,Dichtehypothese”

L N(o,T) <TI0 (logT) (v}, b=1)

fiir die Anzahl N (e, T') der Nullstellen der Zetafunktion £(s) in Res 2 o,
|Ims| < T fitr die Lage von ,,Goldbachschen Zahlen” p -+’ in der Niihe
einer grofien Zahl ¥ gefolgert werden kann. Die Aussage seines Satuzes
3 launtet: Zu jedem geniigend groBen A gibt es Prinuzahlen g, p’ mit

2) p+p' =N < (log N)*5,

wenn angenommen wird, dafl (1) riehtig ist. Der Beweit, den Linnik
gibt, ist jedoch unseres I}r&chtens unrichtig. Er sehliebt S. 615, Zeile 16,
dall ex geniige

1

" g TP

gu setzen, um zm erreichen, dah (8. 515, Zeile 6) mit » = o— 1}

%N 1—2¢
¥y X [P
) <
gilt fiie m =1,2,... und ¢ =0, 1~
fiir o, = 1—(log N}, 0< 61
__2(b+86)
%_lN_zw — %%1_%) = (log ) {log )% ,

was fir grofles N nahe an Bing ist.

Wenn auch (2) von Linnik mehr als Nebenvesultat seiner Unter-
suchungen angefithrf wird, so wurde es immerhin z.B. im Bnzylklopédie-
artikel von Hua erwdhnt, wund es igt vielleicht nicht iiberfliissig, einen
Beweis fiir den Satz zu geben Wir beweisen, den. Satz allerdings nur mit
einem groferen Exponenton als b + 6. 1968 erzielten Ialdsz wnd Turén einen.

wesentlichen Fortsehritt bei der Abschétzung von N {0, ) in der Nihe

von ¢ =1 indem sie zeighen, daB fiir eine goniigend  kleine. Konstante
=0 firl-9<Log

. .N(a,. T) < =P log1 [l a)d

gilt. Weitere Verbesserungen wurden von Montgomery erzielt, Wir ver-
wenden aus Montgomery’s bahnbrechendem Buch [2] die Abschitzung

(3) - (e, T) < T167<1~°53’2(1oﬁ\m)17.

Nach dem Vorgang von Tinnik teilen wir den Stveifen 0 L E
[IogZN] Teilstreifen o, —~1/[log* N1 < o < 0, v <

I in
< log* N'. In der Bezeichnung

(log &)~ Nun gilt aber z.8.
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Uber die Anwendung einer Methode von Linnils 373

von L hat man dann, wenn jetzt §,(a) mit den Nullstellen p der Zeta-
funktion gebildet ist,

Sila) = Y 8% (a),

»

r
'8(15')(&) — Z (iv)
Oy @
iiber die g =g, mit o,—1/[log®?N|< Reg, < o, summiert wird, Wit

sefzen nun ¢ = 1/(log ¥)* mit einer spiter zu bestimmenden positiven
Kongtanten 4, 4 > 1, Dann gilt

wobel in

8

: g
(4) f Si(@)fPda < log?H+ 3 [ 180 (a)*da

y =4

Wle in I, § B, Formel (12} erhilt man

(5) f (P

4N

f 8P Fdat DT 3T 3 (gt

T ?1>-9 1:2>0

_‘5 -
"{—1)!32;* (;;) 1 ﬂ2+1><
V=B Bal + s —al

8, = 8/,

X min

1} g~ (ntrodiy

mit
4, = arctg(1/2=N4§,),

wobei aber jetzt nur iber die Nullstellen aus o, —1/[10g2_N]< 6= g,
summiert wird und iiber alle v mit §/2" = 4/N.

Nach I, §4, (9) hat man fir 0 < a<<4/N
SH(e) < THnyrrier

1=l

mit 0 < ¢ < arctg(1/8x). Weiter gilt

yo'ir}c"-gr(} < 2 N—],nl,’zlng%‘ vﬂ—}n(‘,’ < N—-l
¥ (2fMlog N w(30) gV
und
: U P S
2 N"’wy‘"v—*@"'va & N & N loglog N
pe(ai ) log N ‘
" c . ‘ N "
denn fitr ly| < T, ¢ = f-+iy, ist <1~ —= nach den Sitzen von

log!
IMadamard und de la Vallée—Poussin iiber die Nullstellen der Zetafunktion.
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Somit ergibt sich
4,’N log

0

Sei nun zundchst o, < 4. Dann ist in (B)

(1, (n+1)f’2**-<;:1 und  (8/27) M g,

so daB man wie in T, § 6 schlieflen kann
(6) o f| Ss¥(a ’ da < Nolog' .
i ~8 ok

Sei nun, 'a,, > 4. Mit-X, = Nd,Blog ¥ mit einor grofen Konstanton B erhalt
. man, daf die innere Summe aus (5) unterhalb der folgenden Schranke
- bleibt

o .
@ < 3+ D)ot 3 gateeix
<y X, >N U <yogyp
6 )1—20'1, { 1 ]
K| min - 1 ‘6-'(?1"'?2)1"
(21 |?’1
da ja wegen 4/N < §/2" < 1/(log N¥)4 jedentalls
§ \ /g N
5 IS
gilt. Nun hat man
(8) . Z (Vl‘“‘[—l)a”_i (?}2_{_1)%“‘]‘, 6—(?1-{-1’2)1?.
X O pysiyy—1 . l 1. 7}2|
Y
o Z XY (log X, )t < N(a,, X,) X (log X,)?
LESOL-- o
" wegen
Y ! ‘< log®
TS Yi-
e Ik 1

Femex hat man wegen o, <1

D N N O

P >Xy 0 <pyiyy -
< ) n¥ (o) pr)o™ i, b5y
. ?1»3',.

& g~ tBlRN .Z‘f yﬁlogyle"”l’iv' & gmiPl ¥
P> Xy

icm
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mit geniigend groBem, konstantem B. Insgesamt folgt

- 1ogN
Tog IGQ'N )

<2

< ¥ 1og N)™Y Y (o, X, )log"X,.
7

(10) fls(“) 2do O (Ve

1—-2a,

XN (e,, X,)(log X,)’

Es werde nun (1) als richtig angenommen. Dann ist dieser Ausdruck

5 \2—ay)
< (10g.Z\T)b“Z(?) i

L

Sei nun 1—o, =5 wobei die Konstante 5, %< } spiter noch genauer
bestimmt wird. Dann erhilt man ' “

[}
(11) [ 180(a)Fda < 8™ (log )"+,
-3
L]
wobei die Konstante in <« von # abhingen kann. Fiir 1—e, <y ver-
wenden wir (3) und erhalten aug (10)

log v

(12) f ISM(G dea+O(Na L Toglog v h]glngN)

167(1—%)512
)" ogmy

8
< _N.’g”""l(IOgN)H Z (Ni;logN
r
<& N1-o g0 (o0 37yt
rait
= (1—0,){2 —167(1~0,)"%}

a, = 2(L—0,)— 167(1 o)

atwa fir

1o, <107

der Augdruck in der geﬂchlungenen Klammer ist damn >} Man weill
run nach Korobov {(und unabhingig davon auch I. M. Vinogradov), dag

N(Gv? -Xr) =10
< 1 '
“ (log N
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fiir ¢ > 4. Somit braucht man in (12) nur jene v zu berticksichtigen,
fiir die ‘

%7 o N

gilt. Wenn wir also etwa »n = 107* getizen, so hat man fiir

1 .
(g S TS
jedentalls -
. 0 1 ) . —-l(logN)]-"f‘
(13) [ 18P (a)*de < N aGen (log M) < Ne ® .
—d ,

Insgesamt erhilt man ans (4}, (6), (11) und {13)

P
[ 18, (a)|2da < 5 (log N)°,

—d
Wie in §1 schlieBt man dann, daf die Gleichung
tp+p' N1 < (log N)*
Tir alle grofen N Ligungen in Primzahlen hzut‘.,‘sob-fmld
A29 > b-8
gilt, d.h.
A > 5000 (b + 8);
dies alles unter der Annahme der Riéhtigkeit der Dichtehypothese (1)
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On the non-linear sieve
by
J. W. Porrer (Cardiff)

8 .

1. Introduction. In [8] Jurkat and Richert obtained definitive bounds
for what may be called the linear sieve problem, and in [10] Richert used
these bounds to cbtain elegant results in various applications, meluding
the distribution of almost-primes in the sequence of values taken by an
irveducible polynomial. To date the best bounds available for the non-
linear sieve problem, corresponding to the investigation of reducible

. polynomials in the above type of application, are those due to Ankeny and

Onishi [1]. The present writer [9] investigated their bounds numerically
and Halberstam and Richert [6] gave a detailed treatment of the appli-
cations. Flagedorn [4] also studied the properties of their bounds. It has
been realized for some time (cf. Selberg [117), that improvements on the
bounds of Ankeny and Omnishi could be obtained by means of an iterative
technigne based on the Buchstab identity ((2.7) below), and it is the purpose
of this paper to give o detailed treatment of the first step in this iterative
process and investigate some of the properties of the resultant improved
bounds. ’

2, Notation and statement of results. We follow the notation of Hal-
beratam and Richert ([6] and [7]). ' '

Let «f be a finite sequence of not necessarily distinet integers. For
any integer d we denote by «f,; the subrequence of «f consisting of those
elements divisible by d. We use |#| and |« to denote the number of
elements of & and 7, respectively. ' ‘

Further, let # be a sot of primes and dencte by £ the complement
of & in the ret of all primes. Tor any 2z 2 we write

Py =[]

e
pew

We define the sifting function §(s7,; #, ) for 2> 2 and an integer

- g satistying (i) u(g) =0, (ii) (g, P(2)) =1, (ili) (¢, p) =1 for all pe# by

8ty P, 2) = |[ae s (o, P(2)) = 1.



